中 国 科 学 院 研 究 生 教学 丛书 、 


测度 论 讲义 


(第 二 版 ) 


严 加 安 著 


人 饼 学 几 版 社 
和 


内 容 简介 
本 书 系 统 介绍 一 般 可 测 空间 和 Hausdorf 空间 上 的 测度 与 积分 、 测度 的 弱 收 
敛 和 淡 收 敛 , 以 及 与 测度 论 有 关 的 概率 论 基 础 知识 ， 第 二 版 增加 了 第 8 章 和 第 9 
章 , 分 别 介绍 离散 时 间 鞭 、Hilbert 空间 和 Banach 空间 上 的 测度 . 书 中 收录 了 作 
者 在 测度 论 方面 的 一 些 研 究 成 果 . 
本 书 适 合作 为 概率 统计 专业 和 其 他 数学 专业 的 研究 生 教材 ,也 可 作为 高 等 学 
校 数学 教师 和 概率 研究 工作 者 的 教学 和 科研 参考 书 . 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 

测度 论 讲义 / 严 加 安 著 . 一 2 版 . 一 北京 : 科学 出 版 社 , 2004 
(中 国 科学 院 研 究 生 教学 丛书 ) 

ISBN 7-03-013409-5 


I. 测 … I. 严 … 亚 , 测度 论 讲义 - 高 等 学 校 -教材 
IV.O174.12 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2004) 第 037813 号 


责任 编辑 : 毕 颖 李鹏 奇 / 责任 校对 : 张 琪 
责任 印 制 : 安 春 生 / 封面 设计 : 槐 奉 明 


甸 学 生 康 六 出 版 
北京 东 黄 城 根 北 街 16 号 
邮政 编码 :100717 
http : /www.sciencep.com 


铁 成 印刷 厂 印刷 
科学 出 版 社 发 行 各 地 新 华 书 店 经 销 
来 


1998 年 10 月 第 一 版 开本 : 850x1168 1/32 
2004 年 8 月 第 二 版 印张 : 91/2 
2004 年 8 月 第 三 次 印刷 字数 : 243 000 

印 数 : 5201 一 8 200 


定价 : 20.00 元 
(如 有 印 装 质 量 问题 , 我 社 负责 调换 (新 欣 》) 


《中 国 科学 院 研 究 生 教学 从 书 》 总 编 委 会 


主 任 : 白 春 礼 
副 主 任 : 何 岩 师 昌 绪 杨 乐 汪 尔 康 
沈 允 钢 黄 荣 逻 叶 朝 辉 


委 员 : 朱 清 时 叶 大 年 王 水 施 草 渝 
余 翔 林 冯 克 勤 ”四 玉 琳 高 文 
洪 友 士 王 东 进 菊 立 吕 晓 澎 


林 ”有 网 


《中 国 科学 院 研 究 生 教学 丛书 》 数 学 学 科 编 委 会 


主 编 : 杨 乐 

副 主编 : 汉 克 勤 

编 委 : 王 靖 华 严 加 安 文 志 英 衷 亚 湘 
李 克 正 


《中 国 科学 院 研究 生 教 学 丛书 》 序 


在 21 世纪 曙光 初 露 , 中 国 科技 、 教 育 面临 重大 改革 和 莲 勃 发 
展 之 际 ,《 中 国 科 学 院 研 究 生 教 学 丛书》 一 一 这 套 凝 聚 了 中 国 科学 
院 新 老 科 学 家 、 研 究 生 导 师 们 多 年 心血 的 研究 生 教 材 面世 了 . 相信 
这 套 丛 书 的 出 版 ,会 在 一 定 程度 上 缓解 研究 生 教 材 不 足 的 困难 ,对 
提高 研究 生 教育 质量 起 着 积极 的 推动 作用 . 

21 世纪 将 是 科学 技术 日 新 月 异 , 迅猛 发 展 的 新 世纪 , 科学 技术 
将 成 为 经 济 发 展 的 最 重要 的 资源 和 不 竟 的 动力 , 成 为 经 济 和 社会 发 
展 的 首要 推动 力量 . 世界 各 国之 间 综 合 国力 的 竞争 , 实质 上 是 科技 
实力 的 竞争 ， 而 一 个 国家 科技 实力 的 决定 因素 是 它 所 拥有 的 科技 
人 才 的 数量 和 质量 . 我 国 要 想 在 21 世纪 顺利 地 实施 “科教 兴国 ”和 
“可 持续 发 展 ”战略 , 实现 邓小平 同志 规划 的 第 三 步 战 略 目标 一 
把 我 国 建设 成 为 中 等 发 达 国家 , 关键 在 于 培养 造就 一 支 数 量 宏大 、 
素质 优良 、 结 构 合 理 、 有 能 力 参 与 国际 竞争 与 合作 的 科技 大 军 , 这 
是 摆 在 我 国 高 等 教育 面前 的 一 项 十 分 繁重 而 光荣 的 战略 任务 . 

中 国 科学 院 作 为 我 国 自然 科学 与 高 新 技术 的 综合 研究 与 发 展 
中 心 , 在 建 院 之 初 就 明确 了 出 成 果 出 人 才 并 举 的 办 院 宗旨 ,长 期 坚 
持 走 科研 与 教育 结合 的 道路 , 发 挥 了 高 级 科技 专家 多 , 科研 条 件 好 ， 
科研 水 平 高 的 优势 , 结合 科研 工作 , 积极 培养 研究 生 . 当前 , 中 国 科 
学 院 正 在 按照 江泽民 同志 关于 中 国 科 学 院 要 努力 建设 好 “三 个 基 
地 ”的 指示 , 在 建设 具有 国际 先进 水 平 的 科学 研究 基地 和 促进 高 新 
技术 产业 发 展 基 地 的 同时 , 加 强 研究 生 教育 , 努力 建设 好 高 级 人 才 
培养 基地 , 在 肩负 起 发 展 我 国 科 学 技术 及 促进 高 新 技术 产业 发 展 重 
任 的 同时 , 为 国家 源源 不 断 地 培养 输送 大 批 高 级 科技 人 才 . 

质量 是 研究 生 教 育 的 生命 , 全 面 提高 研究 生 培养 质量 是 当前 我 
国 研 究 生 教育 的 首要 任务 . 研究 生 教材 建设 是 提高 研究 生 培养 质量 


es 


的 一 项 重要 的 基础 性 工作 . 由 于 各 种 原因 , 目前 我 国 研 究 生 教材 的 
建设 滞后 于 研究 生 教 育 的 发 展 . 为 了 改变 这 种 情况 , 中 国 科学 院 组 
织 了 一 批 在 科学 前 沿 工作 , 同时 又 具有 相当 教学 经 验 的 科学 家 撰写 
研究 生 教材 , 并 以 专项 资金 资助 优秀 的 研究 生 教 材 的 出 版 . 希望 通 
过 数 年 努力 , 出 版 一 套 面 向 21 世纪 科技 发 展 、 体 现 中 国 科 学 院 特 
色 的 高 水 平 的 研究 生 教 学 丛书 . 本 丛书 内 容 力 求 具 有 科学 性 、 系 统 
性 和 基础 性 , 同时 也 兼顾 前 沿 性 , 使 阅读 者 不 仅 能 获得 相关 学 科 的 
比较 系统 的 科学 基础 知识 , 也 能 被 引导 进入 当代 科学 研究 的 前 沿 . 
这 套 研 究 生 教 学 丛书 ， 不仅 适合 于 在 校 研 究 生 学 习 使 用 , 也 可 以 作 
为 高 校 教师 和 专业 研究 人 员工 作 和 学 习 的 参考 书 . 

“桃李 不 言 , 下 自 成 蹊 .” 我 相信 , 通过 中 国 科 学 院 一 批 科 学 家 
的 辛勤 耕耘 《中 国 科 学 院 研究 生 教 学 丛书 》 将 成 为 我 国 研 究 生 教 
育 园地 的 一 从 鲜花 , 也 将 似 润 物 春 雨 , 滋养 革 半 学 子 的 心田 , 把 他 们 
引 向 科学 的 殿堂 ,不 仅 为 科学 院 , 也 为 全 国 研究 生 教育 的 发 展 作出 
重要 贡献 . 
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本 版 改正 了 第 一 版 中 的 排 印 错误 ， 并 在 内 容 上 进行 了 调整 和 
扩充 . 将 第 一 版 第 7 章 “Kolmogorov 相 容 性 定理 及 Tulcea 定理 的 
推广 ”一 节 移 到 了 第 4 章 ; 在 第 3 章 增加 了 “空间 L”(Q,) 和 
L%(Q, 开 ,m) 的 对 偶 ” 一 节 ; 在 第 4 章 增加 了 “概率 测度 序列 的 投 
影 极限 ”和 “随机 Daniell 积分 及 其 核 表示 ”两 节 . 此 外 ， 还 新 加 了 
第 8 章 和 第 9 章 , 第 8 章 是 将 第 一 版 第 7 章 “ 经 典 蒜 论 ” 一 节 加 以 
扩充 形成 的 ， 部 分 内 容 取 自 Hall 和 Heyde 所 著 《 Martingale Limit 
Theory and Its Application 》 一 书 . 第 9 章 主要 取材 于 黄 志 远 和 严 
加 安 所 著 《 无 穷 维 随机 分 析 引 论 》 第 1 章 的 部 分 内 容 . 在 本 版 的 部 
分 章节 中 还 收入 了 Dudley 所 著 《 Real Analysis and Probability 》 
和 Kallenberg 所 著 《 Foundations of Modern Probability 》 书 中 的 
某 些 结果 和 作者 在 测度 论 方面 的 一 些 研究 成 果 . 

在 准备 新 版 期 间 ， 作 者 得 到 了 国家 科技 部 973 项 目 “ 核 心 数 
学 的 若干 前 沿 问题 ”的 资助 ， 特 此 感谢 . 


严 加 安 


2004 年 3 月 于 北京 
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测度 论 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 , 它 的 主要 奠基 人 是 法 国 数 
学 家 Lebesgue (1875 一 1941). 受 他 的 老师 Borel 关于 容量 研究 的 深 
刻 影 响 , 他 在 1902 年 的 论文 区 积分 、 长 度 与 面积 六 中 , 首次 把 及? 
中 的 长 度 和 面积 概念 推广 为 一 般 Borel 集 的 Lebesgue 测度 ， 并 定 
义 了 可 测 函 数 关于 Lebesgue 测度 的 积分 .他 用 累 次 积分 计算 重 积 
分 的 结果 后 来 被 Fubini(1907) 完善 为 一 般 的 定理 .Radon(1913) 
进一步 研究 了 及 "中 在 紧 集 上 为 有 穷 的 一 般 Borel 测度 (Radon 测 
度 ). 抽象 可 测 空间 上 的 测度 和 符号 测度 概念 是 Fréchet(1915) 最 先 
提出 的 。 Radon-Nikodym(1930) 给 出 了 符号 测度 为 一 不 定 积分 
的 充 要 条 件 (Radon-Nikodym 定理 )， 在 早期 的 测度 论 发 展 史 中 ， 
积分 概念 的 两 个 推广 值得 一 提 . 其 一 是 Daniell(1918) 从 一 类 函数 
上 的 正 线 性 泛 函 出 发 研究 了 测度 和 积分 ; 其 二 是 Bochner(1933) 和 
Pettis(1938) 定义 了 Banach 空间 值 函 数 关于 测度 的 积分 . 到 20 世 
纪 30 年 代 , 测度 与 积分 理论 已 趋 于 成 熟 ， 并 在 概率 论 、 泛 函 分 析 和 
调和 分 析 中 得 到 广泛 应 用 . 例如 ，Kolmogorov(1933) 从 测度 论 观点 
出 发 创立 了 概率 公理 化 体系 , 为 现代 概率 论 莫 定 了 数学 基础 . 其 中 
非常 重要 的 条 件数 学 期 望 概念 就 源 于 测度 论 中 的 Radon-Nikodym 
定理 . 随 着 时 间 的 推移 ,测度 论 在 数学 中 的 基础 性 地 位 您 来 您 显示 
出 来 . 50 年 代 以 后 发 展 起 来 的 无 穷 维 空间 中 的 测度 和 泛 函 积分 成 
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了 研究 量子 物理 的 重要 手段 和 工具 . 

本 书 是 为 概率 统计 专业 和 其 它 数学 专业 的 研究 生 编 写 的 一 部 
测度 论 教材 ， 它 的 前 身 是 作者 的 < 测度 与 积分 交 ( 陕 西 师 大 出 版 
社 ， 1988). 这 里 改正 了 原 书 中 出 现 的 错误 ， 并 对 原 书 的 第 五 章 作 
了 较 大 修改 ， 还 在 第 三 章 、 第 六 章 及 第 七 章 中 增加 了 若干 新 的 内 
容 ， 全书 内 容 分 为 三 个 部 分 : “(1) 一 至 四 章 介绍 一 般 可 测 空间 中 
的 测度 与 积分 ,这 一 部 分 内 容 与 通常 测度 论 教材 大 体 相当 ， 但 第 
三 章 中 的 Daniell 积分 、 Bochner 积分 和 Pettis 积分 以 及 第 四 章 中 
的 Tulcea 定理 在 通常 测度 论 教材 中 是 不 易 找 到 的 . (2) 第 五 章 系 
统 、 完 整地 介绍 了 Hausdorf 空间 中 的 测度 和 积分 . 这 一 部 分 内 容 
对 初学 者 有 一 定 难度 ， 教 师 在 讲授 时 可 以 跳 过 它 . (3) 第 六 章 介 
绍 有 关 测 度 的 弱 收 敛 和 淡 收 敛 的 主要 结果 ， 第 七 章 介 绍 与 测度 论 
有 关 的 概率 论 基础 知识 ， 如 条 件数 学 期 望 ， 正 则 条 件 概率 ， 一 致 可 
积 性 ， 本 性 上 确 界 , 解析 集 及 经 典 著 论 等 ,这 一 部 分 内 容 是 专门 为 
概率 统计 专业 的 研究 生 设计 的 ， 在 对 其 它 数学 专业 的 研究 生 讲 授 
时 可 以 略 去 . 本 书 几 乎 每 一 节 都 附 有 一 定数 量 的 习题 ， 其 中 不 少 是 
对 正文 的 补充 ， 有 些 习 题 还 在 一 些 定理 的 证 明 中 被 引用 . 

本 书 的 写作 和 出 版 分 别 得 到 了 中 国 国家 自然 科学 基金 (项 目 纺 
号 79790130) 和 中 国 科 学 院 研究 生 教材 出 版 基金 的 资助 ， 特 此 表示 
感谢 . 


严 加 安 


1997 年 8 月 于 北京 
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第 1 章 集 类 与 测度 
1.1 集合 运算 与 集 类 
集合 是 现代 数学 的 最 基本 的 概念 之 一 ， 任 何 一 组 彼此 可 以 区 
别 的 事物 便 构成 一 个 集合 . 在 测度 论 中 ,我 们 通常 在 某 一 (或 某 些 ) 
给 定 的 集合 ( 称 为 空间 ) 中 讨论 问题 
1.1.1 令 909 为 一 给 定 的 非 空 集合 ， 其 元 素 以 w 记 之 . 设 4 
为 的 子 集 我们 用 we 4 或 w #4 分 别 表示 属于 4 或 不 属 
于 4. 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 以 0 记 之 . 我 们 用 4 B 或 
Bc A 表示 B 是 4 的 子 集 用 
ANMB, AUB, A\B, AAB 
分 别 表示 4 与 B 的 交 、 并 、 差 和 对 称 差 , 即 


ANB={wlweAHweB}, AUB={w|weA 或 we B}, 
A\B={wlweAHwg¢B}, AAB=(A\B)U(B\A). 
我 们 用 4° 表示 Q \ 4, 并 称 4° 为 4A( 在 8 中 ) 的 余 集 , 于 是 有 
A\B=ANBe. 有 时 也 用 4B 表示 A4NmB. 若 AnB=0, 称 4 与 
B 互 不 相交 . 显然 有 4n 4 = 80,AUAh°=Q. 
1.1.2 集合 交 和 并 运算 满足 如 下 的 交换 律 、 分 配 律 及 结合 律 : 
ANB= BNA, AUB= BUh; 
(A4UB)NC= (ANC)U(BNO), 
(ANB)UC= (A4UO)N(BUO); 
(ANB)NC= AN(BNMC), (A4UB)UC=AU(BUCOC). 


We 


此 外 ， 它 们 关于 余 集 运算 有 如 下 的 de Morgan 公式 ; 
(ANB):=A°UB°, (A4UB):=A°NB°, (4°):=A. 


1.1.3 ”以 9 的 某 些 子 集 为 元 素 的 集合 称 为 (2 上 的 ) 集 类 . 今 
后 ， 如 无 特别 说 明 ， 总 假定 集 类 是 非 空 的 ， 即 至 少 含 一 个 元 素 (可 
以 是 空 集 ). 设 {4;, i e 杂 为 一 集 类 ， 其 中 I 为 指标 集 , 它 用 以 给 
集 类 元 素 “ 编 号 ”, 则 可 如 下 定义 集 类 中 元 素 的 交 与 并 : 

门 4:= {wlwe 4 对 一 切 ie 了}， 
ZE 了 
U4 = {wl we hi, 对 菜 一 i eT}. 
i€T 
我 们 有 相应 的 交换 律 、 分 配 律 、 结 合 律 及 de Morgan 公式 . 

114 设 {4 n> 1} 为 一 集合 序列 ， 若 对 每 个 n, 有 4。C 
Ant1 (相应 地 ，An 2 An+1), 则 称 (4) 为 单调 增 (相应 地 ， 单 调 
降 ). 二 者 统称 为 单调 列 . 对 单调 增 或 单调 降序 列 (4), 我 们 分 别 令 
A= U, An 或 A= (MN, An, 称 A 为 (An,) 的 极限 ， 通常 记 为 4 4 
或 An, 省 4. 一 般 地 ， 对 任 一 集 列 ( 4)， 令 

limsup A = {| LU Ar, liminf A, = U 站 Ax, 


n=1 hn nl k=n 
分 别称 其 为 (4%) 的 上 极限 和 下 极限 . 显然 有 

lim sup An = {w|w 属于 无 穷 多 个 4,}， 

liminf An = {w|w 至 多 不 属于 有 限 多 个 4}， 
从 而 恒 有 liminf 4% C limsup 4An， 车 liminf 4。= limsup 4。 称 
(41) 的 极限 在 在 , 并 用 ,hm 4, 表示 (4) 的 极限 (Bh 令 hm A。。= 


lim inf A lmrsip An,). 
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he 


1.1.5 设 {4n, n>1} 为 一 集 列 . 车 (4) 两 两 不 相交 ( 即 n 产 
m 地 An nAm = 由 , 则 常用 入 hn 表示 UU hn. 若 有 ,An = 0， 
称 {An, nn 之 1 为 9 的 一 个 划分 . 

对 任 一 集 列 (4%), 令 


Bi = 41， Bn = AnAI...A¢_i, n> 2， 


则 {B。w n > 1} 中 集合 两 两 不 相交 ， 且 有 并, Bn = UU A. 这 一 将 
可 列 并 表示 为 可 列 不 交 并 的 技巧 是 很 有 用 的 . 

1.1.6” 设 C 为 一 集 类 (约定 是 非 空 的 ). 如 果 4,B e C 全 
ANBeC( 从 而 41, 42,…,An EC 二 A142.…An EC), 称 C 对 有 
限 交 封闭 . 如 果 4 e C,n > 1 全 门 。 4n e C, 称 C 对 可 列 交 封 闭 . 类 
似 定义 “对 有 限 并 封闭 ”及 “对 单调 极限 封闭 ”等 概念 ， 令 


Re (4- 全 攻 Ee = 中 
11 

则 Cny 对 有 限 交 封闭 ， 我 们 称 Cny 为 用 有 限 交 运算 封闭 C 所 得 的 

和 集 类 .类 似 地 ， 我 们 用 


Cuj， C57, Cs, Co， ‘Cyo 


分 别 表示 用 有 限 并 、 有 限 不 交 并 、 可 列 交 、 可 列 并 及 可 列 不 交 并 封 
闭 C 所 得 的 集 类 . 此 外 ， 我 们 用 Cnf,uf 表示 (Cnf)ur, 用 Cos 表示 
(Co)s. 今后 常用 这 些 记号 ， 读 者 应 熟悉 并 牢记 它们 . 

1.1.7 命题 ” 设 C 为 一 集 类 ， 则 有 如 下 结论 : 

(1) Cnpuf = Cupns ; 

(2) 若 C 对 有 限 交 封闭 ， 则 Cuy,C5y,Co 及 Czo 亦 然 ; 

(3) 若 C 对 有 限 并 封闭 ， 则 Cny 及 Cs 亦 然 ， 

证 直接 从 集合 的 交 和 并 的 分 配 律 推 得 . 


现在 我 们 用 对 集合 运算 的 封闭 性 来 划分 不 同类 型 的 集 类 . 下 
面 是 测度 论 中 常用 的 一 些 集 类 的 定义 . 

1.1.8 定义 设 C 为 一 集 类 . 

(1) 称 C 为 5 类 , 如 果 它 对 有 限 交 封 闭 . 

(2) 称 C 为 半 环 , 如 果 0ec, 且 有 


4BeC 人 4nBecC4\BEcCzrr. 


(3) 称 C 为 半 代数 , 如 果 它 是 半 环 ， 且 Q eC. 

(4) 称 C 为 代数 (或 域 ), 如 果 它 对 有 限 交 及 取 余 集运 算 封 闭 ， 
且 有 Dec0ecC (由 此 推 知 它 对 有 限 并 及 差 运算 也 封闭 ). 

(5) 称 C 为 o 代数, 如 果 它 对 可 列 交 及 取 余 集运 算 封 闭 ， 且 有 
9 eC,0 eC (由 此 推 知 它 对 可 列 并 及 差 运算 也 封闭 ). 

(6) 称 C 为 单调 类 , 如 果 它 对 单调 序列 极限 封闭 ( 即 4A, € C,n > 
1,4n 人 14 或 A444=Aec). 

(7) 称 C 为 入 类, 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 

(i) Qec; 

(i) A,BecC, BCA=>A\BeEecC:; 

(ii) An EC,n>1,4,1A4A=>AecC. 

易 知 5 代数 为 入 类， 入 类 为 单调 类 . 

1.1.9 例 设 RR 为 实 直 线 ( 即 R=(-oo,oo)), 令 


C1= {(-o%,alla Ee R}, C2 = {(aco)|ae R)}, 
Cs3= {(a,b||a < b,a,b eR)}, 


则 Ci,Cz 及 Cs 为 7 类， CiUCzUCs 为 半 环 ，C1iUCz UCsU 1{R} 


习 题 
1.1.1 证 明 : 
(1) (4AB)AC = AA(BAO); 
(2) (4AB)nC= (ANC)A(BNO); 
(3) (A1U A2)A(BiU B2) Cc (A1AB1) U (A2sAB2). 
1.1.2 证 明 : 


(liminf 4.) N (limsup Bn) C lim sup(An N B.,). 
P00 no0 no0 


1.1.3 证 明 对 可 列 不 交 并 封闭 的 代数 为 o 代数 . 
1.1.4 车 C 同时 为 代数 和 单调 类 或 同时 为 7 类 和 入 类 ,， 则 C 为 o 代 


1.1.5 设 C 为 半 代 数 ， 则 Czy 为 代数 . 

1.1.6 入 类 定义 中 的 条 件 (i) 及 () 等 价 于 如 下 两 条 件 : 
(人 ”4EC 僵 4cecCi 
(4Bec ANB=0=>AUBEC. 

1.1.7 设 C 为 一 集 类 ， 且 bEC, 令 


{a (Pe) (Pe) ne 


1<i<n,1<j<m, mmz>1), 


则 9 2 C, 且 9 为 半 环 . 特别 车 C 对 有 限 并 及 有 限 交 封闭 , 则 {AmMB*|4,B € 
C} 为 半 环 . 


1.2 单调 类 定理 (集合 形式 ) 


设 {Ci | i€ 了 0] 为 9 上 一 族 集 类 ， 若 每 个 集 类 C; 对 某 种 集合 
运算 封闭 ， 则 其 交 门 ;Ci 亦 然 ， 于 是 对 9 上 的 任 一 非 空 集 类 C, 存 
在 包含 C 的 最 小 o 代数 、 最 小 和 类 和 最 小 单调 类 ， 我 们 分 别称 之 
为 由 C 生 成 的 go 代数、 入 类 和 单调 类 , 并 分 别 用 o(C), 和 A(C) 和 m(C) 
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记 之 .我们 恒 有 mm(C) C A(C) C c(C). 本 节 主 要 研究 在 什么 条 件 下 
有 m(C) = c(C) 或 和 C) = c(C)， 

1.2.1 定理 设 C 为 一 集 类 . 

(1) 车 C 为 代数 ， 则 m(C) = o(C). 

(2) 若 C 为 一 并 类 ， 则 X(C) = o(C). 

证 (1) 令 


91={A|AEm(C), A° Em(C), ANB e m(C),vB eC}, 
则 C C91, 且 91 为 单调 类 ， 故 9: = m(C). 令 
′ 92={A|AeEem(C), ANB em(C),vB e m(C)}, 


” 则 由 上 所 证 91 = m(C) 知 ，C C 92. 但 92 为 单调 类 , 故 92 = m(C). 
综 上 所 证 ， 我 们 有 


4cEcm(C) 人 42ecm(Ci 4Bem(C) 僵 4nBEem(C)， 


即 m(C) 为 一 代数 , 从 而 mm(C) 为 c 代数 (习题 1.1.4), 因此 有 m(C) > 
o(C). 但 相反 的 包含 关系 恒 成 立 ， 故 最 终 有 m(C) = o(C). 
(2) 令 


91={A|AEA(C), ANB EA(C), vB ec)}, 
则 CC9i1, 且 91 为 入 类， 故 91 = 和 A(C). 令 
9 = {A|AEA(C), ANB EA(C), vB Ee 和 (C)}, 


则 由 上 所 证 91 = A(C) 知 , C C 92. 但 92 为 和 类 , 故 92 = X(C). 于 是 
A(C) 为 + 类 , 从 而 和 (C) 为 o 代数 (习题 1.1.4), 因此 有 和 (C) 2 o(C). 
但 相反 的 包含 关系 恒 成 立 ， 故 最 终 有 A(C) = o(C). 


此 定理 称 为 单调 类 定理 . 它 表 明 :， 为 验证 某 o 代数 天 中 元 素 
有 某 种 性 质 , 只 和 需 验 证 ，(1) 有 一 生成 三 的 代数 (r 类 )C, 其 元 素 有 
该 性 质 ， (2) 有 该 性 质 的 集合 全 体 构成 一 单调 类 (相应 地 ， 和 类 ). 
而 这 后 二 者 的 验证 往往 比较 容易 .单调 类 定理 是 测度 论 中 的 一 个 
重要 的 证 明 工 具 . 今后 我 们 将 陆续 给 出 它 的 应 用 . 

作为 定理 1.2.1 的 一 个 简单 推论 ， 我 们 有 单调 类 定理 的 如 下 更 
有 用 的 形式 . 

1.2.2 定理 设 C, 和 大 为 两 个 集 类 ， 且 C CA/. 

(1) 车 C 为 代数 ， 且 大 为 单调 类 ， 则 o(C) C 攻 ; 

(2) 车 C 为 大 类 且 丰 为 入 类 ， 则 c(C) C 大. 

从 定理 1.2.1 的 证 明 看 出 ， 我 们 可 以 给 出 使 m(C) = c(C) 或 
和 X(C) = c(C) 成 立 的 充 要 条 件 . 

1.2.3 定理 设 C 为 一 集 类 . 

(1) 为 要 m(C) = o(C), 必须 且 只 需 : 


AEC—= A Em(C); A,BEeC= ANBEm(C). 
(2) 为 要 A(C) = o(C), 必须 且 只 需 : 
A, BEeC= ANB EAC). 


由 此 定理 ， 我 们 还 可 推 得 如 下 定理 . 
1.2.4 定理 设 C 为 一 集 类 . 
(1) 为 要 m(C) = o(0), 必须 且 只 需 : 


(2) 为 要 A(C) = o(C), 必须 且 只 需 : 


A, BEC= AUBEA(C). 


证 (1) 条 件 的 必要 性 显然 ， 往 证 条 件 的 充分 性 ， 设 条 件 成 
立 . 令 D= {4°|4A eC},9= {4|14° € m(C)}. 则 9 为 单调 类 ， 
且 DC9, 故 m(D) CG. 这 表明 4em(D) 全 4° e m(C). 同 理 有 
AEm(C) 寺 4° € m(D). 于 是 有 m(D) = {4|4° e m(C)}. 故 由 定 
理 1.2.3(1) 推 得 m(D) = o(D). 但 依 假定 ，D c m(C),C c m(D). 
于 是 有 mm(C) = m(D), 从 而 最 终 有 mm(C) = o(D) = o(C). (2) 的 证 
明 类 似 . 

上 述 两 个 定理 过 于 一 般 , 实际 难以 应 用 , 但 它们 的 下 述 推论 是 
有 用 的 (例如 见 下 面 的 例 1.2.6 及 定理 1.6.3). 需要 指出 ， 如 果 不 首 
先 建立 定理 1.2.3 及 1.2.4, 那么 是 不 易 发 现 定 理 1.2.5 的 . 

1.2.5 定理 ” 设 C 为 一 集 类 .车 它 满足 下 列 条 件 之 一 ， 则 有 
m(€) = o(C): 

(1) 4,BeC 全 4nBec AeC= A°eCs; 

(2) A, BeC=>AUBEC, AeC= AceC,. 
(关于 记号 C3 及 Co 见 1.1.6) 

证 车 C 对 有 限 交 封闭 ， 则 Cs Cc m(C); 若 C 对 有 限 并 封闭 ， 
则 Co c m(C). 因此 条 件 (1) 及 (2) 分 别 蕴含 定理 1.2.3 及 1.2.4 的 
(1) 中 条 件 ， 定 理 得 证 . 

1.2.6 例 设 半 为 一 距离 空间 ， 三 表示 六 中 闭 集 全 体 ，9 表示 
和 中 开 集 全 体 . 显然 有 c(F) = o(9), 我 们 称 它 为 X 的 Borelo 代 
数 , 记 为 B(X)， 显然 9 及 三 分 别 满足 定理 1.2.5 的 条 件 (1) 及 
(2) 于 是 我 们 有 mm(Z) = m(9) = B(X). 但 这 一 结果 并 不 能 从 定理 
1.2.1 推 得 .由 此 可 见 ， 我 们 将 经 典 的 单调 类 定理 进行 推广 是 有 意 
义 的 . 

下 面 引 进 可 测 空间 、 可 分 o 代数 及 原子 集合 概念 . 

1.2.7 定义 设 厂 为 人 上 的 一 o 代数 ， 称 序 偶 (9, 太 ) 为 一 可 
测 空间 , 中 的 元 称 为 天 可 测 集 . 称 o 代数 三 为 可 分 的 (或 可 数 生 
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成 的 ), 如 果 存 在 三 的 一 可 数 子 类 C, 使 得 o(C) = . 若 大 可 分 ， 
称 (9, 太 ) 为 可 分 可 测 空间 . 

注意 ， 可 分 o 代数 的 元 素 未 必 是 可 数 多 个 . 

由 习题 1.1.7 及 1.1.5 易 知 :车 大 可 分 ， 则 存在 一 代数 C, 其 元 
素 个 数 至 多 可 数 ， 使 得 o(C) = . 

1.2.8 定义 设 (9, 和 大 ) 为 可 测 空 间 ， 对 任 一 w& 0, 令 


fF,={BeFlweB}, A(w)= (| 3, 
Bef, 

称 4(w) 为 含 w 的 大原 子 . 

请 读者 证 明 下 述 结论 : 

(1) 设 ww' es 0, 则 或 者 4(w) = 4(w ), 或 者 A(w)n 4A(w') = 

(2) 设 C 为 生成 三 的 代数 . 对 任何 weE9, 令 C= {BEeClw€ 
B}, 则 有 

A(w)= (| B. 
BeCw, 

特别 ， 若 天 可 分 ， 则 每 个 下 原子 属于 大 . 

1.2.9 定义 一 可 测 空间 (B,E) 称 为 可 离 的 , 如 果 它 的 每 个 原 
子 都 是 单 点 集 . 两 个 可 测 空间 称 为 同 构 , 如 果 在 两 者 之 间 存 在 一 双 
方 单 值 双方 可 测 的 满 射 (这 样 的 映射 称 为 可 测 同 构 ). 

下 一 引 理 表明 : 任 一 可 分 且 可 离 的 可 测 空间 同 构 于 (R, B(R)) 
的 某 可 测 子 空间 . 

1.2.10 引 理 设 (E,E) 为 一 可 分 且 可 离 的 可 测 空间 , 则 (8,E) 
同 构 于 (R, 8(R)) 的 某 可 测 子 空间 ， 更 确切 地 说 ， 设 {4n,n > 1} 
为 瑟 上 生成 6 的 代数 ， 令 


FY 1 


则 了 为 (2,E) 到 (f(E),B(f(E))) 上 的 可 测 同 构 . 这 里 ，B(f(E)) = 
f(E)nB(R)( 见 下 面 的 习题 1.2.1). 

证 显然 1 为 (2,E) 到 (f(B),B(f(E))) 上 的 双方 单 值 可 测 映 
射 ， 为 证 三 可 测 ， 只 需 证 171(B8(f(B))) = 2. 由 于 {An,n > 1} 
在 互 上 生成 5, 只 需 证 每 个 4。 属于 f71(8(f(E))). 令 Gn 表示 
[0, 引 中 三 进位 展开 中 第 ”项 为 1 的 实数 全 体 ， 即 G1 = [3, 让， 


6 =[ 训 Ul sr 
UU en 3 二 i en 
则 Cn es B(R), 从 而 Gnanf(B)€ B(f(E)). 我 们 有 4n= f-!(Gn) = 
广 :Gun (EB)), 由 此 推 得 引 理 的 结论 . 
习 题 
1.2.1 设 C 为 Q 上 的 一 集 类 ，4cQ. 令 
4nc={4anBlIBecl 


(这 一 记号 以 后 常用 到 ), 并 用 ca(4mC) 表示 4mC( 视 为 4 上 集 类 ) 在 A 上 
生成 的 c 代数 ， 则 有 
oA(ANC) = ANo(C). 
对 m(C) 和 和 (C) 亦 有 类 似 结果 
1.2.2 设 厂 为 QO 上 的 一 o 代数 ，C = {A1, 42,…} 为 8 的 一 个 可 数 
划分 ( 即 hm 4m = 6,n 关 m,》j, An = 9), 则 对 任何 Be o( 下 UC), 存在 
Bn € 大 ,nm = 1,2,.…, 使 得 


B= SB, NM An). 
n=1 


1.2.3 设 C 为 一 集 类 . 则 对 任何 A e ol(C), 存在 C 的 可 数 子 类 D, 使 
得 A € o(D). 
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1.2.4 设 C 为 一 集 类 ， 则 对 任何 4e m(C), 存在 BE Co, 使 得 BD 4. 
(提示 : 令 9 表示 具有 所 说 性 质 的 集合 4 全 体 ， 证 明 9 为 单调 类 . ) 

1.2.5 设 C 为 一 集 类 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 : 

(1) A(C) = m(C); 

(2) AeC= A:Em(C); A,BEC, ANB=0= AUBEm(C). 


1.2.6 设 C 为 一 集 类 . 如果 


A,BeC= AUBECso, 


则 有 和 A(C) = o(C).( 提 示 ， 利用 习题 1.1.6.) 


1.3 测度 与 非 负 集 函 数 


学 过 实 分 析 的 人 都 知道 Lebesgue 测度 是 线段 长 度 概念 的 延 
伸 (或 更 一 般 地 ， 是 欧 氏 空间 中 面积 或 体积 概念 的 延伸 ). 下 面 我 们 
将 要 引入 的 测度 概念 则 是 Lebesgue 测度 的 抽象 化 . 

1.3.1 定义 设 (9, 万 ) 为 一 可 测 空间 ， 1 为 定义 于 丰 取 值 于 
已; = [0,ce] 的 函数 . 如果 A( 仿 = 0 且 py 有 可 数 可 加 性 或 o 可 加 
性 , 即 


An EF,n>1, ANAm=0,nzzm= 


(D4) = Dh) 
n=s1 
则 称 4 为 人 上 的 (或 (天 ) 上 的 ) 测 度 . 

设 刀 为 可 测 空间 (9, 大) 上 的 测度 ， 称 三 元 组 (Q, 开 ,p) 为 测度 
空间 . 若 WO) < co, 则 称 4 为 有 限 测 度 , 并 称 (9, 开 ,4) 为 有 限 测 
度 空间 . 若 wo) = 1, 则 称 4 为 概率 测度 , 并 称 (9, 天 ,4) 为 概率 空 
间 . 若 存 在 4。e ,mn > 1, 使 得 U, 4n = 9, 且 使 K4。) < co 对 
一 切 n > 1 成 立 (由 1.5 知 ， 可 取 (4") 为 8 的 一 个 划分 ), 则 称 # 
为 o 有 限 测度 , 并 称 (Q, 厂 ,4) 为 "有限 测度 空间 . 
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三 三 


设 (Q, 开 ,pp) 为 一 测度 空间 . 若 4e ,上 且 yp(4)=0, 称 4 为 
4 零 测 集 . 如 果 任何 / 零 测 集 的 子 集 缘 属于 大 , 称 三 关于 是 完 
备 的 , 称 (9, ,y) 为 完备 测度 空间 . 

为 了 下 节 研 究 测度 的 扩张 的 需要 ， 我 们 引进 一 般 的 非 负 集 函 
数 的 概念 设 C 为 任 一 集 类 . 定义 于 C 取 值 于 素 ; 的 函数 称 为 C 
上 的 非 负 集 函数 . 在 下 面 的 定义 叙述 中 ， 我 们 总 约定 9 e C, 且 非 
负 集 函 数 /满足 1(0) = 0 及 单调 性 : 


A, BEecC,ACB=n(A) < n(B). 


1.3.2 定义 设 4 为 C 上 非 负 集 函数 . 
(1) 称 4 为 有 限 可 加 的 , 如 果 对 一 切 n> 2， 


AiEC,1<i<n, 和 4， 0 = 汪 


i=1 i=1 i=1 


(2) 称 4 为 g 可 加 的 , 如 果 


AiEC,i>1, Sy ews i = Pula) 
i=1 i=1 
(3) 称 4 为 半 o 可 加 的 , 如 果 


AeCAiec,i>21, ACI)Ah:= pA4) < Yh). 


i=1 i 二 1 

(4) 称 4 从 下 连续 , 如 果 
An EC,An, tAEC=S (A)= Jim L(An). 

(5) 称 yj. 从 上 连续 , 如 果 


AneC,Anl AECHuA) < oh) = lim nn) 


(6) 称 /在 空 集 处 连续 , 如 果 
An EC,4u 0 上 且 1H1(4i) < co 全 im p(An) =0. 


(7) 称 4 在 C 上 有 限 , 如 果 对 一 切 4<e c, 有 AM4) < co. 

(8) 称 4 在 C 上 o 有 限 , 如 果 对 任 一 4E C, 存 在 4 EC,n>1， 
使 得 4 c U,4。 且 A(4n) < co 对 一 切 n 成 立 . 

这 些 概念 都 是 可 以 “顾名思义 ”的 ， 读 者 很 容易 记 住 它们 . 

下 一 定理 概括 了 测度 的 最 基本 性 质 . 

1.3.3 定理 设 /为 可 测 空间 (9?, 和) 上 一 测度 ， 则 / 从 下 连 
续 且 从 上 连续 (从 而 也 在 $ 处 连续 ). 此 外 ， 有 单调 性 及 如 下 的 
可 减 性 : 


4 BEeF,ACB, Hu(B)<%=> nu(B\A)= 4(B)— rn(4). 


证 单调 性 及 可 减 性 是 显然 的 . 由 可 减 性 及 从 下 连续 性 立刻 推 
得 从 上 连续 性 , 只 需 证 1 的 从 下 连续 性 . 设 4。e ,n> 1,A%14. 
为 证 lm pw(4n) = h(4), 不 妨 设 Yn > 1 有 (4n) < oo, 则 有 


L(Anti\ An) = L(Ant1) — H(An). 


由 于 A= U。 An | 41 U > (Ant1 \ 4An), 故 有 
H(A)= 1A1) + DAAnti— H(An)] = lim n(An). 
= 

下 一 定理 推广 了 定理 1.3.3 的 结论 . 

1.3.4 定理 设 C 为 一 代数 ，4 为 C 上 的 一 有 限 可 加 非 负 集 
函数 ， 则 4 有 单调 性 及 可 减 性 ， 此外， 为 o 可 加 兮 人 从 下 连续 
全 /从 上 连续 全 风 在 0 处 连续 . 若 进一步 WO) < ceo, 则 上 述 诸 条 
件 等 价 . 
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证 设 4 从 下 连续 ， 往 证 4 为 o 可 加 的 . 令 4 eC,n>1, 且 
> An EC, 则 B= Yi An EC, HB Bt | 4 于 是 由 
/ 的 有 限 可 加 性 及 从 下 连续 性 得 


MD hn) = lm (2 An) = ,lim, 2 wdn)= > HA). 
n=1 n=1 n=1 n=1 


这 表明 1 有 o 可 加 性 ， 其 余 结论 显然 (参见 上 一 定理 的 证 明 ). 
下 一 引 理 将 使 我 们 在 许多 场合 把 与 c 有 限 测度 有 关 的 问题 归 
结 为 与 概率 测度 有 关 的 问题 . 
1.3.5 引 理 设 / 为 可 测 空间 (9, 和 大) 上 的 一 o 有 限 测度 ， 若 
AQ) > 0 令 {An,n>1} 为 9 的 一 个 可 数 划 分 使 得 vn, 4。e 开 ， 
且 0 < 4) < oo, 置 


AL(4m4n) 
1 2nHU(4n) 


v(A) = ,4 EF, (1.3.1) 
则 z 为 (9, 大) 上 的 一 概率 测度 ， 此 外 有 v(4) = 0 怠 p(4) =0, 并 
且 对 任何 4e 大 有 

= 2°"v(AN An) (An). (1.3.2) 


证 只 需 证 (1.3.2) 式 , 其 余 结论 显然 . 在 (1.3.1) 式 中 令 AN 4 
代替 4, 得 


/ H(A NN Am) 
由 此 立 得 (1.3.2) 式 . 
习 题 


1.3.1 设 上 为 半 环 C 上 的 一 有 限 可 加 非 负 函数 ， 则 / 有 单调 性 及 可 减 
性 . 此外, 设 An EC,n>1,4AEC, 且 站, 4m Ch, 则 有 > 4(4n) < 
4(A). 
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1.3.2 设 (7 <) 为 一 定向 集 ，(ji,i e 7 了 为 o 代数 大 上 的 一 族 测度 ， 
满足 i<j 坟 pi < pj. 令 


H(A)=suppi(A), AET, 
则 为 下 上 的 测度 . 


1.3.3 设 (Q, 丰 ,4) 为 一 测度 空间 ， HAD) < oo,C 为 生成 的 一 个 代 
数 ， 则 对 任何 4 € 大 , 我 们 有 


H(4) = sup{1(B)|B ECs,BC A inf{u(B)|IB €Co,B DO A}. 


(提示 : 令 9 表示 下 中 使 上 式 成 立 的 集 4 全 体 ， 证 明 9 为 单调 类 ， 再 利用 
单调 类 定理 . ) 

1.3.4 设 (Q, 大 ,mw) 为 一 有 限 测 度 空间 ， 5 为 生成 三 的 一 个 代数 .车 
4E 和 大 则 Yves >0, 存 在 已 ecC, 使 得 4(4AE) < e. (提示 : 利用 习题 1.3.3.) 


1.4 外 测度 与 测度 的 扩张 


本 节 研 究 如 何 把 一 半 环 5C 上 的 一 o 可 加 非 负 集 函 数 扩张 成 为 
o 代数 o(C) 上 的 测度 ， 通 常 采用 的 方法 是 外 测度 方法 . 

1.4.1 定义 令 A(Q) 表示 9 的 所 有 子 集 (包括 空 集 ) 所 构成 
的 集 类 ， 设 4 为 4(9) 上 的 一 非 负 集 函 数 (约定 p(0) = 0). 如 果皮 
有 单调 性 并 满足 如 下 的 次 e 可 加 性 : 


4 CN,n>1 全 人 (4。) < D4(An), 


则 称 & 为 上 的 一 外 测度 . 
下 一 定理 是 测度 扩张 的 基础 . 
1.4.2 定理 设 4 为 人 上 的 一 外 测度 令 


MU ={4CcQRIYDCO 有 HAD)=A4nD)+A4cnmnD)} (1.4.1) 


Ne 光 


则 2 为 Q 上 的 一 o 代数 ， 且 限于 为 一 测度 ， 我 们 称 2 中 的 
元 素 为 py 可 测 集 . 
证 首先 注意 : 为 要 4A EU, 当 且 仅 当 YD cm， 


AD) > un(AND)+p(A° ND). (1.4.2) 
设 4, Be WU, 则 由 (1.4.1) 式 及 4 的 次 可 加 性 知 ， YD cm， 
4(D)=p(AND)+ uA ND) 
=u(AND)+1(BNA ND)+ (BN AD) 
>u(AUB)ND)+u((AUB): ND). 
这 表明 4UB EU. 此 外 ,由 (1.4.1) 式 知 ，AeU 志 Ac eU, 故 UU 
为 一 代数 . 
下 面 证 明 Ud 为 o 代数 ， 且 / 限于 2 为 一 测度 ， 为 此 ， 设 
An EU,n>1, 且 AnN Am = On m, 则 对 任何 Dc 9, 我们 有 
(注意 Ai 站 4A¢_j Nn.…n A9 = Ax) 


AD) = x(A1ND)+ nAL ND) 
=p(A1ND)+p(A2 ND)+u(AS NA ND)=... 


=2.U4knD)+A(》 Ar): ND) 
k=1 k= 
> > An4enD)+A(》 ,Ai): ND). 
k=1 k=1 
在 上 式 中 令 n 一 co, 并 由 4 的 次 o 可 加 性 立 得 


pAD) > D(As nD) + (TL As) nD) 
k=1 k=1 


> (DA) ND) + (Ai):n DD). 
k=1 


k=1 
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这 表明 于 江 ,4k EU. 此 外 ， 在 上 式 中 令 卫 = 盖 水 得 


HD Ar) = > HA(4h)， 
k=1 k=1 


因此 ， 2 为 一 o 代数 ， 且 人 限于 2 为 一 测度 .证 毕 . 

下 一 命题 的 证 明 是 不 足 道 的 ， 故 从 略 . 

1.4.3 命题 设 5C 为 上 一 集 类 ， 且 0 ec. 又 设 / 为 C 上 的 
一 半 ca 可 加 非 负 集 函 数 ， 且 A( 轨 = 0. 令 


Oo 


1 (A) =inf{ > w(4n) 


n=1 


An EC,AC U 4 4CQ (1.4.3) 
n=1 


(这 里 及 今后 ,约定 inf0 = +co), 则 pr* 为 8 上 的 外 测度 ， 且 jp* 限 
于 C 与 4 一致， 我 们 称 y* 为 由 4 引出 的 外 测度 . 
1.4.4 命题 设 44 为 半 环 C 上 的 一 非 负 集 函数 (约定 (9) = 0). 
则 为 要 4 是 o 可 加 的 ， 必 须 且 只 需 y 为 有 限 可 加 且 半 o 可 加 的 . 
证 ”必要 性 设 4 为 o 可 加 ， 显 然 y 为 有 限 可 加 . 令 4e 
C, An EC, n>1, 昌 ACU,An, 往 证 (4) < ?14(4n). 令 


Bi = Ai1,B,= A,A?...Ac_1,n>2, 


则 由 半 环 的 定义 知 Bn& Czy( 记 号 见 1.1.6), 且 有 UU, hn = > Bn 
从 而 A4= DnBn NA). 由 于 Bn .NA € C57, 故 存在 Cn,m E C， < 
m < 上 k(n), 使 得 


由 4 的 可 加 性 推 知 


es 


但 由 于 An, > DD CiniAn \ Dm Cn,m 二 4n 门 ( 门 。 Cerim) € C5, 
故 由 4 的 有 限 可 加 性 易 知 


k(n) 
H(An) > > A(Cn,m). 
m=1 
因此 有 kx(4) < ;14(4n), 此 即 p 的 半 o 可 加 性 . 
充分 性 现 设 上 有 限 可 加 且 半 o 可 加 . 设 4 € cm > 了 
2_n An = A EC, 我 们 要 证 (4) = ,H(An). 由 于 对 一 切 大 > 1， 
A\ 5*_1 An € Czy, 故 由 4 的 有 限 可 加 性 知 p(4) > 于 AN(4n)， 
但 & 是 任意 的 ， 鼓 AM4) > ms_14(hn). 再 由 4 的 半 o 可 加 性 知 
4(4) = a-1k(4n). 证 毕 . 
下 一 引 理 给 出 了 心 可 测 集 的 一 个 刻画 . 
1.4.5 引 理 设 C 为 0 上 的 一 集 类 ， 且 $9eC. 又 设 4 为 C 上 
的 一 半 c 可 加 非 负 和 集 函 数 ， 且 1(0) = 0, py* 为 jp 引出 的 外 测度 . 
则 为 要 4 为 jy* 可 测 集 ， 必 须 且 只 需 对 一 切 Ce C, 有 


HA(C) > (Cna4)+AM(Cn 4c) (或 者 等 价 地 ， 等 号 成 立 )，(1.4.4) 


证 只 需 证 充分 性 . 设 4 C Q, 且 对 一 切 Ce C, (1.4.4) 式 成 
立 , 任 取 DCAQ. 车 1*(D) = co, 显然 (1.4.2) 式 成 立 (p* 代 赤 入. 
若 必 (D) < co, 则 由 py* 的 定义 对 任 给 > 0, 可 取 An EC,n>1, 
使 得 U。 4 > D, 且 1*(D) > >-1K(4n) 一 e. 于 是 由 (1.4.4) 式 及 
心 的 次 可 加 性 有 


AD)> NA NA +An NA)| -< 


> we (( (4;) n4) + 人 UU4) nN4°) —é 


>u(DNA)+H (DNA:)—e. 
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由 于 。 >0 是 任意 的 ， 故 有 (1.4.2) 式 成 立 (以 心 代替 内 , 这 表明 
4 为 u* 可 测 集 ， 证 毕 . 

下 一 引 理 是 应 用 单调 类 定理 的 一 个 典型 例子 ， 我 们 在 讨论 测 
度 扩张 的 唯一 性 时 将 用 到 它 ， - 

1.4.6 引 理 设 C 为 QO 上 的 一 "类 ，j 及 jz 为 o(C) 上 的 
两 个 有 限 测度 若 人 EC, 且 ji 与 J2 限于 CC 一致 则 ji 与 jw2 在 
o(C) 上 一 致 . 

证 令 9={4€o(C)|p1(4) = pz2(4)}, 则 由 定理 1.3.3 知 9 
为 和 类. 但 依 假定 ， 有 9 2 C, 故 由 单调 类 定理 知 9 2 o(C), 从 而 
9 = o(C). 证 毕 . 

下 一 定理 称 为 Carathéodory 测度 扩张 定理 . 

1.4.7 定理 设 C 为 上 的 一 半 环 ，k 为 C 上 的 一 o 可 加 非 
负 集 函数 ， 则 4 可 以 扩张 成 为 o(C) 上 的 一 测度 ， 若 进一步 在 C 
上 为 o 有 限 ， 且 9 e Co, 则 这 一 扩张 是 唯一 的 ， 并 且 扩 张 所 得 的 
测度 在 c(C) 上 也 是 c 有 限 的 . 

证 ”由 命题 1.4.4,4 在 C 上 有 半 c 可 加 性 . 令 y* 为 4 按 
(1.4.3) 式 引 出 的 外 测度 ， 令 2 为 u* 可 测 集 全 体 . 现 设 4 < C， 
往 证 A e U， 对 任何 C € C, 我 位 有 Cn 4° = 沁 ”_1 B;, 其 中 
Bi1,.…, Bn EC, BiN B;=0,iz#j, 于 是 有 


(CNA®) < Yu(Bi). 
i=1 
但 我 们 有 C = (Cn 4)U 3;_1Bi, 故 由 4 的 有 限 可 加 性 得 


KH(C) = uC NA) + Yn(Bi) 
i=1 
HCNA)+H CCNA), 
由 引 理 1.4.5 便 知 4 e U. 最 终 我 们 有 o(C) CU. 令 扩 为 yr* 在 o(C) 
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= 


上 的 限制 ， 则 疡 为 co(C) 上 的 测度 ， 显然 六 与 4 在 C 上 一 致 即 产 
为 4 到 o(C) 上 的 扩张 . 

现 假 定 4 在 C 上 o 有限 ， 且 9 e Co. 由 于 C 是 半 环 ， 不 难 证 
明 存 在 9 的 一 个 可 数 划 分 (4), 使 得 A% € C,A(4n) < 0o0,n>1， 
且 人 =>iihn. 设 pj 与 12 为 4 到 o(C) 上 的 两 个 测度 扩张 则 
由 于 AnnC 为 7+ 类 , 且 4nncCccC, 故 由 引 理 1.4.6 知 ji 与 12 
在 AnNnoa(C) 上 一 致 ， 从 而 请 与 wa 在 c(C) 上 一 致 . 

1.4.8 定理 。 设 (0, 下 ,y) 为 一 测度 空间 ， NW 为 Q 上 的 一 
集 类 . 假定 NV 满足 如 下 条 件 : (1) 4eENBcCA 志 Bew; 
(2)No =N; (3) 4ENWNn 大 全 An4) =0. 令 


太 ={4cQl3Be 和 使 4ABEAW}， 


F4) =HAB) BEeF,AAB EN, AeF, 


则 天 为 o 代数 ， 五 为 天 上 的 测度 . 

证 我 们 只 证 元 在 和 大 上 的 定义 是 唯一 确定 的 ， 其 余 结 论 容易 
证 明 . 为 此 ， 设 4e 歼 ,Bi, Bs € ,使 得 AAB1 e N,4AFy EN. 
由 于 


(BIAB,) NA°cCc (Bi U B,) NA°c (AAB!1) U (AAB,), 
(BIABa) N AC (BIU BS) NAC (AABi) U (AAB,), 


故 有 (Bi1AB2) e N. 但 (B1ABs) e ,于 是 uw(B1ABs) = 0, 从 而 
有 4(B1) = p(Bo). 
1.4.9 定义 ” 设 (9 ,大 J) 为 一 测度 空间 ， 令 


N={NCQ|3A4eF,n(4)=0, 使 4 DN}, 


则 W 满足 定理 1.4.8 的 条 件 ， 于 是 (9, 了,) 为 一 测度 空间 ， 它 是 
包含 (9, 大 ,mw) 的 最 小 完备 测度 空间 ， 我 们 称 (9 ,大 ,网 为 (9, 大 ,由 
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的 完备 化 , 称 示 为 和 丰 的 A 完 备 化 . 此 外 ， 我 们 有 
fF={AUN|AeF,NEeN); 


(AUN)=1(4), AeF,NEN. 
习 题 
1.4.1 (测度 的 限制 )” 设 (Q, 大, 站) 为 一 有 限 测度 空间 ， Qo C 0, 且 
(90)=p(9). 则 YA EE 天 有 WW(4NM9o)==p(4), 并且 yr* 限于 ?om 大 


为 一 测度 . 称 y* 为 由 到 (0o, ?om 大 ) 上 的 限制 . 
1.4.2 设 (9, 并 ,六 为 一 有 限 测度 空间 ， Qo C 9. 令 太 = QoNn 基 ， 


v(A)= inf{u(G)|G EF,GNQNo = A}, AE Ro, 
则 上 为 (9o 万) 上 一 测度 令 
L(B)=rv(BNMNo), VB EF, 


则 户 为 (9, 大) 上 一 测度 ,上 且 名 <. 
1.4.3” 设 (9, 下, 4) 为 一 测度 空间 ， {An,n > 1} 为 大 中 的 极限 存在 
的 序列 . 车 pA1) < co, 则 lim p(An) = p( lm An). 
1.4.4 设 (0, 并， 4) 为 一 测度 空间 . 令 
(A) = inf{u(B)| BI A, BEF}, AcQ, 
则 pr* 为 上 的 外 测度 . 令 2 为 py* 可 测 集 全 体 ， 则 (Q,U, py*) 为 完备 测度 
空间 .车 (9, 入 ,m) 为 一 c 有 限 测度 空间 ， 则 U 为 天 的 完备 化 . 
1.4.5 ” 设 (Q, 开 ,4) 为 一 完备 测度 空间 ，N = {4E In(4) = 0}. 
设 9 为 三 的 子 o 代数 令 
9= {4cQ|3Be9, 使 4AAB ewWN), 
H(A) = 1(B), BE9,AAB EN, Aed, 


则 9 =o(9UN), 且 庆 为 9 上 的 测度 . 
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1.5 欧 氏 空间 中 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 


本 节 将 利用 上 节 的 结果 来 建立 R"” 上 的 Lebesgue-Stieltjes 测 
度 . 为 此 ， 我 们 先 引 进 若干 记号 . 

设 4= (at an) 与 = (全 加) 为 及 "中 的 两 个 点 . 若 对 
一 切 1 有 ww < bi (相应 地 ，ai < 6), 则 记 为 <5( 相 应 地 ，a < 5b). 
设 a < 2b, 我 们 令 


C={(a,b] la <b, a,be R"), 
p((a,0]) = [oo ~ oi). 
5 
1.5.1 引 理 C 为 及" 上 的 半 环 ,， 上 且 44 为 C 上 的 o 可 加 非 负 集 
证 C 显然 为 半 环 .由 归纳 法 易 证 4 在 C 上 是 有 限 可 加 的 ( 直 


观 上 看 ， 体 积 具有 有 限 可 加 性 ). 为 证 4 在 C 上 为 o 可 加 的 ， 只 需 
证 py 为 半 o 可 加 的 (命题 1.4.4). 为 此 ， 设 


了 = (a,b], 五 = (ca 人 0]， 
其 中 a < ba 四 <5), 且 TC Ui 对 任 给 。>0, 存在 瑟 50,o < 
5 <b 及 Bt > 60,i> 1 使 得 
人 (区 ol) 之 nH((a, 0]) —€ 
u((a®), 6]) < pa ,60 + 2-ie, 1 = 1,2,.... 
由 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 自然 数 N > 1, 使 得 [a9 c UNi(aG 5)， 
从 而 有 [6, 昌 CUXi(a 中 5], 故 有 


六 
A(@b) ~ < Awd) < Dn((a®), 8") 


i=1 


< Sp((ald, 0) + e. 
i=1 
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令 e40 得 jy( 了 < 321 4(E),4 的 半 o 可 加 性 得 证 ， 证 毕 . 

令 8B(R") 为 R" 上 的 Borelo 代数 易 知 ，o(C) = B(R"). 于 
是 由 测度 扩张 定理 立 得 如 下 的 定理 . 

1.5.2 定理 / 可 以 唯一 地 扩张 成 为 8(R") 上 的 oc 有限 测 度 
( 称 之 为 Lebesgue 测度 ). 

令 B(R") 为 B(R") 的 4 完备 化 , 称 B(R") 中 元 为 Lebesgue 
可 测 集 , 而 8(R”) 中 的 元 称 为 Borel 可 测 集 . 

1.5.3 定义 设 刁 为 及 "上 的 一 右 连续 实 值 函数 , 对 a,b € R?， 
a<b 令 

A 


n Qn nlQn—l bi,a1™ ， 


其 中 
Ar),,G(z) Ss G(z1, 从 ,Ti1, bi, Tit1, 让 ,Tn) 


一 G(zl ,Ti1) Qi Titl) ,Tn). 


如 果 对 一 切 a < 6b, 有 Ataf > 0, 称 下 为 增 函 数 . 

设 风 为 B(R") 上 一 oo 有限 测 度 . 称 4 为 Lebesgue-Stieltjes 
测度 (简称 为 L-S 测度 ), 如 果 对 任何 Ce C, 有 jp(C) < ce( 即 /在 
C 上 有 限 ). 下 一 定理 表明 BR?" 上 的 L-S 测度 与 R* 上 的 右 连续 
增 函 数 之 间 有 某 种 对 应 关系 . 

1.5.4 定理 设 下 为 及 ”上 的 一 右 连续 增 函 数 ， 令 


Lr(0) = 0, pr((a,b]) =Aoo a <b, a,b ER", 


则 yr 可 以 唯一 地 扩张 成 为 及 ”上 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 反 
之 ， 设 /为 及 " 上 的 一 L-$ 测度 ， 则 存在 R” 上 的 一 右 连 续 增 函 
数 FF( 但 不 唯一 ), 使 得 /为 KF 从 C 到 B(R") 上 的 唯一 扩张 . 

证 设 卫 为 右 连续 增 函 数 . 与 引 理 1.5.1 类 似 可 证 ， jr 为 
C 上 的 一 o 可 加 集 函 数 ， 从 而 可 以 唯一 地 扩张 成 为 8(R") 上 的 测 
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度 ， 定 理 后 半 部 分 证 明 比 较 复杂 ， 我 们 就 省 略 了 (如 果 / 比较 特 
殊 ， 满 足 ML(-oo,z]) < co, yz < R", 则 令 F(z) = jp(( 一 00,2]) 即 得 
所 要 的 增 函 数 ， 这 至 少 对 概率 论 来 说 是 够 用 了 ). 


习 题 


1.5.1 设 儿 为 B(R") 上 一 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 大 和 9 分 别 为 
R” 的 紧 子 集 和 开 子 集 全 体 ， 则 有 


HA(B) = sup{u(R)|IK CB,K ek} 
= inf{y(G)|BCG,G eg}, BeB(X). 


1.6 测度 的 逼近 


设 (Q, 开 ,pp) 为 一 测度 空间 ， 本 节 研 究 在 什么 条 件 下 ， 大 可 测 
集 的 测度 可 以 通过 三 的 一 子 类 C 中 的 元 素 的 测度 来 逼近 .我 们 将 
在 第 5 章 研 究 拓 扑 空 间 上 测度 的 正则 性 时 用 到 这 一 结果 ， 
1.6.1 引 理 设 (9, 开 ,pp) 为 一 测度 空间 ，C 为 入 的 一 子 类 . 
令 
HNH={AeEF|p(A)= suplu(B)|IB ECs,BC A}, 


则 ZK Cs, 且 ZX 有 如 下 性 质 : 

(1) An EH, n>1,An1A4=SAeEHN:; 

(2) An,. EH, 14(An) <%,n>1= 4, EN. 
特别 ， 若 为 有 限 测度 ， 则 ZL 为 单调 类 ， 且 对 可 列 交 封闭 . 

证 (DD) 设 AneEH,n>1,Anth. 着 4(4)= o0, 则 jp(4n)1 
co, 于 是 易 从 XH 的 定义 知 4 E KH. 现 设 KM4) < oo. 对 任 给 。 > 0， 
先 取 no, 使 得 J(Amo) > p(4) - 3. 再 取 B e Cs,B C An。, 使 得 
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i it 


1(B) > phno) - 5. 则 有 BC 4 且 p(B) > M4) - e 这 表明 
Ae. 

(2) 设 4。e Xp(An) < oo0,n > 1. 对 每 个 n>1, 令 BnE 
Ci, BC An, 使 得 MB) > pj(hAn) 一 2 "ce 令 B= NBn, 则 


BeCs,BCcC 门 4n, 且 有 

A 人 4) -4(B)=4 ( 们 4 \( B®) ) < (Ua \ Bn)) 

< Zr An) 一 ACBn)] <e， 

这 表明 门 。 4 < XH. 

1.6.2 引 理 设 (9,,n) 为 一 有 限 测度 空间 ， 卫 为 大 的 一 子 
类 . 令 

= {4 Ee F|n(A)=inf{u(B)|B ED,,BD 4}}， 

则 9 2 D6,9 为 单调 类 ， 且 对 可 列 并 封闭 . 
4eE9 心 4e 了 . 故 由 引 理 1.6.1 立 得 本 引 理 结论 . 

下 一 定理 是 测度 到 近 定 理 ， 它 的 证 明 依 束 于 推广 了 的 单调 类 
定理 (定理 1.2.5). 


1.6.3 定理 设 (Q, 开 ,) 为 一 测度 空间 ， 5 为 三 的 子 类 ， 上 且 
o(C) = 开 . 此 外 设 C 满足 如 下 条 件 : 


A,BEeCc—>AUBEC; AECS A EE (Cs)o. 
车 4eF, 且 4 在 4 上 为 oc 有限 ， 则 有 
1(A) = sup{n(B)|B Cc A, BecCs}. (1.6.1) 
证 首先 假定 x(4) < co, 令 
v(B)=1(ANB), BE, 


.25. 


一 
-ee 


则 z 为 (9, 天) 上 的 有 限 测 度 ， 令 
H=1{CeFIv(C) = sup{y(B)|B c OC, Be cod}), 

由 引 理 1.6.1 知 ， XH 为 单调 类 ， 且 XK 2 Cs. 由 C 满足 的 条 件 推 得 
A, BeCs=> AUBECs; AeCs = A°e (Cs). 
于 是 由 定理 1.2.5 知 和 KD m(Cs) = o(Cs) = 大 ,特别 有 Ae 大 即 有 
v(A) = sup{v(B)|B < A, BecCcs), 

此 即 (1.6.1) 式 . 

现 设 jy(4) = oc. 令 4 E ,J(hn) < oo0,n > 1, 使 得 4A, 十 4 
则 由 上 所 证 ， 我 们 有 
sup{u(B)|B CA,BEeCs} > sup{u(B)|B Cc An,BEe Cs} = yp(An). 
但 lim jy(4%) = co, 故 (1.6.1) 式 成 立 ， 定理 证 毕 . 

作为 定理 的 推论 ， 我 们 有 如 下 命题 ， 它 推广 了 习题 1.3.8. 


1.6.4 命题 在 定理 1.6.3 条 件 下 ， 假 定 / 为 有 限 测度 ， 则 对 


H(A)=sup{1(B)|BC A,BEeCs}=inf{u(C)|C oA,Ce D,}, 
其 中 DP= 1{C°|C ec}. 
习 题 
1.6.1 设 闵 为 一 距离 空间 ， B(X) 为 Borel o- 代数 ， 大 和 9 分 别 
为 六 的 闭 子 集 和 开 子 集 全体 ， 1 为 (X,B(X)) 上 的 o- 有 限 测度 ， 则 有 
H(B)= sup{u(F)|F CB,F ef} 
= inf{u(G)|B CG,G eo}, BeB(xX). 
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第 2 章 可 测 映射 
2.1 定义 及 基本 性 质 


2.1.1 定义 设 (Q, 太 ) 及 (B,E) 为 两 个 可 测 空间 ，f 为 Qf 到 
中 的 映射 ( 简 记 为 f :9 一 》B). 如 果 对 一 切 4e E, 有 f-1(4)€ 丰 ， 
则 称 f 为 大 可 测 映 射 . 

今后 ,我 们 用 f-!(E) 表示 集 类 {f-!(4)|4 e E}. 于 是 ，f 为 
三 可 测 映射 会 广 1(E) C 大. 

2.1.2 定义 ” 设 R 为 实数 域 ，R = RU 1{-o0,co}. 我 们 分 别 
用 B(R) 及 B( 玉 ) 表示 及 及 瓦 上 的 Borelo 代数 ， 令 (Q,) 为 一 
可 测 空间 ， /为 Q 到 瓦 中 的 映射 ,如果 广 !(B( 瓦 ) c 丰 , 称 /为 
Borel 可 测 函 数 , 简称 可 测 函 数 ， 若 进一步 f 只 取 实 值 ， 则 称 f 为 
实 值 可 测 函 数 . 设 C 为 复数 域 ，f : 9 一 > 0 称 为 复 值 可 测 函 数 ， 
是 指 它 的 实 部 和 虚 部 同时 为 实 值 可 测 函 数 . 

容易 看 出 ， f 为 (0, 大) 上 的 实 值 可 测 函 数 ， 当 且 仅 当 /为 
(9, 大 ) 到 (R, B(R)) 中 的 可 测 映射 . 

下 一 命题 给 出 了 可 测 映 射 的 一 个 有 用 刻画 . 

2.1.3 命题 设 (Q,) 及 (B,E) 为 两 个 可 测 空间 ， C 为 生 
成 c 代数 E 的 一 集 类 . 如果 f 为 9 到 已 中 的 一 个 映射 ， 使 得 
f-1(C) c , 则 广 为 可 测 映 射 . 

证 令 9={4cEIf-!(4)e 了 ), 则 9 为 上 的 一 o 代数 . 
由 假定 ， 8 2 C, 从 而 9 2 o(C) = 2, 这 表明 广 :(E) C 下, 即 f 为 
可 测 映射 . 

2.1.4 系 设 f 为 可 测 空 间 (Q, 大 ) 上 的 一 数值 函数 ( 即 取 值 于 


RR), 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) f 为 可 测 函 数 ; 

(2) va ER,[f <al€; 

(3) va ER,[f <al€; 

(4) Va eR,[f > al ef: 

(5) Va €E R,[f > al ef. 
这 里 及 今后 ， [f < a] 表示 集合 {wf(w) < a}. 

证 令 C1= {[-o00,a)|a eR}), 则 易 知 o(C1) = B( 互 ), 故 由 命 
题 2.1.3 知 (2) 信 (1). 类 似 可 证 (3) 令 (1). 此 外 ， 显 然 有 (2) 仿 (5) 及 
(3) 仿 (4). 证 毕 . 

由 于 可 测 函 数 可 取 +co 和 -co, 我 们 在 研究 可 测 函 数 的 算术 
运算 ( 即 加 、 减 、 乘 、 除 ) 时 ， 作 如 下 约定 : 

(1) ( 士 co) +z =Z 十 ( 士 oo) = z 一 (于 co) = 士 oo， |z| < co; 

(2) ( 士 co) 上 + ( 土 oo) = ( 士 oo) -- ( 干 co) = 士 co 

(3) z/ 十 ce = 0，|z| < co; 


土 co， 2 > 0， 
(4) zx: ( 士 oo) = (+00) :2 = 4 0， z=0, 


(5) 下 列 运算 被 认为 无 意义 ( 士 oo) - ( 土 co), ( 土 00) + ( 干 co)， 
士 co/ 士 co, 士 oo/ 干 co, z/0. 


2.1.5 命题 (9, 和 大 ) 上 实 值 ( 复 值 ) 可 测 函 数 全 体 构 成 实 域 ( 复 
域 ) I 向 量 空间 . 


证 只 需 考虑 实 值 可 测 函 数 情形 . 令 @ 表示 及 中 的 有 理 数 全 
体 . 设 f,9 为 实 值 可 测 函 数 ， 则 Ya es R, 有 


[f+g<aq= (J(<"rnNlg<a-n)), 
TED 


从 而 了 十 9 为 实 值 可 测 函 数 . 此 外 ， 对 任何 ae R, af 显然 为 实 值 
可 测 函 数 . 证 毕 . 


2.1.6 命题 设 f,g,{fn,n>1} 都 为 (0, 下 ) 上 的 可 测 函 数 . 
(1) fg 为 可 测 函 数 ; 

(2) 若 f 十 g 处 处 有 意义 ， 则 f 十 9 为 可 测 函 数 ; 

(3) 若 f/g 处 处 有 意义 ， 则 f/g 为 可 测 函 数 ; 

(4) inf fn, sup fn, liminf fn 及 limsup fn 均 为 可 测 函 数 ; 

(5) [= 外 及 [<9] 为 可 测 集 . 

证 (1) 首先 假定 及 g 非 负 ， 则 Yae R,a>0 有 


Ug<q=Hf=oug=ou( Ut <rng< $e), 
rEQ + 


故 fg 为 可 测 函 数 ， 对 一 般 的 可 测 函 数 上 及 g, 令 
ft=fv0, f=(-f)vo, 
显然 f+ 及 广 为 可 测 函 数 . 于 是 fg 的 可 测 性 由 下 式 及 (2) 推 得 
fg= (ft-f)(gt ~-g)= (ftgt +frg )- (fig 十 三 g)， 
(2) 由 命题 2.1.5 的 证 明 看 出 。 
(3) 设 |g| > 0 处 处 成 立 ， 则 易 知 9 : 为 可 测 函 数 . 若 f/g 处 


处 有 意义 ， 则 f/g = fg-1, 故 f/g 为 可 测 函 数 . 
(4) va e R, 我 们 有 fs 


linf f% < a] = Ub < 由 [sup fn < a] ={ Nfn < al, 


n 


故 由 (1) 和 (3) 推 得 (4. 
(5) 令 fn 一 (f An) V (—n), gm 一 (9 入 mm) V (—n), 则 


Boe a : [f < g] = (fn < gnl. 


nn n 
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由 于 [fn = gn] = [fn — gn = 0], [fn < gn] = [fi -gn < 0], 从 而 
[f =g] 及 [f < g] 为 可 测 集 . 
下 面 我 们 研究 可 测 函 数 的 构造 . 
2.1.7 定义 设 4CQm, 令 
1, wE A, 
De 人 0， wh, 
称 I4 为 集 4 的 示 性 函数 . 设 f 为 Q 上 的 一 实 函 数 ， 若 f 只 取 有 
限 多 个 值 ， 称 f 为 简单 函数 . 
设 f 为 一 简单 函数 ,其 值 域 为 {a1,…,an}. 令 4= 太 1(fai)， 
i 三 ,nm, 则 了 = ?ai14;. 若 (9, 下 ) 为 可 测 空间 ， 则 了 为 天 
可 测 ， 当 且 仅 当 每 个 4; 为 三 可 测 集 . 
2.1.8 定理 设 (Q, 开 ) 为 一 可 测 空间 ， f 为 一 可 测 函 数 . 
(1) 存在 一 简单 可 测 函 数 序列 (f%,n > 1), 使 得 对 一 切 n > 1， 
有 |fn| <Ifh 有 lim fn =f. 
(2) 车 f 非 负 ， 则 存在 非 负 简单 可 测 函 数 的 增 序列 (f,), 使 得 
we 
证 将 f 表 为 f+ 一 f-, 易 知 (1) 是 (2) 的 推论 ， 往 证 (2). 对 
n>1, 令 


n2"—1 k 
= 2 鞠 4 基 <j< 名] + 211f>n]， 
k=0 


则 为 非 负 简单 可 测 函 数 ， 且 ff. 

下 一 定理 是 上 一 定理 的 简单 推论 ， 今 后 常 被 引用 . 

2.1.9 定理 设 (9, 和 大 ) 为 一 可 测 空间 ， C 为 生成 和 的 一 个 代 
数 . 令 ZL 为 9 上 的 一 族 非 负 实 值 函数 ， 如 果 它 满足 下 列 条 件 ; 

(1) f,g EH,a,8B>0=> af+BgeH; 

(2) fe€ KH,n > 1,fntf 且 f 有 限 (相应 地 ， 有 界 ) 或 万 上 
f>f en; 
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(3) vA eCc, Ta€WH, 

则 允 包 含 2 上 的 所 有 非 负 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 天 可 测 函 数 . 

证 令 本 = {4e€E|I4 € XK), 则 由 (3) 知 矿 2C, 且 由 (2) 知 
本 为 单调 类 ， 故 由 单调 类 定理 知 厂 = 下. 于 是 由 (1) 、 (2) 及 定理 
2.1.8 推 得 定理 的 结论 . 

2.1.10 定义 设 (已 ,2) 为 一 可 测 空 间 ， 姑 为 09 到 中 的 一 
族 映 射 . 令 

tl ) "ey 
fe 
则 二 为 使 区 中 所 有 元 素 为 可 测 的 最 小 o 代数 ， 我们 称 三 为 函数 
族 光 在 Qf 上 生成 的 c 代数. 特别 ， 若 (2,E) = (R,B5(R)), 我 们 常 
用 of{f, f & XH} 表示 这 一 o 代数 大 . 

下 一 定理 给 出 了 o(f) 可 测 函 数 的 一 个 刻画 . 

2.1.11 定理 ” 设 了 为 9 到 一 可 测 空间 (B,E) 中 的 映射 ， 
o(f) 为 了 在 9 上 生成 的 ac 代数 ( 即 o(f) = 广 :(2)) 则 为 要 9 
上 的 一 数值 函数 2 为 o(f) 可 测 ， 必 须 且 只 需 存 在 上 的 一 £ 
可 测 函 数 h, 使 得 p = ho f( 这 里 hof 表示 与 f 的 复合 ， 即 
hof(w) =h(f(w)),w € 0). 如 果 % 为 实 值 (相应 地 ， 有 界 )o(f) 可 
测 ， 则 h 可 取 为 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 . 

证 充分 性 显然 (见习 题 2.1.2). 下 证 必要 性 . 设 4e o(f), 则 
存在 Be E, 使 4= f-1(B), 即 有 IT4 = Isof, 于 是 对 任 一 (用 
可 测 简单 函数 yp, 存在 BB 上 一 £ 可 测 函 数 h, 使 得 2 = hof. 现 设 
wp 为 一 o(f) 可 测 函 数 ， 由 定理 2.1.8, 存在 一 列 o(f) 可 测 简单 函数 
Pn, 使 iim pw = wp， 由 上 所 证 ， 存 在 一 列 瑟 上 可 测 实 值 函 数 
hw, 使 Pn = hnof. 令 h=limsuphs, 则 二 hof. 车 进一步 9 为 
实 值 (相应 地 ， 存 在 一 常数 <。 > 0, 使 得 |p| < o, 令 及 = hllnj<wo( 相 
应 地 ， 令 及 =ht 和 A 人 c 一 h- 入 c), 则 w= hiof. 定理 证 毕 . 
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习 题 


2.1.1 设 (EB,E) 为 一 可 测 空间 ， 5 为 生成 E 的 一 集 类 . 设 允 为 9 到 
已 中 的 一 族 映 射 ， 大 为 区 在 上 诱导 的 o 代数 ， 则 


F=o{fU 广 (9 
fe 

设 p 为 下 可 测 函 数 ， 则 存在 允 的 可 数 子 族 Ko = { 户 , 户 … 小 使 得 为 
To 可 测 ， 其 中 Fo 为 Ko 在 Q 上 诱导 的 o 代数 . 

2.1.2 设 (Q, 了 ),(B,E) 及 (G,9) 为 可 测 空间 ，f 为 8 到 马 中 的 开 
可 测 映射 ， 久 为 吾 到 G 中 的 6 可 测 映 射 . 令 p = 二 hof, 则 wp 为 RQ 到 G 
中 的 大 可 测 映射 . 

2.1.3 设 二 为 (Q2, 丰 ) 上 的 一 有 界 可 测 函数 ， 则 存在 简单 可 测 函 数 序 
列 (fn,n 之 1), 使 得 |fn| < |f|,n > 1, 且 fi 一致 收敛 于 了. 

2.1.4 设 (9 和 大) 为 一 可 测 空间 ，C = {41, 42,…} 为 9 的 一 个 可 数 
划分 ( 即 Ain 4i = 的 万 24 = 0). 令 T= of 大 uc 则 ， 

(D) T= {1(AiNBi)| Bi € TF,i>1)}; 

(2) 设 g 为 人 上 一 本 可 测 实 值 函 数 , 则 存在 一 列 下 可 测 实 函 数 (fn,n > 
1), 使 得 9 = Di fila;: 

2.1.5 设 吕 为 一 距离 空间 ，B(Q) 为 上 的 Borelo 代数 . 令 Co(9) 
表示 Q 上 有 界 连续 函数 全 体 ， 则 8(0) = o{f |f € Cc。(0)}. 

2.1.6 设 {fi,1<i< mj} 为 R 上 实 值 Borel 函数 ， 则 (及,…, fm) 
为 (R™,5(R™)) 到 自身 的 可 测 映射 (提示: 利用 命题 2.1.3.) 

2.1.7 了:Q 一 0 为 (oO, 和 大) 上 的 复 值 可 测 函 数 , 当 且 仅 当 f 为 (9, 万) 
到 (@,B(@)) 中 的 可 测 映 射 . 


2.2 单调 类 定理 (函数 形式 ) 


设 (9, 大) 为 一 可 测 空间 ， 有 时 我 们 只 知道 有 一 类 三 可 测 函 数 
满足 某 一 性 质 ， 而 希望 证 明 所 有 和 可 测 函 数 满足 该 性 质 ， 这 时 我 
们 就 要 用 到 函数 形式 的 单调 类 定理 . 
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下 一 定理 是 与 定理 1.2.2(2) 相应 的 函数 形式 . 

2.2.1 定理 设 C 为 上 的 一 7 类， 为 由 只 上 的 一 些 实 值 
函数 构成 的 线性 空间 ， 如 果 它 们 满足 下 列 条 件 : 

(1)1l1eX; 

(2) eH,n>10< 所 1f, 且 f 有 限 (相应 地 ， 有 界 ) 
>>f eHN; 

(3) vA eC, Ia €H, 


” 则 ZL 包含 8 上 的 所 有 o(C) 可 测 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 . 


证 令 下 = {4 CQ|Ia4€ 7X), 则 易 知 三 为 类 , 且 C Cc 大 .于 
是 由 定理 1.2.2(2) 知 o(C) < 大. 设 f 为 c(C) 可 测 实 值 (相应 地 ， 
有 界 ) 函数 ， 令 


727” 一 1 天 
gn 一 > m1[ 才 <1+< 结 :+ [f+] 
k=0 


则 gn e ,gn f+, 从 而 由 (2) 知 f+ € X, 同 理 广 人 KH, 故 
f= f+ 一 f- eX. 定理 证 毕 . 

下 面 我 们 着 手 推 广 定理 2.2.1. 为 此 ， 首 先 引 进 和 族 概念 ， 它 
是 集合 的 和 类 概念 在 函数 情形 下 的 类 似 物 . 

2.2.2 定义 设 姑 为 Qf 上 的 一 族 非 负 有 界 函 数 ， 称 Xt 为 禾 ， 
如 果 它 满足 下 列 条 件 : 

(1) 1E 37; 

(2) feH,aeER: af eHN; 

(3) f,g EH,f>g=> 1 -geEN; 

(4) fneNH,n>1,fn1tf, 且 ff 有 界 >f eX. 

设 C 为 Q 上 的 一 族 非 负 有 界 函 数 ， 我 们 用 ^(C) 表示 包含 C 
的 最 小 和 族 ， 并 称 ^(C) 为 由 C 生成 的 入 族 . 
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2.2.3 注 设 姑 为 族 ， 则 还 有 如 下 性 质 : 
f,geEHf1+geEN. 
事实 上 ， 设 C 为 一 常数 ， 使 得 f +g < C, 则 由 (3) 知 
f+g=C-[(C-/f)-gex. 


下 一 定理 是 与 定理 1.2.3(2) 相应 的 函数 形式 . 


2.2.4 定理 设 C 为 0 上 的 一 族 非 负 有 界 函 数 . 我 们 用 Lt (C) 


表示 非 负 有 界 o(f |f e C) 可 测 函数 全 体 ， 则 下 面 二 断言 等 价 : 
(1) A(C) = Cr (0); 
(2) f,g EC fgen(C). 
证 只 和 需 证 (2) 坟 (1). 设 (2) 成 立 ， 令 


91={f EA(C)| vg eC, fg € AC)), 
则 易 见 91 为 入 族 ， 且 91 2 C, 故 有 91 = A(C). 再 令 
9 ={feA(C)|ygsA(C), fg € A(C))}, 


则 92 为 和 族 ， 且 91 2 C( 因 有 91 = A(C)), 故 有 92 = A(C), 这 表明 
A(C) 对 乘积 运算 封闭 . 令 


={A4cCQ|Ia eAC)), 


则 和 丰 既 为 和 类 又 为 天 类,， 故 大 为 代数 . 往 证 A(C) 对 有 限 下 端 
运算 封闭 . 设 f,g €E 人 (C), 为 证 fAg e A(C), 不 妨 假定 f <1,g<1， 
于 是 有 |f 一 g| < 1, 且 有 


(f—g) :=f +9 —2f9eAC). 
我 们 将 用 到 如 下 事实 (请 读者 自行 证 明 ): 设 |z| < 1, 令 Po(z) = 0， 


Pri(x) = P,(7)+ (cz — P,(z)*), n>0, 
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则 Pi.(z) + lzl. 于 是 ， 由 于 
Pi(f -9)= 3(f -9) ec), 


故 由 归纳 法 知 Pa(f 一 g) E 人 (C),n > 1. 从 而 由 入 族 的 性 质 (4) 知 
|f 一 g| A(C). 最 终 我 们 有 


fAg=3(f+9-|f gen). 


现 设 / sc,a > 0 为 一 实数 则 由 上 所 证 ,fA1= 二 (fAa) e 
A(C), 故 1- (AD EeA(C), 从 而 有 


1— 和 A1)” 个 Jr<a < A(C). 


这 表明 [f < al e 下 . 因此 f 为 下 可 测 . 由 定义 1.1.10 知 o(f|f e 
Cc)cA. 
最 后 ， 设 fe Li(C), 令 
n2"”—1 天 


所 二 >， 元 1 生 <j< 双 十 rz， 
k=0 


则 由 于 Ti<j< 戌 !] < A(C), 故 户 < 和 人 (C),fn + fe A(C), 这 表明 
心 (C) Cc A(C) . 但 相反 的 包含 关系 恒 成 立 ， 故 有 LC#(C) = 人 (C). 定 
理 证 毕 . 

作为 推论 , 我 们 得 到 与 定理 1.2.2(2) 相应 的 函数 形式 的 单调 类 
定理 . 

2.2.5 定理 设 5 为 9 上 的 一 族 非 负 有 界 函数 ， 且 对 乘积 
运算 封闭 . 若 XL 为 一 和 族 ， 且 包含 C, 则 KX 包含 一 切 非 负 有 界 
o(f ly ec) 可 测 函 数 . 

下 面 我 们 将 给 出 其 他 形式 的 单调 类 定理 ， 它 们 是 定理 1.2.3(1) 
的 函数 形式 . 
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2.2.6 定义 设 戏 为 8 上 的 一 有 界 函 数 族 ， 称 XH 为 单调 族 ， 
如 果 它 对 一 致 有 界 单调 序列 极限 封闭 . 

设 C 为 0 上 的 一 有 界 函 数 族 . 我 们 用 M(C) 表示 包含 C 的 最 
小 单调 族 ， 用 Lb(C) 表示 有 界 o(f |f e C) 可 测 函 数 全 体 . 

2.2.7 定理 ” 设 C 为 9 上 的 一 有 界 函数 族 ， 则 下 列 二 条 件 等 
价 : 

(1) M(C) = £0(C); 

(2) 1€ M(C);f EC,a ER= af €e M(C); 


fgECfH+geEM(C), fAge€e MI(C). 
证 只 需 证 (2) 坟 (1D). 设 (2) 成 立 ， 令 
Hi={f € M(C)|vVa € R,af € M(C);vVg EC,f +9g,f Ag € M(C)} 
则 3 为 单调 族 ， 且 Ki 2 C, 故 Hi = M(C). 再 令 
= {fe MC Ngee MC),f +9 Ag e MO)), 
则 ?jz 为 单调 族 ， 且 ?ts 2 C( 因 为 Hi = M(C)), 故 ?ta = M(C). 由 


上 所 证 ， M(C) 为 一 线性 空间 ， 且 对 有 限 下 端 运算 封闭 (从 而 也 对 
有 限 上 端 运算 封闭 ). 此 外 ， 依 假定 1 se M(C). 令 


FF={4cCcQ|Ta € M(C)), 


则 大 为 2 上 的 一 a 代数 . 

往 证 C 中 的 每 个 元 为 天 可 测 . 设 feCaeR, 令 所 = 
n(f 一 qt 人 人 1, 则 fe€E M(C), 且 所 1 和 Iisa. 故 丰 >aql EM(C), 即 有 
[f > a] e . 这 表明 f 为 焉 可 测 ， 于 是 o(f|f eC)cA. 

最 后 ， 设 Fe Ct(C), 令 


n2"—1 k 


所 = 2 于 << 轴 1 2 
k=0 
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起 


由 于 M(C) 为 线性 空间 ， 故 fe M(C). 但 ff, 于 是 fe M(C)， 
这 表明 Cr (C) Cc M(C), 因此 有 L6(C) Cc M(C). 但 相反 的 包含 关系 
恒 成 立 ， 故 有 M(C) = Ls(C). 定理 证 毕 . 

作为 定理 的 一 个 有 用 的 推论 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

2.2.8 定理 设 允 为 9 上 的 一 有 界 函 数 的 单调 族 ，C 为 Z 的 
一 子 族 . 则 LD Co(C), 如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(1) Xt 为 线性 空间 ， 1 e XH, 且 C 对 乘积 运算 封闭 ; 

(2) 5 为 一 代数 ( 即 C 为 一 线性 空间 ， 且 对 乘积 运算 封闭 ), 且 
存在 C 中 某 个 一 致 有 界 的 单调 序列 ， 其 极限 为 1; 

(3) 5 为 一 线性 空间 ， C 对 有 限 下 端 运 算 封 闭 ， 且 存在 C 中 某 
个 一 致 有 界 的 单调 序列 ， 其 极限 为 1. 

证 设 (1) 成 立 . 令 D 为 由 1 和 C 生成 的 代数 ， 则 Dc 
从 而 M(D) Cc XH 易 证 M(D) 为 一 线性 空间 (见习 题 2.2.1)， 设 
f ED, 是 |f| < 1. 采用 定理 2.2.4 的 证 明 中 的 记号 , 令 f= P,(7)， 
则 所 € D, 且 0< 所 +|fl, 故 |f|le M(D). 于 是 对 一 般 的 f e D， 
亦 有 |fle M(D). 设 f,g € D, 则 有 


fAg=3(f +9-|f -9g) e MD). 


故 由 定理 2.2.7 知 £6(D) = M(D). 但 显然 有 Co(D) = Ls(C), 故 最 
终 有 Co(C) = M(D) cH. 

设 (2) 成 立 ， 则 1 € M(C), M(C) c KH, 且 M(C) 为 一 线性 空 
间 ， 余下 证 明 同 上 . 

设 (3) 成 立 ， 则 定理 2.2.7 中 的 条 件 (2) 成 立 ， 故 有 L6(C) = 
M(C) CH. 


习 题 
2.2.1 设 5 为 2 上 的 一 有 界 函 数 族 .车 C 为 线性 空间 ， 则 M(C) 亦 
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为 线性 空间 . 
2.2.2 设 C 为 Qf 上 的 一 非 负 有 界 函数 族 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 : 
(1) M(C) = Cr (CO); 
(2) f,g EC fAg EM(C);f eC,a€ER=af,a—-fAae MC). 
2.2.3 (定理 2.2.1 的 另 一 种 形式 ) 设 C 为 Qf 上 的 一 "+ 类， 为 上 
的 一 非 负 实 值 函 数 族 . 如果 下 列 条 件 被 满足 : 
(1)l1eéeXx; 
(2) feH,a€ER+af ENH;f,gENH,f>g1-g9EN; 
(3) fn EH,n>1,0< fntf, 且 了 有限 (相应 地 ， 有 界 ) 坟 f €X; 
(4) vA ec,Ia €X, 
则 六 包含 9 上 的 所 有 非 负 o(C) 可 测 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 . 


2.3 可 测 函 数 序列 的 几 种 收敛 


设 (9, ,pp) 为 一 测度 空间 ， 本 节 将 研究 (9, 大, 六) 上 实 值 可 测 
函数 序列 的 几 种 收敛 及 它们 之 间 的 关系 . 为 了 叙述 方便 , 我 们 将 采 
用 如 下 术语 ; 如 果 某 一 性 质 在 2 上 除了 一 零 测 度 集 外 成 立 ， 则 称 
它 儿 乎 处 处 成 立 ， 简 称 a.e. 成 立 . 

2.3.1 定义 ” 设 ( 记 )n>1,f 均 为 实 值 可 测 函 数 . 

(1) 如 果 存在 一 零 测 集 N, 使 得 vw Ee N° 有 lim fn(w) = f(w)， 
则 称 ( 户 ) 几 乎 处 处 收敛 于 /( 或 ae， 收 人 于 月, 记 为 lm 所 = 
a.es, 或 =f 

(2) 如 果 对 任 给 s > 0, 存在 We ,1(N) < e, 使 得 (所 ) 在 NN。 
上 一 致 收敛 于 户 则 称 ( 户 ) 几 乎 一 致 收 剑 于 f, 并 记 为 lm 所 一 
aun, 或 于 ff 

(3) 如 果 对 任 给 。 > 0, lim_ pl|f 一 用 > 可 ) = 0, 则 称 (fi) 依 测 
度 收 剑 于 记 , 并 记 为 所 各 f. 当 4 是 概率 测度 时 ， 称 (fn) 依 概率 收 
敛 于 f. 
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更 一 般 地 ， 对 一 定向 序列 (fs) 也 可 定义 上 述 几 种 收敛 概念 ， 
特别 ， 对 双 指 标 序列 (fnm) 可 定义 上 述 收敛 概念 . 

2.3.2 定义 设 (所 ) 为 一 列 实 值 可 测 函 数 . 如 果 (f 一 fin) ae. 
收敛 于 0( 当 n,m 一 co), 则 称 ( 户 ) 为 ae. 收敛 基本 列 . 类 似 可 以 
定义 其 他 各 类 收敛 的 基本 列 . 

2.3.3 注 ”由 定义 看 出 ， 上 述 各 类 收敛 的 极限 是 a.e. 唯一 确 
定 的 ， 例 如 : 设 记 二 f 所 g, 则 f=g,a.e.. 另 一 方面 设 
及 节 下 f=g,ae., 则 所 Sg 此外， 对 各 类 收 合 序列 (所), 若 
对 每 个 n, 用 一 与 所 a.e. 相等 的 实 值 可 测 函 数 gn 代替 f, 则 (9) 
亦 为 同类 收敛 序列 ， 其 极限 与 (所 ) 的 极限 a.e. 相等 . 

下 一 定理 给 出 了 上 述 几 种 收敛 的 刻画 . 

2.3.4 定理 设 ( 记 ) 及 f 均 为 实 值 可 测 函数 . 

(1) 所  f, 当 且 仅 当 Ye >0 有 


x( (Ulfi-f>a)=0. (2.3.1) 


n=1 i=n 


(2) 所 "全 f, 当 上 且 仅 当 ve >0 有 


Jim p( Jllfi -fl>a)=0. (2.3.2) 
(3) 所 马 f, 当 且 仅 当 对 (所) 的 任何 子 列 (fv), 存在 其 子 列 
(fm) 使 得 fn 3 f,(k 二 00). 
证 (1) 设 (on) 为 实数 列 ， a 为 一 实数 ， 则 要 使 o。 a, 必 
须 且 只 需 对 每 个 k > 1, 存在 自然 数 n(k), 使 得 当 i > n(k) 时 有 
lw -al < 去 因此 我 们 有 


{olf 37)}= NU NN -41< 


k=1n=1 1i=n 
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于 是 ， fn 一 f, 当 且 仅 当 


“(UN Us- f|> 划 ) = 0， 


k=1 n=1 i=n 


即 w >1 有 


Oo ”co 


zx 站 UIe-nzi=o 


n=1 t=n 

(1) 得 证 . | 
(2) 必要 性 . 设 记号 了 . 则 Vi>03FeF,n(F)<5, 使 i 
在 F* 上 一 致 收敛 于 f. 于 是 Ve > 0, 存在 N, 使 得 当 i> NN 时 ， 有 


|fi(w)— jw)| <e, werF.. 


| 


因此 ， Uwllfi 一 fe] C ,特别 有 


limsup p( [Jfi— fl2e]) < pF)<E. 
必要 性 得 证 . 
下 证 充分 性 . 设 对 任 给 e > 0 有 (2.3.2) 式 成 立 . 则 v5 > 0,vk > 
1,3n(k), 使 得 


a [fi—f|> 了) < 


J 


IC 


说 1 
UU lf- fl> 
则 p(F) < 5, 且 有 


= MN 


k=1 i=n(k) 
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这 表明 在 Fe 上 fi 一 致 收敛 于 f. 依 定义 ， 扩 于 . 
(3) 必要 性 . 设 fr 驴 f. 令 (fw) 为 ( 户 ) 的 一 子 列 ， 则 仍 有 
fw 驴 f. 由 依 测 度 收 敛 的 定义 ， 存 在 (fw) 的 子 列 (fn ), 使 得 
1 1 
As — fl 27) < a Vk>1. 


故 vm > 1, 我 们 有 


A( Ul -fz < 
k=m = 
因此 ， Ve > 0, 与 (fa) 相应 的 (2.3.2) 式 成 立 ， 从 而 fn 中 上 
下 证 充分 性 . 我们 用 反 证 法 . 假定 (f) 不 依 测度 /收敛 于 7， 


则 存在 某 个 s, 使 得 


lim sup yp ([|fn —f|> e]) >565>0. 


于 是 存在 (fn) 的 子 列 (fw), 使 得 对 一 切 mw 有 wp([|fw 一 f| > e]) > 5 
显然 (fw) 不 包含 几乎 一 致 收敛 的 子 列 ， 充 分 性 得 证 . 
2.3.5 定理 (1) 我 们 有 


I (2.3.3) 


(2) 若 h 为 有 限 测度 ， 则 有 ff 司 于 

(3) 设 fr 驴 f, 则 存在 子 列 (fi), 使 户 了 . 

证 (1) 直接 由 定理 2.3.4 或 定义 2.3.1 推出 . 

(2) 设 ff， 由 定理 2.3.4,Ye > 0, 有 (2.3.1) 式 成 立 ， 于 
是 由 有 限 测度 的 从 上 连续 性 (定理 1.3.4) 知 (2.3.2) 式 成 立 ， 故 有 
ff. 

(3) 由 定理 2.3.4(3) 及 上 述 (1) 推 得 . 

2.3.6 注 (1) 定理 2.3.5(2) 中 “一 ”部 分 通常 称 为 Bgoroff 定 
理 . 
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(2) 设 (Q,,p) 为 一 有 限 测度 空间 ， ff 为 实 值 可 测 函 数 . 
则 由 定理 2.3.4(3) 及 定理 2.3.5(2) 知 ， 为 要 户 入 f, 必须 且 只 需 对 
(f;) 的 任 一 子 列 (fw), 存在 其 子 列 (fw ), 使 fn 2 了. 

作为 定理 2.3.4(3) 的 一 个 应 用 ， 我 们 有 如 下 的 

2.3.7 定理 设 9 为 及 ”上 一 实 值 Borel 可 测 函 数 ，D 为 R™ 
的 一 子 集 ， 又 设 (中 )。>1 为 实 值 可 测 函 数 序列 ， /人 为 实 值 可 测 
函数 ，i = 1,…,m. 假定 j) 及 jG) 在 万 中 取 值 , 是 对 1<i<m， 
j0) 入 1G, 则 有 如 下 结论 ， 

(1) 设 g 在 D 上 一 致 连续 ， 则 


g(f), a , £4™)) g(f .1D,... , f(™); 


(2) 设 g 在 D 上 连续 ，4 为 有 限 测度 , 则 g(f00,…, 4") 己 
g(f 0 fm)). 

证 往 证 (1). 首先 ， 由 习题 2.1.6 及 2.1.2 知 g(f3)…, 的 "”) 
为 实 可 测 函 数 . 设 (mw/) 为 自然 数列 的 一 子 序列 , 由 定理 2.2.4(3), 并 
利用 对 角 线 法 则 ， 可 取 (mw/) 的 子 列 (mW), 使 得 对 每 个 iil <i<m,， 
有 /> 中 10) . 由 于 9 在 D 上 一 致 连续 ， 故 易 见 


gf Fe) 


因此 , 由 定理 2.3.4(3) 知 ，g(f3,… ,的 ) 驴 g(f9,… 0D) (1) 
得 证 . (2) 的 证 明 完全 类 似 . 
下 一 定理 是 数学 分 析 中 的 Bolzano-Weierstrass 定理 的 随机 版 
本 ( 见 Feollmer-Schied: Stochastic Finance, Walter de Gruyter, 2002). 
2.3.8 定理 设 (9, 开 ,p) 为 一 测度 空间 ， (fn)n>1 为 及 4 值 可 
测 函 数 序列 ， liminf |fa| < oo,p-a.e., 则 存在 一 Re 值 可 测 函 数 / 
和 整数 值 可 测 函 数 的 严格 增 序列 av + co, 使 得 


lim (wo) = fv), pae.w EN. 
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证 令 W = liminf|f|, 在 零 测 集 [W = col 上 ， 令 am ==m 
下 面具 在 W < co 上 考虑 问题 ， 令 o = 1, 归纳 定义 ag, 如 下 ， 


1 | 
o%, =inf {n> olllfsl- WI < —), m = 2,3,.…- 
m 
令 广 =liminf fo, ai = 1 归纳 定义 of 如 下 : 
m™m OO mm 
1 
oh =inf {| > ob 各 一 PE 下 m = 23)…， 
对 i= 2,…,d, 定义 = liminf 及 ;1, a4 = 1 归纳 定义 oi 如 下 : 
. . 4 
oa 和 = inf 人 > Qn fai —f'|< 二 上 m 一 23 


则 了 = (万 7 和 am := oak 分 别 为 要 找 的 Ra 值 可 测 函数 和 
整数 值 可 测 函 数 . 
习 题 

2.3.1 设 (fn) 为 一 实 值 可 测 函 数 序列 ， 则 为 要 ( 记 )a.e.( 相 应 地 ， 几 乎 
一 致 或 依 测度 /) 收敛 于 某 户 必须 且 只 需 (f) 为 相应 的 收敛 基本 列 . 

2.3.2 举例 说 明 ， 若 J(Q) = co, 则 4 几乎 处 处 收敛 的 序列 不 一 定 依 
测度 收敛 . 

2.3.3 设 户 乞 记 则 有 liminf f» < < f < limsupfn, a.e. 

2.3.4 设 44 为 有 限 测度 ， 则 

万 与 了 

I+ 人 二 | 于 而 

2.3.5 设 (9, 和 大) 为 一 可 测 空间 ， (所 ) 为 一 实 值 下 可 测 函 数 序列 ， 它 
处 处 收敛 于 某 实 值 函数 f, 则 f 也 为 大 可 测 . 

2.3.6 设 ;和 大) 为 一 可 测 空间 ， 4 C Q, 则 4 上 的 任 一 实 值 4 大 
可 测 函 数 可 以 延 拓 成 为 2 上 的 实 值 天 可 测 函 数 . 


户 务 j 太 全 
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第 3 章 积分 和 空间 I 
3.1 积分 的 基本 性 质 


在 本 节 给 定 一 测度 空间 (9, 大 由. 我 们 用 5+ 表示 Q 上 大 可 
测 非 负 简单 函数 全 体 , 用 C( 相 应 地 ，Z£) 表示 9 上 可 测 实 值 ( 相 
应 地 ， 数 值 ) 函数 全 体 . 令 王 表 示 天 关于 4 的 完备 化 ， 称 天 可 测 
函数 为 x 可 测 函 数 .C+ 及 C+ 则 分 别 表 示 C 及 中 的 非 负 函 数 全 
体 . 

显然 ,为 要 f 为 4 可 测 函 数 ， 必 须 且 只 需 存在 一 大 可 测 函 数 
9, 使 得 f = g, a.e.. | 

首先 ， 我 们 定义 非 负 简单 可 测 函 数 关 于 测度 / 的 积分 . 

3.1.1 定义 设 f= ;aiTa € S51, 其 中 oi € Rt,A;€. 
Es n 

| fan= Dein(t), 
2 i=1l 


易 证 /% fan 不 依赖 于 f 的 具体 表达 . 我们 称 ja fdp 为 关于 4 
的 积分 , 通常 ， 我 们 用 y(f) 简 记 Ja fdp. 

下 一 命题 列举 了 这 一 积分 的 基本 性 质 . 

3.1.2 命题 设 户 ,gn 访 9 都 是 S+ 中 的 元 素 ， 则 : 

(1) p(14) = p(A), VA € 7; 

(2) yp(af) = ap(f), Va E Rr; 

(3) p(f +9) = 4(f) + p(9); 

(4) f < g= 4(f) < p(9); 

(5) fay fu(f1) < oo p(n) 4 4p(F); 

(6) fn tf = pfn) t p(F); 


| 
| 
| 


(7 fnt,gnt, lm fn < lm gn ,lim pfn) < ,lim L(gn). 
证 (1)—(4) 显然 . 往 证 (5). 令 gm 一 fn ee f, 则 gn € S+， 
gn40, 有 pg1) < AN( 户 ) < co. 令 


B= sup{gi1(w2)| w € 0}, 
则 Ye > 0, 我 们 有 
0 < gn < Pllg,>a + ello<g,<d] < Pllg,>d + llgi>o]: 


由 (4) 得 
HA(gn) < Bu(lgn > 本 十 en([gl > 0])， 

由 于 [gn > 本 + 包 且 Ag > a]) < pllg1 >0) < co( 因 Ag < %), 
故 由 测度 的 从 上 连续 性 知 p([gn > d]) + 0， 于 是 有 lim yp(gn) < 
ey([g1 > 0). 但 se> 0 是 任意 的 ， 故 有 y(gn) + 0. 最 终 有 pj(fn) = 
4(gn) 十 4(f) 4(7), (5) 得 证 . 

现 证 (6). 若 jp(f) = +co, 则 py([f > 9]) = co. 由 于 只 取 有 限 
多 个 值 ， 故 存在 a > 0, 使 AL/ = aq]) = co. 我 们 有 [fn > 外 [f > 
外, fn > S14,>31, 故 有 

dm p(n) > 3 lim pf > 2) = 3¢(Lf > H) =%. 


一 2 no00 

于 是 AL( 户 ) 1 p(f). 车 jp(f) < %, 令 gn = f 一 所 , 则 由 (5) 知 
pH(gn) + 0, 故 MP) = AH) 一 plgn) 合 p(f).(6) 得 证 . 

最 后 证 明 (7). 先 固 定 某 个 m, 令 hn = gn 人 fm, 则 hn € 51,， 
h,, 十 fm € S+， 故 由 (6) 知 ,lim An) < A(fm). 但 hn, < gn, 从 而 
有 lim kh(gn) > kh(fm), 于 是 最 终 有 

im p(gn) > lim np(fm). 

(7) 得 证 . 
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3.1.3 注 在 上 述 证 明 中 ， 我 们 用 到 如 下 事实 : 对 fs S+, 有 
kJ) < oo 台 pu([f > 0]) < co, 但 这 一 结论 不 能 推广 到 一 般 非 负 可 
测 函数 ， 因 此 ， 我 们 未 将 其 列 为 积分 的 基本 性 质 . 

篆 助 于 命题 3.1.2, 我 们 可 以 给 出 积分 的 一 般 定义 ， 为 方便 起 
见 ， 我 们 只 考虑 三 可 测 函 数 情形 ， 所 有 结果 都 可 以 改 述 为 4 可 测 
函数 情形 . 

3.1.4 定义 . 设 f 为 一 非 负 可 测 函 数 . 任 取 训 & 5+, 使 f+ 
f( 定 理 1.1.8), 令 

4(f) = lim p(fn). 


则 由 命题 3.1.2 的 (4) 及 (7) 知 ， 上 述 右 端 极限 存在 ， 且 不 依 
赖 于 序列 (所 ) 的 选取 ， 我 们 称 KJ 为 f 关 于 jp 的 积分 . 有 时 也 用 
Jo fdp 表示 AL 月， 

现 设 f 为 一 可 测 函 数 . 令 f+ = fv0,f- = (-f)v0, 若 
A( 广 ) < oo 或 jp(f) < co, 则 称 f( 关 于 的 职 分 存在 . 令 


4(f) = p77) — p(f 7), 


称 y(f) 为 关于 pp 的 积分 . 若 (f+) < co, 且 jp(f-) < co( 或 者 等 
价 地 ， jp(|f|) < oo0), 则 称 /关于 4 可 积 (简称 p 可 积 ). 

设 上 = f+ig 为 一 复 值 可 测 函 数 ， 如 果 f 和 g 都 六 可 积 ， 则 
称 & 为 pp 可 积 . 这 时 令 ACE) = jp(f) 二 iy(g), 称 1(€) 为 上 《关于 A 的 
3.1.5 注 设 f eZ. 车 f 的 积分 存在 (相应 地 ，:f 为 可 积 )， 
则 对 任何 4 e ,fI4 的 积分 存在 (相应 地 ， fI4 为 可 积 ). 我 们 用 
fa fap 表示 fo fTady. 

下 一 定理 列举 了 积分 的 一 些 基本 性 质 . 

3.1.6 定理 设 f,g 积分 存在 . 

(1) Va E R,af 的 积分 存在 ， 且 jp(af) = an( 有; 
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(2) 车 f +g 处 处 有 定义 ， 且 MP) + jp(g) 有 意义 ( 即 不 出 现 
oo 一 00), 则 f 十 9 的 积分 存在 ， 且 有 x(f 十 9) = AD + 4(9); 

(3) I (P| < pf)); 

(4) 车 NN 为 一 零 测 集 ， 则 p(fIn) = 0; 

(5) 若 f < 9g,ae., 则 jp(f) < p(9); 

(6) 车 f eZ', 则 f=0,ae. 人 Sp(f)=0; 

(7) 若 feZ', 且 py(f)<o%, 则 f <o0,ae, 且 [f>0 关 于 4 
为 vc 有 限 的 . 

证 (1D-(4) 直接 由 定义 3.1.4 推 得 . 往 证 (5). 令 N=[/> 钾 ， 
则 依 假定 x(N) = 0, 我 们 有 


f= flnec+ flIn, 9g9=91ve+9Tvw，JTNe<o9gTve， 


故 由 (4) 知 
HA(J) = 4(fIne), p(9) = p(g9lne). 

但 由 积分 的 定义 易 知 4(fIn:) < ky(gIn:), 从 而 有 4(f) < x(9). 

现 证 (6).“ 僵 ”由 (5) 推 得 ， 为 证 “<”, 我 们 用 反 证 法 .假设 
4([f > 0) > 0， 由 于 [f > 9] = UCilf > 世 , 故 存在 某 n, 使 
p([f > 蕊 ) > 0. 我 们 有 f > #11j>z1, 从 而 

pf) > Lp(lf 2 二) > 0 

“<” 得 证 . 

最 后 证 明 (7). 设 fe 亏 .假定 x([f = +oo]) > 0, 则 由 于 
f > ooJij=oo) 故 J(f) = co, 这 表明 jp(f) < co 了 < co,a.e. 此 外 
有 [f >0= Uf > t,x([f >>#)<np(f)<%, 故 [f >0 关 
于 4 为 oc 有限 的 ， 定 理 证 毕 . 

3.1.7 系 (1) 设 f,g 积分 存在 ， 且 了 = 9,a.e., 则 AP) = p(9). 

(2) 设 为 44 可 积 ， 则 |f| < co,a.e.. 
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(3) 设 f,g 积分 存在 ， 且 AP) + Ag) 有 意义 ， 则 f+g ae. 有 
意义 . 

(4) 设 f,g 积分 存在 ， 且 f < g,a.e., 则 对 一 切 4 e 大 有 
nu(f1a) < 1A(9T4). 

下 一 命题 表明 ， 在 一 定 条 件 下 ， 上 述 (4) 的 逆 命 题 成 立 . 

3.1.8 命题 设 f,g 积分 存在 ， 且 对 一 切 Ae F, 有 pw(f14) < 
HA(9T4). 

(1) 车 f,g 可 积 ， 则 f < g,a.e.; 

(2) 车 4 为 o 有 限 测度 ， 则 f < g, a.e.. 

证 (1) vA € 大 由 假定 


ALf ~ 9)14) = 4(f1a) — nu(gIa) <0. 


特别 , 令 4=[f > gl, 则 (f 一 g)I4 > 0, 故 有 4((f 一 g)I4) > 0, 从 而 
由 上 式 知 y((f 一 g)14) = 0, 于 是 (f 一 g)I4 = 0,a.e.( 定 理 3.1.6(6)). 
由 于 在 4 上 有 f > 9, 故 必须 有 jy(4) = 0, 即 有 f <g,ae.. 

(2) 设 风 为 vc 有 限 测度 ， 我 们 用 反 证 法 证 明 f < g,a.e.. 假定 
x(lg < 有) > 0, 令 


An= [9<f -dN < Bn = lg < mnlf = +o0), 


则 [9g < 月 = (Ui; 4n)U(U,, Bm). 于 是 存在 某 n 或 m, 使 k(4n)>0 
或 j(Bm) > 0. 假定 p(4n) > 0, 由 4 的 co 有限 性 知 存在 4 c 
An, A E€ 工 ,使 得 0 < (4) < co, 这 时 有 


< {0 Ban f sam- dnl) < {sar 


这 与 假定 /4 jan < [gdp 矛盾 . 车 4(Bm) > 0, 类 似 论证 可 导致 
下 盾 ， 因 此 必须 有 f < g,a.e.. 命题 证 毕 . 
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3.1.9 系 ” 设 f,g 积分 存在 ， 且 对 一 切 4e 下 有 x(f14) = 
HA(974). 

(1) 车 f,g 可 积 ， 则 f = 9,a.e.; 

(2) 若 4 为 o 有 限 ， 则 f = 9,a.e.. 


习 题 


3.1.1 举例 说 明 命 题 3.1.8(2) 中 关于 k 的 co。 有 限 性 条 件 不 能 去 掉 . 

3.1.2 证 明 系 3.1.7(3). 

3.1.3” 设 (所) 为 一 列 可 测 函 数 . 若 ( 户 ) a.e， 单 调 增 ( 即 vn, fn < 
折 +1a.e.), 则 存在 一 处 处 单调 增 序列 (gn), 使 得 Yn, fn = gn ae 

3.1.4 设 (9, 大 ,由 ) 为 一 有 限 测度 空间 ， Ai € ,1 < i < mn. 证 明 


AL U Ak) > Sp 一 HA(4n A;), 
k=1 k=1 


1<k<ij<n 


人 (人 U Ak) 三 六 (CD 人 Ai), 
k=1 


IC{1,n} i€I 
其 中 |1| 表示 中 元 素 的 个 数 .。 (提示 : 证 明 Di Tas < Tur_,Ax 十 
DR TapnAs 和 V Ta; = Dn 人 Ia; .) 

3.1.5” 设 巨 为 一 距离 空间 ， B(B) 为 其 Borel o 代数 ， /与 "为 
(5,B(E)) 上 的 两 个 有 限 测度 , 若 对 媚 上 一 切 有 界 连 续 函 数 / 有 HA(7) = v( 有， 
则 /= 7.( 提 示 :， 利用 习题 2.1.5.) 

3.1.6 设 (9, 丰 ) 及 (B,E) 为 两 个 可 测 空间 ， 了 为 (Q, 大) 到 (EB,E) 
中 的 可 测 映射 ， / 为 (9, 大 ) 上 一 测度 . 

(1) 令 pf-1(4)==p(f-1(4)),AeEE. 则 p17 为 (B,E) 上 的 测度 ( 通 
常 称 为 由 了 在 (BZ,E) 上 导出 的 测度 或 f 的 像 测度 ). 

(2) 设 g 为 (B,E) 上 的 可 测 函 数 ， 则 为 要 9 关于 测度 wj ”的 积分 存 
在 (相应 地 ， 可 积 ), 必须 且 只 需 go 关于 / 的 积分 存在 (相应 地 ， 可 积 ) 此 


外 ， 这 时 有 
ao tan= f gate) 
0 E 
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(3) 设 F* 和 E” 分 别 表示 丰 和 2 关于 py 和 vw 的 完备 化 ， 则 f 为 
(9, 天) 到 (BE,E”) 中 的 可 测 映射 

3.17 设 (9, 大 ,A) 为 一 有 限 测度 空间 ， 在 天 可 测 实 值 函数 全 体 构成 
的 线性 空间 C 上 定义 距离 d(f,g) = y(|f 一 g| 人 1), 证 明 按 此 距离 收敛 等 价 
于 按 测度 收敛. 


3.2 积分 号 下 取 极 限 


本 节 我 们 将 介绍 有 关 积 分 号 下 取 极 限 的 几 个 定理 (单调 收敛 定 
理 ， Fatou 引 理 ， 控 制 收敛 定理 ). 

3.2.1 引 理 设 fheL'l,n>1fert. 

(DD) 车 所 < frriaesvn > 1, 且 所 2S, 则 Jim p(fn) = 
x(f); 

(2) 车 fr >> frtiyae vn > 1,f, Sf, 且 4( 有 i) < ow, 则 
dim x(fn) = AD . 

证 (1) 不 妨 设 ( 户 ) 处 处 单调 增 ， 且 ff 处 处 成 立 ， 对 每 
个 令 加 me 51, 便 得 各 om 大吉) 令 gm 一 fom 则 
. gm € S1,gm 个 f, 且 gm < fn, 故 由 积分 的 定义 有 


Hf) = ,lim nl(gm) < ,lim pfm). 


但 恒 有 jp(f) > p(fm), 故 有 lim x(fn) = MD 

(2) 不 妨 设 (i) 处 处 单调 降 ， 且 ff 处 处 成 立 ， 由 于 假定 
A 有 1) < 00, 故 4([fh = 00])=0. 令 = frlipcoolF = flip co0) 
则 fn J f f» 为 实 值 可 测 函 数 . 令 gn 一 fi Ef 则 gx 个 fi -J 故 
由 (1) 推 知 ，y(gn) 个 A( 声 ) 一 p(F), 即 有 jp(fn) = Fw. 证 


3.2.2 系 设 有 eZLi,n>1, 则 有 (DD fn)= Vp(f,). 
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证 令 gr = iifi,9= 21 fi, 则 gn 人 1g, 故 有 
kg) = lim p(gn) = lm > AP) = > AH 
1 一 | 过于 


3.2.3 定理 (单调 收敛 定理 ) ” 设 fe L,n > 1, 且 每 个 f 的 
积分 存在 ， 则 : 

(1) 设 (所 ) ae. 单调 增 , 且 太一 f,a.e.. 若 4( 有 1) > -co 则 上 
的 积分 存在 ， 且 pj(fn) 个 Ai; 

(2) 设 (fn)a.e. 单调 降 ， 且 fn 一 f,ae.. 车 (有 i) <o0, 则 ff 
的 积分 存在 ， 且 py(fn) + 4(7). 

证 先 证 (1). 由 假定 ， 太 a.e. 单调 增 ，f; a.e. 单调 降 ， 且 有 
所 2 六 ,万 次 三 .由 于 三 > 三 , 且 M( 广 ) > -co fi > -oo， 


” 故 A)< HA( 太 ) < oo. 从 而 f 的 积分 存在 ， 且 由 引 理 3.2.1 知 : 


A(f) 个 (f+),p( 抬 ) 4 4(f-). 因此 有 An) 个 4(f).(1) 得 证 . 对 
(一 记 ) 应 用 (1) 即 得 (2). 证 毕 . 

3.2.4 定理 (Fatou 引 理 ) 设 fe& L,n > 1, 且 每 个 户 的 积 
分 存在 . . 

(1) 车 存在 ge L, yu(g) > -oo, 使 得 vn > 1 有 所 > 9,a.e., 则 
lim inf f 积分 存在 ， 且 有 


plim inf fa) < liminf y(fn). 


(2) 车 存在 9 s L,4(g) < co, 使 得 Yn > 1 有 fn < 9g,a.e., 则 
lim sup fn 的 积分 存在 ， 且 有 


Allimsup fn) > limsup p(fn). 
no0 no0 


证 先 证 (1). 令 gn = infp>n fx, 则 gn 人 lim inf jn， 且 g1> 
9,a.e.. 于 是 Kg) > A(9) > -00. 故 由 定理 3.2.3(1), lim inf f 的 积 


分 存在 ， 且 有 
plliminf 加 ) = lira pgn) < liminf (fF) 


(1) 得 证 . 对 (一 所 ) 应 用 (1) 即 得 (2). 证 毕 . 

3.2.5 定理 (控制 收敛 定理 ) 设 feL, 且 feL,fn*Sf 或 
万 筷 f. 若 存 在 一 非 负 可 积 函 数 g, 使 得 vn > 1 有 | 户 | < gae.， 
则 f 可 积 ， 且 有 lim x(fn) = MA. 

证 由 于 |f| < g,ae., 故 f 可 积 . 若 ff, 则 定理 的 结论 
直接 由 定理 3.2.4 推 得 . 现 设 f 驴 f, 则 对 (fi) 的 任 一 子 列 (fw)， 
存在 其 子 列 (fw), 使 得 户 ， 全 f( 见 定理 2.3.4(3) 及 定理 2.3.5). 
于 是 有 lim wj) = 4(7). 但 子 列 (fw) 的 选取 是 任意 的 ， 故 必须 
有 lim w( 记 ) = 1(f). 

下 面 我 们 着 手 推 广 定理 3.2.4 及 3.2.5. 

3.2.6 定理 设 扩 EL,f EL, 上 且 记 /或 fi 人 驴 f. 又 设 每 
个 访 的 积分 存在 . 

(1) 车 存在 g € L,n(g) > -co, 使 得 Vn > 1,f,>g ,ae., 则 f 
的 积分 存在 ， 且 有 AP) < liminf p(f). 

(2) 若 存在 gs CA(9g) < co, 使 得 Yn > 1,fn<g,ae., 则 了 的 
积分 存在 ， 且 有 4(f) > limsup nu(fn). 

证 先 证 (1). 车 f= f, 则 由 Fatou 引 理 立 得 (1) 的 结论 . 
现 设 fn 驴 f, 则 对 (fn) 的 任 一 子 列 (fi), 存在 其 子 列 (fm ), 使 得 
fn 3》 于 是 由 上 所 证 有 p(f) < ,lim p(f). 但 子 列 (fr) 的 选 
取 是 任意 的 ， 故 必须 有 p(f) < liminf p(n),(1) 得 证 .对 (一 户 ) 应 
用 (1) 得 (2). 证 毕 . 

下 一 定理 是 控制 收敛 定理 的 推广 形式 ， 其 进一步 推广 见习 题 
3.2.1. 

3.2.7 定理 设 及 EL, 且 所 f 或 fn 驴 f. 又 设 gn E 
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Lt,g €E Lt, 且 gn g 或 gn 他 g 如 果 g 及 每 个 gn 可 积 ， 
Hgn) 一 1(9), 且 | 六 | < grae.,Vn > 1, 则 有 lim x(lfn -fl)=0. 
特别 有 lim p(fn) = p(f). 

证 首先 假定 同时 有 fn f,gn 了 g. 令 


hn = gn+g9—|fn— 
则 hn > 0,a.e., 且 hn 3 2g. 故 由 定理 3.2.6(1) 得 
2U(9) < liminf p(hn) = 24(9) 一 入 二 过 


从 而 有 lm pl(|fn 一 了 |) =0. 特别 有 


?一 CO 


la(fn) — AP) pf — FD) = 0. 


车 同时 有 fi 驴 f,gm 驴 g, 则 ha 马 29. 故 由 定理 3.2.6(1) 亦 可 推 
得 本 定理 的 结论 ， 若 2 fgn 久 9, 或 fn 与 f,gn 3g, 则 与 
定理 3.2.6 的 证 明 类 似 可 证 lim p(|fn  f|) =0. 

3.2.8 系 (Scheffé 引 理 ) 设 记 ,f 为 可 积 可 测 函 数 ，f, 2 户 
则 py(|fs 一下) 二 0, 当 且 仅 当 (|f|) 一 AN) 

证 必要 性 显然 ， 充 分 性 由 定理 3.2.7 推 得 ( 令 om = |f|,g = 
|#D. 

3.2.9 定理 设 记 ,f 为 可 积 可 测 函数 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 : 

(1) p(|fn — f|) = 0; 

(2) fn $f, Bp(|fil) = lf)). 

证 (2) 全 (1). 设 (2) 成 立 . 在 定理 3.2.7 中 令 gn = |fn|,g = | 有 i， 
即 得 (1). 现 证 (1) 坟 (2). 设 p(|fn - 用 忆 0, 对 任 给 s > 0, 令 
hn = [fn -了 |> a], 则 有 


ela, < |fn — flIa, < [fn fl 
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故 有 
Jim ep(An) < lim pl|fn ~ fl)=0. 
这 表明 户 驴 f, 此 外 ， 由 于 || 扣 | 一 1f11< |f -|, 故 有 
[AD 一 ADIS AI 和 一 用 一 0 no. 
(世人 (2) 得 证 . 
习 题 


3.2.1 设 fn,hn,gn,f,h,g € L,hn < fn < gnae.,vn > 1， 又 设 
所 和 了 或 记 驴 fgn 抱 g 或 gr 驴 ghs 3h 或 有 与 h 如 
果 h,g, hn,gn 都 可 积 ， 且 yp(hn) jp(h),y(gn) 一 p(g), 则 f 可 积 ， 且 有 
jim ML 加) = p(f).( 提 示 : 不 妨 设 fn 交 fgn 2 gj 2 h， 分 别 对 
fn 一 hn 及 gn 一 fn 应 用 Fatou 引 理 .) 

3.2.2 车 在 3.2.1 中 有 hs < 0 < gn, 则 lim jp(|f 一 几 ) = 0.( 提 示 : 
对 | 所 一 了 下 < gn 一 hs 十 g 一 应 用 定理 3.2.7.) 

3.2.3 设 ( 太 ) 为 一 可 测 函 数列 .车 也 1K( 扩 ) < co 或 4( 反 ) < 
co, 则 >。 及 a.e. 有 意义 ， ,1 户 的 积分 存在 ， 且 有 A( 和 2 f,) = 
Div(fn). 


3.3 不 定 积分 与 符号 测度 


本 节 内 容 有 : 符号 测度 的 Jordan-Hahn 分 解 ， 测 度 的 绝对 连 
续 性 及 奇异 性 ， 测 度 的 Lebesgue 分 解 及 Radon-Nikodym 定理 ， 
Vitali-Hahn-Saks 定理 . 


3.3.1 引 理 设 fe ZL, 且 了 的 积分 存在 . 令 
v(A)= 4(f14), AeF, (3.3.1) 


则 vv 为 天 上 的 o 可 加 集 函 数 ， 即 有 


{Ann>1} CF,AiNAn=0,n#m vd An) = >》 v(An). 
(3.3.2) 
此 外 ， 令 


vt+ (A) 一 MA(J+T4)， v (A) nu(f 1a), Ae,, (3.3.3) 


则 vt,v- 为 (9, 大 上 的 测度 ， 其 中 之 一 为 有 限 测度 ， 且 有 wv = 
vt — vy-. 

证 令 vt,v- 如 (3.3.2) 式 所 定义 ， 由 系 3.2.2 知 ，vt+ 及 
v- 为 大 上 的 测度 ， 由 于 f 的 积分 存在 ,我 们 有 v1+(Q) < oo 或 
wv-(Q) < co. 于 是 vt -一 在 大 上 有 定义 且 为 大 上 的 ce 可 加 集 
函数 . 显然 有 v = vt+ - 二 .证 毕 . 

3.3.2 定义 设 (Q, 开 ) 为 一 可 测 空间 ，z 为 下 上 的 一 o 可 加 
集 函 数 ， 称 v 为 符号 测度 . 设 (0, 开 ,x) 为 一 测度 空间 ， fe C, 且 
f 的 积分 存在 ， 则 由 (3.3.1) 式 定义 的 符号 测度 v 称 为 了 关于 /的 
不 定 积分 , 并 记 为 v = f.4. 

设 v 为 下 上 的 一 o 可 加 复 值 集 函 数 ， 称 少 为 复 测度 . 这 时 > 
的 实 部 和 虚 部 均 为 实 值 符号 测度 . 

3.3.3 注 设 v 为 (Q, 下 ) 上 的 一 符号 测度 ， 则 或 者 -co < 
z(4) < co(Y4 € 万 ), 或 者 -co < wv(4) < co(Y4 e 三). 事实 上 ， 如 
若 不 然 ， 则 存在 4e 大 Be 三 使 v(4) = +co,z(B) = 一 00. 我 们 
有 AUB= (A4\B)UB=(B\ 4)U 4, 依 假定 有 


v(AUB)=v(A\B)+v(B), 

v(AUB)=v(B\ A)+r(A). 
为 了 使 第 一 个 等 式 右边 有 意义 ， 必 须 有 v(4\ B) < co. 为 了 使 第 
二 个 等 式 右 边 有 意义 ， 必 须 有 v(B\ 4) > -co. 这 时 分 别 从 两 个 
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等 式 得 v(4UB) = -oo,z(4UB) = co, 这 导致 矛盾 ， 此 外 ， 必 有 
v(0) = 0. 
由 引 理 3.3.1 知 ， 不 定 积分 这 一 特殊 的 符号 测度 可 以 表示 为 两 
个 测度 之 差 ， 且 其 中 之 一 为 有 限 测度 ， 下 一 定理 表明 : 这 一 结论 对 
一 切 符 号 测度 成 立 . 
3.3.4 定理 (Jordan-Hahn 分 解 定理 ) 设 > 为 (Q, 大 ) 上 的 一 
符号 测度 对 4 e 和 令 
v1(A)= sup{r(B)|B Cc A, Be F}, 
v (A)= sup{-—r(B)|B < A,B ef}. 
则 vt 及 wv- 为 测度 ， 其 中 之 一 为 有 限 测度 ， 且 有 w=v+ 一 vw-. 此 
外 ， 存 在 De 大 , 使 得 . 


(3.3.4) 


vi(A)=v(AND), v- (A) = -v(AND°). (3.3.5) 
证 不 妨 设 v(4) > -oov4 € . 令 vt,v- 如 (3.3.4) 式 定 

义 ， 首先 ， 我 们 证 明 存 在 D € 大 , 使 得 
AeF,ACD=r(A)>0,ACD°:= vA)<0. (3.3.6) 


为 此 ， 令 
B= {BEeFIlv*(B)= 0), 


则 8= {8e 厂 IYC € fF,C Cc B,v(C) <0}. 易 见 8 对 可 列 并 运算 
封闭 . 此外, 设 BeB,GefF,GcB, 则 GEeB. 令 BeB,n>1, 
使 

lim v(Bn) = inf{v(B)|B € B}=p, 


则 有 U, Be 8B, 上 且 有 


B<v(()Bn)=v(Bn) + vl JBn\ Bm) < vr(Bn), m2>1, 
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故 v(U, Bs) = 6. 令 也 = (U。Bn)* 则 De e B,v(D?) = p, 于 是 由 
8 的 定义 知 (3.3.6) 式 的 第 二 个 丝 含 关系 成 立 . 

再 证 (3.3.6) 式 的 第 一 个 蕴含 关系 成 立 ， 我 们 用 反 证 法 ， 假定 
存在 A € ,A Cc D, 使 v(4) < 0， 我 们 断言 必 有 zx+(4) > 0. 
事实 上 , 车 w+(4) =0 则 4eB, 故 4UDeeB 但 有 wv(4U 
De) =v(4) +v(D°) < x(De) = 6, 这 与 8 的 定义 矛盾 ， 因 此 必须 
有 x+(4) > 0. 由 w+ 的 定义 知 ， 存 在 A1 e 下 ,41 C 4, 使 得 


(A1) > 5+ (A) AT >0. 


这 时 ， A\ A1 C D,v(A\ A41) =v(4) 一 v(41) < 0, 因此 由 上 所 证 
知 vt+(A\ A1) > 0. 由 归纳 法 ， 存 在 4 < ,4An C D,n > 1, 使 得 


”An C A\ nzi hk, 且 有 


v(An) > 了 [+ (A\ Y 4k) 人 1] >0. (3.3.7) 
k=1 


由 于 wv(4) <0, 且 有 
v(A) =v(A\ Ak) 十 >》, v(Ax). (3.3.8) 
k=1 k= 

故 并 所;z(4k) < o0, 特别 有 ,lim v(4x) = 0. 因此 由 (3.3.7) 式 得 

lim (A\ SA) 人 1=0, 

了 一 OO kl 
从 而 有 lim vt(A\ 守 Ri 4x) = 0. 由 于 vt(A\D1 41) Se (A\ 
"1 4),n > 1, 故 有 wt(4A\ 村 从 1 4x) = 0. 因此 ， 由 前 面 所 证 ， 
必须 有 v(A\ > 44) > 0( 否 则 有 vt+(4\ 二 忆 :4x) > 0). 这 样 


一 来 ， 由 (3.3.8) 式 知 v(4) > 0, 这 与 假定 x(4) < 0 矛盾 ， 因 此， 
(3.3.6) 式 的 第 一 个 蕴含 关 系 成 立 . 


2 


现在 证 明定 理 的 结论 . 设 Ae ,Be ,Bc Ah, 则 


zx(B)+Tz(4\B)nD)=v(4nD)UuB) 
=Z(4nD)+z(BnD?). 


故 由 (3.3.6) 式 知 z(B) < v(4mDD)， 从 而 有 zx+(4) = v(4n Das). 同 
理 可 证 (4) = -z(4n De). 因此 ，z+ 及 vw- 为 (2, 大) 上 的 测 
度 ， 且 wv (9)= -x(D°) < co, 此 外 有 w=vwt 一 wv-. 定理 证 毕 . 

3.3.5 注 (1) 我 们 称 v 的 分 解 v = vt 一 vw- 为 v 的 Jordan 分 
解 ,v+ 及 v- 分 别称 为 的 正 部 及 负 部 ; 称 9 的 分 解 Q = Du De 
为 的 Hahn 分 解 . Hahn 分 解 不 一 定 唯一 . 

(2) 令 v=vt+v-, 称 |v| 为 v 的 变 差 (测度 ), 称 |v|(Q) 为 
的 全 变 差 ， 记 为 |lvllvax. 车 |v| 为 c 有 限 测度 ， 则 称 v 为 oc 有 限 符 
号 测度 . 

(3) 设 > 为 一 符号 测度 ，Q = D U De 为 其 Hahn 分 解 . 令 
h=Jp 一 Jp:, 则 hh 关 于 jv| 及 vw 积分 存在 ， 且 w= hvl,v|= hv. 

3.3.6 命题 设 v 为 (0, 下) 上 的 符号 测度 ， 则 wv 在 和 上 达到 
其 上 、 下 界 . 确切 地 说 ， 设 Q = DU De 为 其 Hahn 分 解 ， 则 


ZLD) = sup{z(B)|Be F}, v(D°)= inf{v(B)| Be 大 } (3.3.9) 


特别 ， 实 值 符号 测度 必然 为 有 界 符号 测度 . 
证 设 Be 则 由 定理 3.3.4 知 
v(B)=v1(B)—-v-(B) <v+(B) < vt (0) = v(D), 
/(B) =v+(B) -1(B) 2 1-(B) > (0) =v(D°). 
由 此 推 得 (3.3.9) 式 . 
下 面 我 们 引进 测度 的 绝对 连续 性 及 奇异 性 概念 . 
3.3.7 定义 设 六 , 岂 为 (9,F) 上 的 两 个 符号 测度 ， 如 果 


AeF,lwl|(A) =0= |ml(4) = 0， (3.3.10) 


则 称 vi 关于 2 绝对 连续 ( 记 为 站 志 wv2). 若 vwi 和 v2 上 且 v2 << 汉 1 
则 称 到 与 沪 等 价 , 记 为 ~ ww. 车 存在 We 了 7, 使 得 vi|(N°) = 
0, |vz|(N) = 0, 则 称 六 与 v2 相互 硼 异 ( 记 为 1 1 v2). 

设 v 为 (0, 大 ) 上 的 一 符号 测度 ， 若 Ne ,使 得 |v|(N°) = 0， 


` 则 称 为 的 支撑 . 一 般 说 来 ， 支 撑 并 非 唯一 确定 . 


由 上 述 定义 知 ， 贡 < v2 对 几 ww 的 支撑 必 为 到 的 支撑 ; 
vi 上 v2 总 册 与 ww 有 不 相交 的 支撑 . 
3.3.8 注 (1) 由 (3.3.4) 式 易 知 ，(3.3.10) 式 等 价 于 如 下 条 件 : 


AeF, lwl(A)=0= (4) =0. (3.3.11) 


(2) 设 站 多 有 且 站 上 ma, 则 六 =0( 即 对 一 切 4e 大 有 
内 (4) = 0 此 外, 恒 有 v0. 

(3) 设 > 为 一 符号 测度 ， fe C. 车 f 关于 > 的 积分 存在 ， 则 
frrv. 

3.3.9 引 理 设 (9,, 4) 为 测度 空间 ，h 为 一 非 负 可 测 函 数 ， 
令 表示 h 关于 4 的 不 定 积分 (从 而 hp 为 一 测度 ). 设 9 e 忆 
则 9 关于 hp 的 积分 存在 ， 当 且 仅 当 gh 关于 的 积分 存在 . 这 时 


fsa) = | shar vAEA. (3.3.12) 
A A 


证 首先 设 g 为 非 负 简单 函数 ， 则 由 h.y 的 定义 知 (3.3.12) 
式 成 立 , 于 是 由 积分 的 单调 收敛 定理 知 , 对 一 切 ge Z ,(3.3.12) 式 
成 立 ， 由 此 立刻 推 得 引 理 的 结论 . 

下 一 定理 表明 ， 任 一 c 有 限 符号 测度 ” 总 可 以 唯一 地 分 解 为 
关于 另 一 c 有 限 符号 测度 4 的 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 之 和 | 
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3.3.10 定理 设 / 与 为 (9, 太 ) 上 的 两 个 c 有限 符号 测度 ， 
则 ”有 如 下 唯一 分 解 ( 称 为 Lebesgue 分 解 ): 


VvV= Vt Le, (3.3.13) 


其 中 vw。 上 pve < jp. 此 外 ， vw 及 vw 均 为 a。 有 限 的 ， 并 且 存 在 
Ne 五 ge L, 使 得 |xl(N) = 0,v(4) =(4nN)，g 关于 pl 的 
积分 存在 ，v 为 9 关于 / 的 不 定 积分 . 

证 首先 不 妨 假定 4 为 测度 (否则 以 ju| 代替 站 , 且 p(9) > 0 
这 时 由 的 。 有 限 性 知 ， 存 在 9 的 一 个 可 数 划 分 2 = 时 4 使 
得 An e ,0 <p(An) < o0,vn>1. 令 和 


加 1 
Ey = 
2"4(An) A 


则 h 处 处 严格 正 ， 且 p(k) = 1 令 产 = hp, 则 产 为 测度 ， 且 
K(9) =1 由 于 广 与 4 等 价 ， 故 由 引 理 3.3.9 知 ， 可 以 疡 代 炎 pv 来 
证 明定 理 的 结论 ， 因此， 不妨 设 w 为 有 限 测度 . 

下 面 先 假定 ” 也 为 有 限 测度 令 


1 = {neztivaez,f hdy < vA)), 
A 


设 hi,hz e XH,h = hiv hz, 则 


/ran=/ mdx+ 上 hodh 
A AN[hi>h2] .J AN[hi <h2] 


<v(AN[hi > ho]) +v(AN [hi < hz]) = wv(A), 
这 表明 了 对 有 限 上 端 运算 封闭 . 现 设 he ZH, hn 个 g, 使 得 


ho =suw{ {hanln nt}, 


.60. 


则 由 积分 单调 收敛 定理 易 知 ge X. 令 
一 忆 二 》 三 ， 
ws(4) =v(A) 由 gdp, Ae 


则 wv 为 一 有 限 测度 ， 往 证 v。 上 k. 令 9 = D+ Ds 为 符号 测度 
vs 一 十 4 的 Hahn 分 解 ， 则 对 一 切 4 e 丰 ， 


vs (AND,) > nip(ANDn,)=n! | par 


于 是 V4Ee 大 有 
/rmi < | sr + ul An Ds) <v(A), : 
这 表明 g++n-!Ip, & X. 但 另 一 方面 x(g) = sup{y(h)|he XH}, 故 


必须 有 AD = 0. 令 N = UDx, 则 x(N) = 0. 此 外 我 们 有 ( 注 
意 (一 2)CD2) < 0) 


J(N®) < vs(DE) < nip(DE) S nip(Q) 一 0 (no %), 


这 表明 vv。 上. 令 
大 国语 | Ba 


则 we < 4( 见 定理 3.1.6(3)). 此 外 ， 由 于 9 为 人 可 积 的 ， 故 9 可 取 
为 实 值 可 测 函 数 . 

现 设 v 为 o 有 限 符 号 测度 .为 证 定理 结论 ， 不 妨 假定 为 “ 
有 限 测度 (否则 分 别 考 虑 x+ 及 wv-). 取 9 的 一 个 可 数 划分 2 = 
和 ,4 使 得 A € ,wv(An) < 00,n 之 1. 令 v"(A) =v(4Nn 4x), 则 
每 个 v" 为 有 限 测度 ， 故 由 上 所 证 ， zx” 有 如 下 分 解 : 


v= 4+", n>1, 
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其 中 wv 上 ,vr? < 且 存 在 非 负 实 值 可 测 函 数 g,, 使 得 Z2 = gm 
显然 ，g 在 42 上 可 取 为 0, 令 


a nN Pa - Nn 
= ve = Dv, 9g=》 dm， 
n n n 


则 有 vs 上 pv << pve = g.p, 且 (3.3.13) 式 成 立 ，v 的 分 解 唯一 
性 容易 由 注 3.3.8(2) 看 出 ， 定 理 证 毕 . 

设 4 为 一 测度 ，v 为 某 fe 过关 于 /的 不 定 积分 ， 则 > 关于 
4 绝对 连续 ( 见 注 3.3.8(2)). 下 一 定理 表明 : 若 / 为 c 有 限 测度 ， 
则 逆 命 题 成 立 . 

3.3.11 定理 (Radon-Nikodym 定理 ) 设 (Q, 大 ) 为 一 可 测 
空间 ， 4 为 一 有 限 测度 ，z 为 一 符号 测度 (不 必 为 rc 有限 ). 如 
果 w 关于 4 绝对 连续 ， 则 存在 一 关于 / 积分 存在 的 可 测 函 数 g, 使 
得 “= g.p. 此 外 ，9 在 4 等 价 意义 下 是 唯一 的 ( 称 g1,g2 为 4 等 
价 的 ， 是 指 Ko 了 92]) = 0), 为 要 9 为 -a.e. 有 限 ， 必 须 且 只 需 
2 为 c 有 限 的 . 

证 阁 v 为 oc 有 限 符号 测度 ， 则 由 定理 3.3.10 立刻 推 得 本 定 
理 结论 (因为 这 时 由 注 3.3.8(2) 知 (3.3.13) 式 中 的 wv。 = 0). 为 证 定 
理 ， 不 妨 设 ” 为 测度 (否则 分 别 考虑 v+ 及 wv-), 且 v(O) = 
外 由 4 的 co 有 限 性 及 引 理 3.3.9 知 ， 不 妨 假定 /为 有 限 测度 (参看 
定理 3.3.10 证 明 的 开头 部 分 ). 令 


9= {Ce€F|v(C) < coh 
显然 9 对 有 限 并 运算 封闭 ， 于 是 存在 C, e 9, C,, + C, 使 得 
KH(C) = sup{u(G)| G € 9}. (3.3.14) 


令 
vw(B)=v(BNC), rv"(B)=v(BNC°), Be 大 
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则 vw 为 oc 有 限 测度 ， 且 ” << 4, 故 存在 非 负 实 值 可 测 函 数 g', 使 
得 v' =g'.p. 另 一 方面 ， 由 9 的 定义 及 (3.3.14) 式 知 


u(BNMNC°)>0=>rv(BNC)=% 
因此 ， 若 令 % = (+o0)lce,g=g 十 9 则 vw” =g".p, v= g.k. 定 


理 的 其 余 结论 显然 证 毕 ，， 
3.3.12 定义 我们 用 二 表示 定理 3.3.11 中 的 g( 它 在 y 等 价 


意义 下 唯一 确定 ), 并 称 科 为 了 关于 也 的 Radon-Nikodym 导 


数 . 

3.3.13 定理 设 (Q, 卫 ,h) 为 一 c 有限 测度 空间 ，v 为 下 上 
的 一 ST 且 v <<k. 令 geL, 则 g 关 于 v 积分 存在 ， 当 且 
仅 当 g 介 关于 积分 存在 ， 并 且 这 时 有 


fs = { GPa vAE. (3.3.15) 
A A dp 


证 若 * 为 测度 ， 则 定理 的 结论 由 引 理 3.3.9 推 得 , 现 设 > 为 
符号 测度 ， 令 则 


二 dz dz 一 dvt dz 一 
= -Oh- =g ~ +gt——. 


a dk Wy en 且 vt(g)—rv (9) 
有 意义 . 于 是 g2 及 55 关于 / 积分 存在 ， 且 有 


9) = 62)dn v~ (9g) = | GH) 
于 是 有 
20)= {df 0) 
9)= /ear f(a 
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由 于 地 (g) 一 一 (9) 有 意义 , 则 必须 有 x(h+) < %o 或 J(h-) < co( 请 
读者 自行 验证 这 一 事实 )， 因 此 h 关于 jy 积分 存在 ， 且 w(J) = 
vt(g) 一 2(9) = v(g). 对 974 应 用 这 一 结果 即 得 (3.3.15) 式 . 反 
之 ， 设 hh 关 于 4k 积分 存在 ， 则 jy(h+) < oo 或 j(h-) < co, 由 此 可 
推 知 g 关 于 pt 及 1- 积分 存在 ，v+(g) -vw-(g) 有 意义 ( 即 9 关于 
v 可 积 ), 且 wv(g) = p(h). 对 9g14 应 用 这 一 结果 即 得 (3.3.15) 式 . 证 
毕 . 

3.3.14 定理 设 (9, 太 ) 为 一 可 测 空间 ， 人 及 > 为 大 上 的 两 
个 c 有 限 测度 ， 9 为 和 上 的 一 符号 测度 .如果 yp < vv 之, 则 
wp 之 4, 且 有 


dp _ dp dv 
a a dn (3.3.16) 
证 显然 有 wp < / 故 由 定理 3.3.13, 对 vAE 大 有 
dp dy dy dp 
Pr =/ EE = 人 EF 


于 是 由 系 3.1.9(2) 知 (3.3.16) 式 成 立 . 

下 一 定理 称 为 Vitali-Hahn-Saks 定理 .我们 将 在 下 一 节 和 
7.4 节 中 用 到 这 一 定理 . 

3.3.15 定理 设 (Q, 入) 为 一 可 测 空 间 ，(j) 为 其 上 的 一 列 有 
限 符号 测度 ， 令 和 为 一 有 限 测度 ， 使 得 对 一 切 n> 1， 有 js < 和 ( 例 
如 令 和 = 三 元 Ten 其 中 jjual 表示 i 的 全 变 差 ， | 为 
pn 的 变 差 测度 ). 如 果 对 每 个 Ae 天, 极限 J(4) = lim pn(4) 存在 
且 有 限 ， 则 ; 

(1) 4 为 一 符号 测度 ; 

(2) supu lpnll < oo 

(3) 对 任 给 s > 0, 存在 7 > 0, 使 得 


4E 和 大 X4)<7 全 supjun|(4) < e. 
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证 令 甸 表示 攻 (Q,, 入 ) 中 由 大 可 测 集 的 示 性 函数 等 价 类 所 
成 的 子 集 ， 则 更 是 闭 集 ， 从 而 作为 子 空间 ， 亚 为 完备 距离 空间 . 
设 4 e , 令 4 表示 4 所 相应 的 等 价 类 ， 我 们 用 三 表示 天 中 元 
素 等 价 类 全 体 ， 则 (,q) 为 完备 距离 空间 ， 其 中 


d(4,B) = AAAB). 
设 a>0, 令 
L;={AEFNn2 jm2> jin(A) -pm(A)| < a), 
由 于 函数 4 jn(4) 在 大 上 连续 ， 故 万 为 闭 集 ， 显然 U; L; = 


大 ( 因 对 一 切 4e 区， jn(4) 收敛 ) 由 Baire 定理 ( 见 定理 5.1.27), 存 
在 某 j, 使 三 有 一 内 点 4, 即 对 某 h > 0, 有 


Be F,MBAA) Sh lim(B) -pm(B)| < osVn > jvm2>7. 
取 0<n<h, 使 得 (见习 题 3.3.3) 
C EF,MC) <n3 lO) < a, i= Di 
对 于 n>j, 我 们 有 


pn(O < un(AUO) = pn (A+ ln(A\C) — pn(A)| 
< un(AUC) -pi(AUO)N + py(AUO)—p(A)| 
+ 143(A) = pn A + ua( A\C) ~ py(A\O)| 
+ Ips(A\C) =— ps(AN + 4;(A) = pn(A). 
于 是 XC) <7 全 supu|w(C)| < 6a. 从 而 由 习题 3.3.7 知 ， A(C) < 
7 仿 supn |Un|(C) < 12a. 由 此 立刻 推 得 (3)( 令 a = se/12). 


下 面 我 们 证 明 (2). 我 们 将 空间 9 分 为 有 限 多 个 入 测度 > 7 的 
原子 及 有 限 多 个 和 测度 < 7 的 集合 . 由 于 |un| < 入, 故 入 的 原子 必 
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为 每 个 un| 的 原子 . 于 是 在 入 的 原子 集 4 上 , 有 un|(4) = |pn(4)l， 
从 而 supv lpnl(4) < co. 由 此 并 利用 前 段 的 结果 推 得 (2) 的 结论 . 

最 后 ，k 在 三 上 显然 是 有 限 可 加 的 . 现 设 Bi € ,Bi 0, 则 
和 (Bk) 一 0 从 而 由 (3) 知 p(s) 一 0. 由 此 推 知 4 是 o 可 加 的 ， 故 
4 是 有 限 符号 测度 .证 毕 . 

3.3.16 系 设 (9, 大 ,内 为 一 有 限 测度 空间 ,6 e L511(9, ,pp),n > 
1 若 Y4e ,ftndp 的 极限 存在 且 有 穷 ， 则 存在 唯一 的 € e 
ZL (9, 天 ,1), 使 


lim | San= f ta AEA. 


习 题 


3.3.1 设 v 为 一 符号 测度 ， f 关于 v 的 积分 存在 ( 见 注 3.3.5(3)). 则 
对 一 切 4e 入 f14 关于 > 的 积分 存在 ， 且 4 rm v(f14) 定义 了 大 上 的 一 
符号 测度 ( 记 为 f.v). 

3.3.2 设 及 为 两 个 符号 测度 ， f 关于 v 的 积分 存在 . 车 v 世上 
(相应 地 上 内 则 f.v < 和 (相应 地 ，f.v 1 门 ). 

3.3.3 设 (9, 大, 站 ) 为 一 测度 空间 ，“z 为 下 上 的 一 有 限 符号 测度 ， 则 
下 列 二 断言 等 价 : 

(Drv <p; 

(2) Ve > 0,35 > 0, 使 得 AeE Ff,n(4) <5 之 jl(4)<e 

3.3.4 举例 说 明定 理 3.3.11 中 的 oc 有 限 性 假定 不 能 去 掉 . (提示 : 
令 4 = [0， 1], 三 = {4 C [0， 1] | 4 或 4 为 至 多 可 数 集 }.) 

3.3.5 设 / 及 > 为 两 个 c 有 限 测度 ， 则 为 要 > ~ 几 必须 且 只 需 存 在 
可 测 函 数 9 : 0 < g(w) < co,vw EQ, 使 得 > = g.x. 

3.3.6 设 j,k2 为 可 测 空间 (Q, 天 ) 上 的 有 限 符号 测度 ， 令 

HV pz = p+ (p2— pp) 和 入 如 = 让 一 (一 je 二， 

则 ma Y Ha 为 满足 v > ji 且 v > Ha 的 最 小 符号 测度 v; ma 人 Ha 为 满足 
v < Ha 且 v < pz 的 最 大 符号 测度 v. 
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3.3.7 设 / 为 (0 大) 上 符号 测度 ， 则 lw < 2supacr|u(4)|. 车 
AQ) = 0, 则 4 为 有 限 符 号 测度 ， 且 有 jul|var = 2supacr |4(A)|. 

3.3.8 设 B(0, 大 ) 表示 Q 上 有 界 大 可 测 函 数 全 体 ， 人 4(Q, 大) 表示 
(9, 开 ) 上 有 限 符号 测度 全 体 . 对 je B(9, 开 ), 令 fl = supwco lf(w)h， 

(1) B(Q, 开 ) 按 范 数 外. | 为 一 Banach 空间 (完备 赋 范 线性 空间 ). 

(2) 设 jE M(9,), 令 了 (1)=p( 了 有 ),f € B(Q,), 则 4 为 B(9, 天) 
上 的 一 有 界线 性 泛 函 ， 且 有 | = jixllvar.( 提 示 : 设 2 =DuD* 为 人 的 
Hahn 分 解 ， 令 f = Ip 一 5, 考虑 1(f).) 

(3) 人 (Co 大) 按 范 数 上 |var 为 一 Banach 空间 . 

3.3.9 设 风 为 (9 大) 上 的 测度 ， 广 和 fo 关于 的 积分 存在 ， 则 
fipgAfap= (fr fo)p;finv fap= (fiv fo)n. 


3.4 空间 Z2 及 其 对 偶 
设 (9, 开 ,4) 为 一 测度 空间 ， 对 任 一 p :0 < p < co, 我 们 令 
L?(0,F, 4) = {f € LW, F) 4(|fP) < oo} (3.4.1) 
( 简 记 为 L?), 其 中 L(Q, 开 ) 表示 RQ 上 下 可 测 实 值 函 数 全体 ， 设 
f,g EL(,), 如 果 f=g,y-ae., 称 f 与 g 是 4 等 价 的 . 今后 ， 
我 们 将 L? 中 a.e. 相等 的 元 素 不 加 区 别 ， 即 把 L? 视 为 按 等 价 关 
系 所作 的 商 空间 ， 令 
||flls = AP)z， (3.4.2) 


我 们 将 证 明 : 对 p > 1, (ZL?,||.llp) 为 一 Banach 空间 ( 见 定理 3.4.5). 
首先 ， 我们 建立 空间 L? 的 一 些 基本 不 等 式 . 为 此 ， 我们 需要 


如 下 两 个 分 析 不 等 式 ， 其 证 明 可 在 任何 一 本 数学 分 析 书 中 找到 : 


: 


本 十 
设 a,b 为 实数 ， 0 ot 


la+b|l” < max(1,2" 71)(|lal” + |6|"), (3.4.3) 

lal? lok 
lab| < 一 -十 一 -. (3.4.4) 

了 9 
3.4.1 定理 设 f,ge CC Fr >0,1<Dpdq<co, 且 5 = 

1,s 之 1. 则 有 

nlf +g|)< Cru(lfl + 19) ), (3.4.5) 
x(|f9l) < llfllpllglls, (3.4.6) 
||f + glls < flls + llglls, (3.4.7) 


其 中 GC = max(1,2"-!). 我 们 分 别称 (3.4.5) 式 、(3.4.6) 式 及 (3.4.7) 
式 为 CC. 不 等 式 、 Holder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 . 对 p= 
gq 二 2 情形 ， (3.4.6) 式 亦 称 为 Schwarz 不 等 式 . 

证 (3.4.5) 式 可 直接 从 (3.4.3) 式 推 得 ， 现 证 (3.4.6) 式 .不妨 
设 1 < oo lgll， < oo 令 = PP 区 = g/llglis, 则 由 (3.49 


式 得 
nde 站 ws _ 1 
卫 gq 了 


(Pu) < 


此 即 (3.4.6) 式 . 
最 后 证 明 (3.4.7) 式 . 不 妨 设 f,g e 到 ,由 (3.4.5) 式 知 /9 E 工 ?， 
且 当 s=1 时 (3.4.7) 式 成 立 ， 现 设 s > 1 我 们 有 


fi +gl’dp = fi +gl|lf +gl tadp 
2 人 FINf + gl -td +t oh 


令 w >1 使 > + 5 = 1, 对 上 一 不 等 式 右 端 应 用 (3.4.6) 式 得 (注意 
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s'(s—1)= s) 
js 
+ ol。( f f+ gran), 


由 此 立 得 (3.4.7) 式 ， 证 毕 . 

3.4.2 定理 设 (9, ,4) 为 一 概率 空间 ，9 为 一 连续 凸 函 数 ( 即 
Va: 0<a<1,Vve,yeR,vpart(l—a)y) < av(z)+(1-a)yp(y)), 
又 设 fe 天 (0 大 由, 则 p(f) 关于 的 积分 存在 ， 且 有 


pp(F)) < pp(N)). (3.4.8) 


(3.4.8) 式 称 为 Jensen 不 等 式 . 

证 令 ww 表示 9 的 右 导 数 ， 则 Vz,y € R, 有 

p(T)(Yy — 72) < ply) — plz). 
于 是 有 
op (pF — pf)) < yp(f) — y(n(f)), 

两 边关 于 / 积分 即 得 欲 证 不 等 式 . 

3.4.3 定义 设 7r >0,{f,fn,n>1}cIL". 如果 j( 所 一 了 1") 二 
0,n 一 co, 则 称 ( 记 )r 次 平均 收敛 于 /简称 (f,)L” 收敛 于 了 ), 或 称 
(f) 在 L" 中 强 收敛 于 刻 记 为 f 2 


显然 ，L" 收敛 的 极限 是 唯一 确定 的 (在 y 等 价 意义 下 ), 此 
外 ， ZL" 收敛 蕴含 依 测度 收 化 ,事实 上 ， 设 。 > 0, 则 


Alfa— Hl2e)= uf fh 2 0") < Eph fh) 


3.4.4 引 理 设 7 >0,fnEL",n>1, 则 为 要 ( 扩 )L" 收 伍 于 某 
f EL", 必须 且 只 需 (所 ) 为 L" 收 全 的 基本 列 . 
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证 先 证 必要 性 . 设 所 全 户 则 由 (3.4.3) 式 得 
[fn = fml” < Cr(| 广 fh 古 [fm fl"), 


故 有 Jim A(|f 一 |") = 0. 往 证 充分 性 . 设 (所 ) 为 [7" 收 全 基本 
列 , 则 易 知 访 为 依 测度 收敛 的 基本 列 , 故 存在 fe L, 使 及 马 f( 习 
题 2.3.1). 于 是 由 Fatou 引 理 知 


nt(lfn—f1)< Jian。 Hfn — fml'), 


从 而 有 lim x(lfn 一 扣 )=0, 显然 有 7 es 天 证 毕 . 

3.4.5 定理 设 p>1, 则 (ZL?,|| :|p) 为 一 Banach 空间 . 

证 首先 ， 由 定理 3.1.6(6) 知 ，||flls = 0 会 了 = 0,a.e., 此 外 ， 
对 任 一 实数 a, 有 |lajll = |alllflls, 故 由 (3.4.7) 式 知 上 ls 为 L? 
上 的 一 范 数 . 再 由 引 理 3.4.5 知 ， (2Z?, 上 ||») 为 一 Banach 空间 . 
证 毕 . 

3.4.6 定理 设 p>1,{f,fn,n > 1}Cc LP?, 则 下 列 二 条 件 等 
价 : 

(1) llfn — flly 一 0; 
(2 fs 
此 外 ,车 fr 下 fnllp 二 fllp, 则 也 有 If 一 fllp 0. 
证 (1) 坟 (2) 显然， 由 于 


[fn — Fl? < 2°77 (fal? + |fl?), 


故 由 定理 3.2.7 推 知 (2) 全 (1) 及 另 一 结论 . 
下 面 我 们 研究 空间 Z2 的 可 分 性 ， 为 此 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 
3.4.7 引 理 令 S(Q,F) 表示 Q 上 的 丰 可 测 简单 函数 全 体 ， 
设 z>1 则 SO,F)nzZ2 在 ZL? 中 稠密 ， 


证 设 fe 21?, 由 定理 2.1.8 知 存在 f€ S(Q,),|fs| < | 玫 i 
使 得 lim fn=f. 于 是 fe LP, 且 |fn 一 flP< 2?|fl?, 故 由 控制 收 
敛 定理 知 p(|fn - 外) 一 0(n 一 o0). 证 毕 . 

3.4.8 定义 ” 设 (9, 大 站 为 一 测度 空间 ， 称 三 为 可 分 , 如 
果 存 在 一 可 分 的 天 的 子 o 代数 石 , 使 V4 e 大 ,3B e 万 , 满足 
HA( 4AB) = 0. 

3.4.9 定理 设 (0, 大 由 为 一 测度 空间 ， 为 o 有 限 测度 . 
则 下 列 断言 等 价 : 

(1) 三 为 4 可 分 ; 

(2) 对 一 切 p > 1, L? 为 可 分 Banach 空间 ; 

(3) 对 某 个 p> 1 Z2 为 可 分 Banach 空间 . 

证 (1) 坟 (2). 设 三 为 4 可 分 , 令 万 为 Qf 上 的 一 可 分 o 代 
数 ， 使 得 0 C ,上 且 YA € ,3B ee , 满足 u(4A 人 AB) = 0. 可 以 假 
定 存在 9 的 一 个 可 数 划 分 ， 0 = ,4n, 使 得 An e ,4(4n) < 
00,n 二 1,2,…, 由 定义 1.2.7 知 ， 存 在 一 代数 LC 万 , 其 元 素 个 数 
至 多 可 数 ， 使 得 4 € L,n > lc(C) = 万. 令 


XH ={> oaiTp Bie Cai 为 有 理 数 , 1 <i<n,n > 1 
i=l1 

由 习题 1.3.4 知 ， 对 一 切 p > 1,X 在 5(9,)nL? 中 按 IL? 范 数 笛 
密 ， 从 而 由 引 理 3.4.7 知 ， 允 在 L? 中 稠密 . 但 Xt 的 元 素 为 可 数 多 
个 ， 故 L? 为 可 分 Banach 空间 . 

剩 下 只 需 证 (3) 坟 (1). 设 对 某 个 p > 1, ZL? 为 可 分 Banach 空 
间 ， 则 存在 Z2 的 一 可 数 稠 子 集 KH. 令 石 =c(7)( 即 万 为 使 允 中 
元 素 为 可 测 的 最 小 c 代数 ). 则 显然 万 为 可 分 o 代数 , 且 万 C 大. 
现 设 4e 太 上 且 HA4) < ow, 则 I4 € L?， 于 是 存在 f € KH, 使 
及 全 有 ,特别 有 万 竹 有 令 取 = 革 < 廊 < 让 则 Boe 万 , 且 
BnA 人 AAClfo-Ia|> 划 . 故 有 (Bn 人 4) 一 0 一 co). 即 1p 和 二 


14， 于 是 存在 子 列 (Bw ), 使 IB,, 了 14. 令 B= lim sup Bu, 则 
BeFo, 有 Isp= 714,ae., 妈 yn(BAA)=0. 由 于 4 i 有 限 的 ， 于 
是 我 们 证 明了 大 的 上 可 分 性 . 

3.4.10 注 定理 中 关于 4 为 o 有 限 的 条 件 不 能 去 掉 ， 例如: 
设 0 = 了 BR, 丰 = B(R), 对 A4e, 令 (A) 表示 4 中 元 素 个 数 ( 车 4 
会 无 穷 多 个 元 素 ， 令 K(4) = co), 则 L1(Q, 大,p) 不 可 分 (请 读者 证 
明 这 一 事实 ). 

作为 定理 3.4.9 的 一 个 推论 ， 我 们 有 

3.4.11 定理 设 (9, 和 三 ) 为 一 可 测 空间 ，4 为 其 上 的 一 o 有 限 
测度 ， 若 下 为 4 可 分 ， 则 三 的 任何 子 o 代数 也 为 A 可 分 . 

证 设 9 为 三 的 子 o 代数 ， 则 I'(Q,9,p) 可 视 为 L1(9, 天,p) 
的 子 空间 . 依 假 定 ， 三 为 /可 分 ， 故 由 定理 3.4.9 知 ZI(Q, 大, 为 
可 分 .因此 ， 作 为 它 的 子 空间 L'(Q,9, 4) 亦 可 分 ， 再 由 定理 3.4.9 
即 知 9 为 & 可 分 ,证 毕 . 

下 面 我 们 定义 空间 L% (9, 万, 站) 

3.4.12 定义 ” 设 (Q, 开 ,4) 为 一 测度 空间 ， 令 fe C(Q, 万 ), 称 
7 为 本 性 有 界 的 ， 如 果 存 在 非 负 实 数 c, 使 得 wj > qd) = 0, 我 们 
用 Z (0, 大,A) 表示 本 性 有 界 可 测 函 数 全 体 . 设 f € Zs(Q ,大 Ah)， 


令 


fl = inf{c > 0|4([|f| > qd) = 0}. 


下 一 定理 的 证 明 是 不 足 道 的 . 

3.4.13 定理 x 是 LX(9, 下 ,4) 上 的 范 数 ， 工 (9, 下 ,pp) 
按 范 数 上] 为 一 Banach 空间 . 

设 X 为 一 赋 范 线性 空间 ， 若 了 为 上 一 有 界线 性 泛 函 ， 令 


II = sup |f(2)), 
lllg1 


i 


称 上 为 了 的 范 数 ， 熟 知 ， 和 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 按 上 述 范 数 
构成 一 Banach 空间 ， 我 们 称 它 为 X 的 对 偶 空间 , 记 为 X*. 下 面 
将 研究 L?(9, 天 ,x) 的 对 偶 空间 Z2(Q, ,pp)*. 

3.4.14 定理 设 1<p,g < o0,3 二 3 二 1, 则 IP(Q,,p)* 与 
ZL2(Q, 天 ,pp) 保 范 线性 同 构 ， 设 ge Z2(Q ,大 由. 令 


To(f)= 4(f9), f € L?(9,F,p), (3.4.9) 


则 7g < ZL?(9, 大 ,1)*,g 守 二 为 L299),p) 到 IL?(9,,n)* 上 的 一 
对 一 映射 ， 且 lgll。= 1， 

证 设 9geszZQ, 关 由 由 Holder 不 等 式 知 ， (3.4.9) 式 定 
义 了 L?(Q, 了 ,4) 上 的 一 有 界线 性 泛 函 工 , 且 | 了 中 < lglls. 往 证 
上? = llglla: 不 妨 设 jlolls > 0, 令 

了 = |g| "sgn(g), 
其 中 sgn(z) 为 x 的 符号 ， 即 sgn(z) = Too(z) -To(z). 由 于 
(gq 一 1)p= gq, 故 有 fllz = jlgll4, 从 而 
T,(f) = 4(|9|") = llglls = llgllallglla™! 
= llgllallflly. 
这 表明 7gl| > llglls, 从 而 最 终 有 | 中 = llglls. 显然 9g 一 TT 为 
Za?(Q, 开 AN 到 L?(9, 大 ,1)* 中 的 线性 单 射 , 剩 下 要 证 明 它 是 满 射 . 

设 TEe L? (0, F, 14)”, 欲 证 存在 gE Li(Q, £,n), 使 Ty 一 了 . 为 

此 ,， 令 9={4s 和 大 In4) < co 对 每 个 4<9, 令 
Ta(f) T(f1a), f € L? (9, 7, 1) 
则 Ta € IL?(0,F,p)*, 且 17a < TH. 令 


va(B) 一 Ta(Is) T(IanB), kA(B) 一 HA(4 Nn B), Be FE 


ec 


d 
则 za 为 (0,F) 上 一 有 限 符号 测度 ， 且 v4 < pa. 令 g4 = 
则 显然 有 9474e 一 0,a.e.. 下 面 证 94 E€ Lai(Q, 7, 1), 且 了 ga 二 了 4. 
为 此 , 令 En = [lga| < mn4, 则 志和 个 4. 记 hn = gaTgp,, 则 
hn E LA(Q, fF,p), 且 对 一 切 f€ L?(Q, 了 ,4) 有 
Tn (f) = 4(fhn) = np(f9ale,) = La(gaf lIs,) 


= va(flg,) = Ta(fIs,) = Tang,(f) = Ts, (f). 
这 表明 Th, = Ts,,, 于 是 有 
hnlly = 75 = HTs, | < IZ. 


由 于 hp 一 94， 故 由 Fatou 引 理 知 |lgall。< TH， 从 而 g4 < 
ZL3(Q, 大凡 于 是 有 


Tya(f) = 1(g94f) = 14(94f) = va(f) = Ta(f). 


这 表明 Th,。= Ta， 特别, 我们 有 llgalls = IIT4l|l， 下 面 我 们 将 证 
明 存在 g se I?(Q,F,1), 使 T=T. 设 AcC B,4,B e 9, 易 见 
741| < |Tsll, 且 9BT4 二 9g4,a.6. 于 是 可 取 An € 09, An, 站 使 得 


sup |Tau| = sup{llTall| A € 9}. 


令 g = lim ga, a.e.， 由 于 llgalla。 < TH ， 故 由 Fatou 引 理 知 
9 < Te 大 由 现 证 To = 了 令 4 = UA4n, 则 对 任何 f & 
L?(9, 开 ,), 我 们 有 
Ts(f)= 4(f9) = lim p(f94,) = ,lim Ta,(f) 
= lim T(f14,) = T(f14). 
因此 ， 为 证 74 = 了 ,只 需 证 明 T(f14c) = 0,vVf < 12(Q, 开 ,pp). 我 们 
用 反 证 法 , 假定 存在 某 je L?(9, 厂 ,p), 使 得 T(f14e) 冯 0. 令 DD， = 


2 


上 | > 拓 n4, 则 jp(D。s) < co, 且 由 控制 收敛 定理 知 fIp,， 人 f1I4.， 
故 存在 某 no, 使 T(fIp,,) 非 0, 即 Tp,,(f) 关 0. 于 是 Tp > 0 
令 Cn Ee An U Do, 则 


ll16. I? = llgc, ll = llga。 + gp ls 
= llga,lls + llgp,,lls = 17Ta" ll? + TD, I? 


(这 里 用 到 如 下 事实 ;A 六 Ds, = 0 过 ga, 十 9gD。 = 9c,,3.6.). 因 
此 有 sup Tc > sup; |I7A. 外 这 与 (4%) 的 选取 矛盾 . 证 毕 . 

上 述 定理 表明 : 如 果 1 < p,g < oo,3 十 1 = 1, 我 们 可 以 将 
ZJ) 视 为 L?(9, 开 ,p) 的 对 偶 ， 下 一 定理 表明 ， 如 果 风 为 
有 限 测度 ， 则 L> (8, 开 ,p) 可 视 为 D1(9, 开 ,pw) 的 对 偶 . 

3.4.15 定理 设 (Q, 大 ,为 一 cc 有 限 测度 空间 , 则 ZE(Q ,大 由 * 
与 (0 ,和 A) 保 范 线性 同 构 ,其 同 构 映射 为 : 设 ge Zee(Q, 六, 四， 


令 


T,(f) = 4(f9), f EL!(Q, F,p), 
则 ZE (9, 了,1)*,g rs 2 为 一 对 一 满 射 ， 且 loll。 = 7?|. 特 
别 有 ||fglli < llgllool|flli. 

证 设 9gszZ2(n, 大 内 易 见 克 EL 并 Ah 且 TD < 
lgllwo. 要 证 Z| = jlgllw, 不 妨 设 llgll。 > 0. 则 对 Ve :0< es< 
lgllw, 我们 有 x(lg| > llgllw -=) > 0. 给 定 <>0, 取 4c [lg|> 
gllw 一 a], 使 0 < py(4) < co. 令 f= TIasgn(g), 则 fe€ 工 (0,F,p), 
且 有 


fl = AN = x(4), 
Ts(f)= 4(f9) = p(Talg|) > (llgllw -= a)n(A). 


这 表明 ll7s|| > lgllw 一 e. 由 于 < > 0 是 任意 的 ， 故 有 Tl|| > llgll， 
最 终 有 |l7s|| = 9ll。. 


i 


现 设 Te 到 (大 由 往 证 存在 ge Zn, 大 使 六 = 了 
令 9= {4 € |h(4) < co 由 于 假定 p 是 c 有 限 的 ， 故 存在 
An&E9, 使 4,1TQ. 令 


vn(B) = T(IA,.nBp), 


和 


并 令 gn = ; -， 则 显然 有 gn € Li(Q, F,1), 且 对 f € 7 大 


Ln = H(An,.NB), PE 大 


Tas(f)=T(fIa,) = Vn(f) = pn(fgn) = K(f9n) = Ty, (f). 
由 于 llgnllw = Ta < TI,9n 人 1g,a.e., 故 geE L™(Q,,p1), 且 有 
Ts( 力 =AJg) = lim p(fg9n) = lm T(f71a,)=T(f), 


即 有 2 = 了 工 . 证 毕 . 

注 定理 3.4.15 中 关于 人 的 c 有 限 性 的 假定 不 能 去 掉 . 例如 
令 09=R, 厂 = {4cCR|A4 或 4° 为 至 多 可 数 集 }, 4 为 (0,F 大 ) 上 
的 计数 测度 ， 则 fe ZL (9, 天 ,4) 当 且 仅 当 f 在 一 可 数 集 外 为 零 ， 
且 f= ,|f(z)| < eco. 在 天 (9 大 AN) 上 定义 一 线性 泛 函 五 : 
Ff(f) = ,so f(z), 则 连续 ， 且 9g = To,w) 是 唯一 的 函数 9 使 得 
FF(f) = fgdp, 但 g 不 是 研 可 测 函 数 . 

3.4.16 定义 设 1<p,g<o0,3+3=1 {ffnn>1}cIL?. 
如 果 vg € L594, p(frg) 疗 A(f9), 则 称 ( 户 ) 在 L? 中 弱 收 敛 于 f. 

3.4.17 定理 设 1<p,g<o0,3+i=1,{f,fnn>1}cL. 
如 果 记 二 了 或 所 马 开 且 俐 fnllp} 有 界 ， 则 (fi) 在 L? 中 弱 收 敛 
于 上 了 

证 只 需 证 明 a.e. 收敛 情形 . 设 ff 自 supn fnllp=C. 
由 Fatou 引 理 ， |j < C. 设 geL. 令 4,= [1/n < lgl? <nl. 
给 定 = > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 yu(4) < 6 时 有 llgIalls < e. 由 


Egorov 定理 (定理 2.3.5(2)), 对 每 个 n 存在 Be 大 BC 4 使 
得 HA(4， \ B,) < 0， 且 (fi) 在 B, 上 一 致 收敛 于 f. 另 一 方面 ， 存 
在 no 使 得 对 一 切 n > no 有 llgIai ls < se. 于 是 当 n>no 有 


la((fi — Po < lu((fr ~ f)gTa,)| + lu((Fr — f)9Tas)| 
< nu(lfr ~ fllglIs,)+ xn(lfr — fllglTa,\s,) 
+ fr ~ fllplloTas la 
< u(r — fllglls,) + fr — fllp(llgTa\B, lla + llgTas la) 
< nu(fi ~— fllglls,) + 4Ce. 


由 此 推 知 jp(frg) 一 x(f9). 从 而 ( 访 ) 在 IL? 中 弱 收 合 于 . 

注 该 定理 对 p= 1 不 成 立 . 例如 设 = [0,1, 玉 = 8([0,1]), 4 
为 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 . 令 记 = Ilo 则 |fnlli = 1,f, 一 0, 
a.e. ,但 ( 志 ,) 不 弱 收 么 到 0. 

3.4.18 定理 设 9=N = {1,2,…}, 太 为 0 的 子 集 全 体 ， 4 
为 N 上 计数 测度 ， 则 在 L! 中 强 收敛 与 弱 收 敛 等 价 . 

证 设 (fi) 在 LL! 中 弱 收 敛 于 f. 令 

tn(A)= > ,fi), p(A) = > f0), 
i€EA i€EA 

则 ja(4) 二 (4), Y4E 大 .由 Vitali-Hahn-Saks 定理 (定理 3.3.15) 
知 ， sup >; |fn()| < oo, 且 对 任 给 = > 0, 存在 7 > 0, 使 得 


2 DB En sup D0) (| <e. 


i€A i€EA 


取 m 充分 大 ， 使 得 


> 去 <y 和 


1 “一 ?7 十 工 


网 


则 有 


> | 户 人 的 -JE DMF) =- FOI + 》 fil) + 
Fb 1 i=m+l1 


< 》 | 户 (G) — Fi)| + 2e. 
i=1 
由 于 fi 逐 点 收敛 于 f, 故 由 上 式 推 知 ( 刀 ) 在 L! 中 强 收敛 于 f. 
注 在 定理 的 框架 下 ， 对 p > 1 情形， LP? 中 的 强 收敛 与 弱 收 
敛 不 等 价 . 事实 上 , 令 fi) =0,izn; fn(n) = 4 则 filly = 1 
但 (f) 弱 收 敛 于 0. 


习 是 


3.4.1 ”证 明 简单 可 测 函 数 全 体 在 ZL (mw, 三, 1) 中 稠密 . (提示 : 
对 任 给 。 > 0, 将 [一 上, 上 ls] 分 成 有 限 多 个 其 长 度 小 于 <s 的 区 间 : 
[ao ai] (artban 令 fe = > ai 其 中 4 = 广 :(ooa])， 
4 一 六 1((aok_iap])) 大 之 2.) 

3.4.2 设 [ao,b 为 一 闭 区 间 ，k 为 [a,6] 上 的 Lebesgue 测度 . 则 对 任何 
P 了 :1 之 p < oo, [a,48] 上 的 阶梯 函数 全 体 在 L?([a, 28],4) 中 稠密 .由 此 进一步 
证 明 [a,8] 上 的 连续 函数 全 体 在 L?([a,9],4) 中 稠密 ， 此 外 证 明 L™([a, 9], x) 
不 是 可 分 的 Banach 空间 . 

3.4.3 设 (9, 入, 忆 ) 为 概率 空间 1 < pi < pz < o0; 则 由 lps < lls 
此 外 ， 有 lls -> lw co0).( 提 示 : 利用 H5lder 不 等 式 及 Jensen 不 等 
式 . ) 

3.4.4 (Hé6lder 不 等 式 的 推广 ) ” (1) 设 1<p,g,r < > 十 = >， 
则 有 |jgll- < lfllsllgll. 

(2) 设 1 < pi,p2,… ,pm <oo0,m>2, 有 8 i = 则 

p1 Pp2 pm 
有 
| 六 所 ll 
3.4.5 设 (9, 大 ,由 ) 为 一 测度 空间 ，f e Li1NnL™. 试 证 ，Yp > fe 
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1 lim fl = flo. 
3.4.6 设 入 为 及 上 的 Lebesgue 测度, 1 <p < %， f EL?r(R,B(R),N). 
对 每 个 x ER, 令 fz(t) = f(t— z). 试 证 Yzo € BR, 有 lims-zo fz — 


fzollp =0. 
3.4.7 ” 设 (Q, 大 ,由 为 一 测度 空间 ， 9 为 一 实 值 p 可 积 函 数 ， 在 


L™(Q0, F,n) 上 定义 To 如 下 : 
nD= | tear f eL™ (0,F,n). 
< 


试 证 jg = sup{|To(DI TN Nf < 1 
3.5 空间 L>(0,) 和 Ze(Q, 大 mm) 的 对 偶 


设 (Q, 和 大 ) 为 一 可 测 空间 ， 我 们 用 FTce(Q, 丰 ) 表示 (Q, 大) 上 的 
有 界 可 测 函 数 全 体 ， 对 任 一 fe Ze (9, 万 ), 令 
| = sup |f(w)), 
wEQN 
则 Ze(o, 万 ) 按 此 范 数 为 一 Banach 空间 . 
设 凤 为 大 上 的 一 有 限 可 加 集 函 数 ， 令 
aver = sup { > Iu(A) |Ai € Fi= Dn] (35.1) 
4 二 
称 ulvar 为 4 的 全 变 差 . 我 们 用 pe, 三) 表示 全 变 差 有 穷 的 有 限 


可 加 集 函 数 全 体 . 此 外 , 设 Le ba, 万 /= Di 914; 为 一 简单 
可 测 函 数 ， 其 中 a; e R,4i er 和. 令 


1 J au = S aik(Ai), (3.5.2) 
0 i=l 
易 证 ofan 不 依赖 于 f 的 具体 表达 ， 且 有 
| | fan < Fleder. (3.5.3) 
0 
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由 于 简单 可 测 函 数 全 体 在 Lx (9, 开 ) 中 按 范 数 稠密 ， 不 等 式 (3.5.3) 
式 人 允许 我 们 将 上 述 定义 推广 成 为 L”(Q, 三) 上 的 一 连续 线性 泛 函 ， 
且 (3.5.3) 式 成 立 ， 我 们 称 Ja jan 为 了 关于 人 的 积分 ， 通常 ， 我 们 
用 k(7) 简 记 /fax. 
下 一 定理 表明 ba(Q, 下) 可 以 视 为 Zn 和 大) 的 对 偶 空间 . 
3.5.1 定理 ” 设 eba(Q, 太 ), 令 


7T,(7f) = py(f), fe L™ (90, 7). 


则 十, 为 从 ZL”(9, 大)* 到 ja(9, 下) 上 的 保 范 线 性 同 构 映射 
证 ”由 (3.5.3) 式 知 TD, € L%(Q, 太 )*, 且 有 (Tl < la. 
友之 ， 设 1e Z2 (0 万) 令 


HA(4) 二 (Ia), Ac 5 


则 k 为 下 上 的 一 有 限 可 加 集 函 数 ， 显 然 有 llull。 < 人， 于 是 
HE bot,7), 且 有 T= 1. 因此 最 终 有 T= ll 定理 证 毕 . 
设 (8, 下,m) 为 一 测度 空间 ， je ba(9, 万 . 如 果 m(4) =0 二 | 


H(A4) =0,4e 下, 称 关 于 m 绝对 连续 ， 记 为 < m. 令 
ba F,m) = {nu € ba(QN, F) [4 < m}. 
设 pj € ba(W, F,m),f € L™(Q,F,m), 显然 我 们 可 以 任 选 L~(Q, 万 ) 


中 一 元 素 作为 了 的 代表 ， 定 义 1( 月 为 /关于 4 的 积分 仍 记 为 
Jo fdn, 简 记 为 x( 了 ). 这 时 有 | 
| / fan < fl lah, BS | 
| 


下 一 定理 表明 ia(9,F,m) 可 以 视 为 LX(9, Fm) 的 对 偶 空 
间 ， 其 证 明 与 定理 3.5.1 类 似 ， 留 给 读者 完成 . 


3.5.2 定理 ” 设 人 ebpa(9, 万 mh), 令 
T,(f) = 4(f), En F,m). 


则 TD 为 从 Zee(Q, Frm)* 到 ba(Q, 开 ,m) 上 的 保 范 线性 同 构 映 射 . 


3.6 Daniell 积分 


积分 的 一 个 基本 性 质 是 线性 性 ， 因 此 积分 可 视 为 [7 (9, 了 ,/) 
上 的 线性 泛 函 ， 这 一 思想 可 以 用 来 给 出 定义 积分 的 男 一 途径 一 一 
Daniell 积分 . 

3.6.1 定义 设 Q 为 一 抽象 集合 ， 对 为 0 上 的 一 族 实 值 函 数 
组 成 的 线性 空间 ， 如 果 


fexH=|fleH,fAleN, (3.6.1) 


则 称 光 为 一 向 量 格 . 
3.6.2 注 在 上 述 定 义 中 ， 条 件 fe 地 |f| eXH 等 价 于 下 列 


f,geEH=fAgEN; (3.6.2) 


fgeHfvgeN. (3.6.3) 


事实 上 ，| 川 = fv0+(- 有 V0, 赦 (3.6.3) 式 之 (3.6.1) 式 . 又 由 于 


_g+f-lg—f| 

a 

故 (3.6.1) 式 寺 (3.6.2) 式 . 由 于 fvVg=f+g 一 fg, 故 (3.6.2) 式 
访 (3.6.3) 式 . 

3.6.3 定义 设 光 为 f 上 的 一 向 量 格 ，1 为 区 上 的 正 线性 泛 

函 : 即 f,g EHa,B ER I(af +P9g) = al(f)+PI(g);f eH,f > 


0 全 了]) > 0. 如 果 工 满足 如 下 条 件 : 


fn EN,fn40=I(f) 一 0， (3.6.4) 
或 者 等 价 地 
heftf ensIh)= lm If), (3.6.5) 


则 称 为 区 上 的 Daniell 积 分 . 
3.6.4 例 设 4 为 RQ 上 的 一 代数 为 A 上 的 一 测度 ， 令 


用 二 { Dail, as ER,A;:e A,n(Ai) <o0,l<i< n,n> 1}, 
4=1 
则 为 一 向 量 格 , 设 f= 于 2 asT4; EH, 令 1(f) = ,aip(4i)， 
则 了 为 区 上 的 Daniell 积分 . 
3.6.5 例 设 (9, 大 ,pp) 为 一 测度 空间 ，H = Li(Q, 天 ,jp),1(f) = 
K(f),f eX. 则 HK 为 向 量 格 ， 了 为 和 上 的 Daniell 积分 . 
下 面 我 们 将 证 明 : Daniell 积分 可 以 延 拓 成 为 通常 的 可 测 函 数 
关于 测度 的 积分 .为 此 我 们 先 引进 若干 记号 . 
3.6.6 记号 设 姑 为 9 上 的 一 向 量 格 ， 令 
H+ = {f eH|f >0), 
HT 二 {f |3f, E KH, 使 所 个 f}, 
C={C CQlIc Een}. 
3.6.7 引 理 ”我们 有 : 
(1) fgeHt,ab>0>af+bge Ht,f vg,fAge HY; 
2) fn eH, fntf=f en; 
(3) C 对 可 列 并 运算 封闭 ， 对 有 限 交 运算 封闭 ， 
(4) f EH > VaéeR,[f>aec; 


(5) f E Hi = va>0,[f >a ed; 

(6) o(C) = ol(f es 7). 

证 (1) 及 (2) 显然 ， (3) 由 (1) 及 (2) 推 得 ， 往 证 (4). 设 
feNHtr,aER, 则 (f--o+=f-fAae Hi. 但 


[In(f 二 oa)7] A 示 Tp>al) Nn. 09， 


故 Tsaj EX*, 即 [f >alecC. 
现 证 (5). 设 f € XH， 令 fn Ee H+,fnt, 则 由 (4) 知 
(f > a=[Jf, >al ec. 


n 


最 后 ， (6) 容易 由 (4) 看 出 ,证 毕 . 

3.6.8 定理 (Daniell-Stone 定理 ) 设 X 为 0 上 的 一 向 量 
格 ， 了 为 允 上 的 一 Daniell 积分 ， 则 存在 五 =o(f |f es KX) 上 的 一 
测度 / 使 得 丸 c 瑚 (9 ,FJ 且 对 一 切 fe XW 有 I(f) = py(f). 若 
进一步 1 € XH, 这 样 的 测度 / 是 唯一 确定 的 ， 且 为 vr 有 限 的 . 

证 ”我们 将 证 明 分 为 三 个 步骤 . 

1 对 feX’, 令 


1’*(f)= sup{I(g)|g < f,g € X14}, 
则 易 知 有 如 下 事实 : 


fnENHt, fnt ff)= lim Ifn); 

fge Ni,ab>0= 7(af +b9) = ar(f) +b1*(g); 
fneE Hr, fnt f(D) = lm (fn); 

f,ge Hi,f < gs 1"(f) < (9). 


. 83 . 


此 外 ， 对 fe H+, 及 (f) ==T( 有 ). 现 令 


ed 
mr =intfar(Olcz4cech4co 
(3.6.6) 
(约定 inf0 = 十 oo). 往 证 必 为 Q 上 的 外 测度 . 
首先 ，4*(0) = 0. 此 外 , 设 Cu ecmz>l 则 U Cn ec, 故 有 


AUco = 0,) < 2 1c,) 


2 (Ic,) = Spc) 


入 = 二 


现 设 An C 0,n > 1,4 = 了 WU, An. 对 给 定 s > 0, 存在 Cn €C,CnD 
A 使 (C5) < py*(4n)+ 令 C=U,Cw, 则 CEC,Co4, 上 且 
有 

WA) SC) < pCn) < Dp (An) +e. 


由 于 >0 是 任意 的 ， 故 有 py*(4) < ,px*(4，), 这 表明 p* 为 外 测 
度 . 

2 令 M* 为 py* 可 测 集 全 体 ， 往 证 CC M*( 从 而 有 o(C) < 
AM*). 由 于 C 对 可 列 并 运算 封闭 ， 由 (3.6.6) 式 易 知 ， 若 将 J* 在 C 
上 的 限制 记 为 p, 则 pr* 为 yj 引出 的 外 测度 ， 于 是 设 A e C, 由 引 
理 1.4.5 知 ， 为 证 4e AM*, 只 需 证 YC e C,1*(0C) < co 有 


WC)>W(ANCO)+(A° NO). (3.6.7) 


令 gn E H+ 使 gn 人 Tano; 令 hr EKi, 使 hIc, 则 对 固定 n, 当 
70 一 co 时 有 
(hm — gn)t + Ic — gn € Hi*. 
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令 记 = 二 Jc-gw 则 所 Ic-Ianc = Tcnc. 设 0<e<l, 
令 Gn = [fn > 1 一 a], 则 由 引 理 3.6.7(5) 知 Ge C, 且 有 Gn > 
A“ NC,fn 二 (1 一 2)lG,, 于 是 我 们 有 


(A NO) (GW) < TT) 
1 * 
= Fh (C) — I(gn)). 
注意 到 To) 和 (I4ne) = J*(4 no), 我 们 有 
Ww(A NC)< Lm HW (Gn) 
ee Ps) 


令 =+0, 得 
H(A NC) SHC) -pp(ANO), 
故 (3.6.7) 式 得 证 . 
3° 令 为 yr* 到 olC) 上 的 限制 ， 则 为 测度 ， 往 证 定理 的 结 
论 成 立 ， 设 fe Xi, 令 


所 = 2 丽 (> 坟 ] 一 10> 轩 一 豆包 人 0> 才 ] 
k=1 k=1 
则 fe Xi, 且 f+f. 我 们 有 


I(f)= im I*(f,) = lim 去 2w/ > 区 


7 一 co 27 
= lim A(fn) = pf). 


这 表明 HU+ < 天 (大 内 且 对 fe H+4, 有 (7) 
性 推 知 对 一 般 /se XH, 有 T7) = 人 (人 

最 后 , 若 1 e 14, 则 存在 fn€E H+ 使 扩 和 1, 于 是 [fn > 引 ?9， 
但 p([f > 届 ) < 4(fn) = 31(fn) < oo, 故 4 为 o 有 限 测 度 ， 此 


= K(f). 再 由 线性 
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外 ， 设 为 一 测度 ， 使 得 
x4(f)= 1(f)=v(f),f € Hi, 


则 由 积分 单调 收敛 定理 推 知 。 AP) =v(7),Vf < 3 全, 特别 ， > 与 
/在 C 上 一 致 . 由 于 C 是 "类, 且 存 在 Cn e C, 使 Cn 9,n(C%) < 
co) 妈 > 1 故 / 与 了 在 cc(C) 上 一 致 ( 见 引 理 1.4.6),n 的 唯一 性 得 
3.6.9 注 在 定理 中 ， 如 果 不 假定 1 < Xi, 但 要 求 测度 4 满 

足 : 
HL(4) = inf{u(C)IC > 4C ec},AeF (3.6.8) 


则 / 也 是 唯一 确定 的 ， 事 实 上 ， 设 另 有 测度 ” 使 对 一 切 /es HH 
有 I(f) = v(f), 且 满 足 (3.6.8) 式 (以 > 代替 0), 则 YC es C, 令 
fn EXHt, 有 个 Io, 我 们 有 


v0)= lm v(fn)= lm Tfn) = lim A(fn) = 1(C0). 
于 是 由 (3.6.8) 式 知 ，v 与 4 在 下 上 一 致 
习 题 
0a 设 M 为 一 个 n 维 Riemann 流 形 ， 2 是 M 的 一 个 坐标 邻 
域 ， {z } 是 中 的 坐标 函数 ， {gij} 为 在 UU 中 的 Riemann 度量 系数 ， 


G = det[gij](det 表示 矩阵 的 行列 式 ). 令 Ce(M) 表示 M 上 具 紧 支撑 的 连续 
泛 函 全 体 ， 设 fe Ce(MM), 其 支撑 含 于 U, 定义 : 


[1= | Vea .ae 
ZL .JU 


对 一 般 的 f & Ce(MM), 可 利用 上 式 及 M 的 一 个 单位 分 解 来 定义 /, f. 试 证 
f 嘻 jf 为 Ce(M) 上 的 Daniell 积分 . 
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3.6.2 设 为 (了 B(R)) 上 一 非 负 有 限 可 加 集 函 数 , 且 lim v([-n,n]) 
三 1, 则 存在 (R, B(R)) 上 唯一 的 概率 测度 /使 得 对 R 上 任何 有 界 连续 函 
数 f 有 vw(f) = 4( 有 ). 


3.7 Bochner 积分 和 Pettis 积分 


本 节 介 绍 两 种 常用 的 Banach 空间 值 函 数 的 积分 一 一 Bochner 
积分 和 Pettis 积分 ， 以 下 恒 假定 五 为 数 域 多 ( 实 域 及 或 复 域 O 
上 的 Banach 空间 ，|:| 为 五 上 的 范 数 ， B( 五 ) 为 吾 上 的 Borel o 
代数 ， EE* 为 五 的 对 偶 空间 ， 此 外 ， 我 们 用 s-lim 表示 EB 中 的 强 
收敛 . 

3.7.1 定义 设 (9, 万 ) 为 一 可 测 空间 ，X :0 一 瑟 为 0 上 的 
马 值 函数 .如 果 关 关于 大 及 B(B) 可 测 ( 即 -1(8(B)) C 大 ) 则 
称 忆 为 Borel 可 测 ; 如 果 YVf es E*,f(X) 为 % 上 三 可 测 (K 值 ) 函 
数 ， 则 称 X 为 弱 可 测 ; 如 果 X 为 弱 可 测 且 有 可 分 的 值 域 ( 即 X(9) 
在 忆 中 有 可 数 笛子 集 ) , 则 称 X 为 强 可 测 ; 如 果 X 只 取 有 限 多 个 
值 ( 即 头 (9) 为 的 有 限 子 集 ) , 则 称 关 为 简单 函数 . 

令 为 (9, 下 ) 上 一 测度 ， 天 为 下 关 于 4 的 完备 化 ， 如 果 在 
上 述 定义 中 将 三 换 成 元 , 则 相应 的 Borel 可 测 ( 弱 可 测 ) 称 为 & 可 
测 ( 弱 A 可 测 ). 这 时 ， 称 X :9 一 五 为 强 A 可 测 , 是 指 X 为 弱 4 
可 测 ， 且 有 / 可 分 的 值 域 ( 即 存 在 4 零 测 集 N, 使 得 关 (Q \N) 在 
EB 中 有 可 数 稠 子 集 ). 

显然 : Borel 可 测 蕴 含 弱 可 测 ， 对 简单 函数 而 言 ，Borel 可 测 
与 弱 可 测 等 价 ， 若 为 可 分 Banach 空间 ， 则 弱 可 测 与 强 可 测 等 
价 ， 车 闫 为 Borel 可 测 ， 则 作为 关 与 互 上 连续 函数 xz r* |z| 的 
复合 ，|Xl 为 天 可 测 实 值 函 数 . 

下 面 我 们 将 证 明 强 可 测 函数 必 为 Borel 可 测 , 并 且 研 究 强 可 测 
函数 的 结构 .为 此 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 
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3.7.2 引 理 设 马 为 可 分 Banach 空间 ，S1(B*) 为 五 * 的 单位 
球 ， 则 存在 S1(B*) 中 一 序列 { 轧 上 满足 如 下 条 件 ， YJ e S1(E*)， 
可 选取 {fn} 的 一 子 列 { 记 小 使 得 Vz eB 有 limm fw (x) = f(z). 

证 令 {zn,n 1} 为 马 的 可 数 笛子 集 ，Yn > 1, 考虑 S1(B*) 
到 于 "中 的 连续 上 映射， 上 pn(f) = {f(z1),… ,f(zw)}. 由 于 KK" 
可 分 ， 存 在 S1(B*) 中 序列 {fx,k 1}, 使 得 {pn(fnw),k > 1} 在 
pn(S1(B*)) 中 秽 . 现 设 fe S1(B*). 对 每 个 n> 1, 选取 mw, 使 得 


armalet) — fed < 部 1Si<n 


则 有 lim fm (zi) = f(z2),i = 1,2,…. 由 于 fm,ll < 1,vn >1, 
故 容易 推 知 ， Vz e 万 ， 有 lim fm (z) = f(z). 证 毕 . 

3.7.3 定理 设 (9， 甩 为 一 可 测 空间 ，X :9 -一 五 强 可 测 ， 
则 存在 Borel 可 测 简单 函数 序列 {X,,}, 使 得 


[Xa < ZX n>1, s lm Xi,(w) = XW), w en. 
(3.7.1) 

特别 ， 关 为 Borel 可 测 . 此 外 ， 强 可 测 函 数 全 体 构 成 一 向 量 空间 
且 对 序列 的 逐 点 强 极限 封闭 . 

证 首先 证 明 w 嘻 |X(w) 咱 为 天 可 测 隆 数 . 令 Bo 为 包含 X(D) 
的 马 的 最 小 闭 子 空间 ， 则 为 可 分 Banach 空间 .由 于 大 的 元 
素 是 BE* 的 元 素 在 包 上 的 限制 (由 Hahn-Banach 定理 知 ), 易 知 
半 :2 于 认为 弱 可 测 的 . 设 ce Rj. 邻 


A={ol X(N Sa}, Ap = {olf(X(o) < a), fe S1(Bo), 


则 有 4 S 站 yesate ， 男 一 方面 ， VYw e 9, 由 Hahn-Banach 定 
理 知 ， 人 存在 /< 局 人 = 1, 使 得 A(X(w)) = |X(o)ll， 于 是 有 
A442 人 jesi(g:) 47; 从 而 最 终 有 4 = ee Aj. 设 序列 {f.} CC 


S1(B2) 满足 引 理 3.7.2 中 的 条 件 ， 则 易 知 4 = 门 , 4j, E 和 这 表 
示 |X|| 为 三 可 测 的 . 

由 于 基 (Q) 可 分 ， 对 任意 n > 1,X(Q) 可 被 可 数 多 个 半径 不 
超过 1/n 的 开 球 Sj.n(i = 1,2,…) 覆盖 设 zjm 为 Sj 的 球 心 ， 
rjn 为 Sin 的 半径 , 令 Bjn = 也) e Sn 则 U1B;n = 
且 由 前 面 所 证 ， Bj = {o 川 Ko) 一 zjwnl < rn} 为 开 可 测 . 令 
BI, = BumB!, = Bin — UiBinsi>2, 定义 


了 (wo) = zin， 如 果 wE Bi 


则 {7Y%} 为 Borel 可 测 简单 函数 序列 ， 且 s- lim Yi(w) = XX(w). 当 
wo) 2X 时 , 令 和 (oo) = (2), 当 I (wo) > 2lX(o) 川 
时 ， 令 X(w) =0, 其 中 0 是 中 的 0 元 素 ， 则 Borel 可 测 简单 函 
数 序列 {X} 满足 (3.7.1) 式 . 定理 中 的 另 一 结论 显然 成 立 , 证 毕 . 

有 了 上 述 准备 后 , 现在 可 定义 强 4 可 测 函 数 关 于 测度 的 积分 . 

3.7.4 定理 设 (0, 开 ,) 为 一 测度 空间 基 :9 一 了 为 一 强 上 4 
可 测 函 数 ， 如 果 Xl 为 4 可 积 函 数 ， 则 存在 中 唯一 的 元 素 ， 记 
为 Jo Xd, 使 得 


f( 上 Xdp) 这 人 f(X)dp, vf e FE”. (BE) 


这 时 有 
| 上 二 [ lxlleu. (3.7.3) 


我 们 称 X 关于 为 Bochner 可 积 , 并 称 /4%Xdp 为 关于 
4 的 Bochner 积分 , 简 记 为 p(X). 

证 如 果 在 完备 测度 空间 (9 ,元 ,由 中 考虑 ， 则 存在 一 强 可 测 
函数 闷 , 它 与 和 1-a.e. 相等 因此， 为 证 明定 理 ， 不 妨 假定 区 本 
身 是 (Q, 大) 上 一 强 可 测 函数 ， 首 先 设 X = ji1 7;14; 为 简单 可 
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Xl = 2=3lzil74 如果 | 人 | 为 A 可 积 ， 则 对 每 个 1 < i < 
nj(4i) < oo, 这 时 令 


人 Xi = 》 phias (3.7.4) 


易 知 它 不 依赖 XX 的 具体 表示 . 对 一 般 的 强 可 测 函 数 X, 令 {X,,,n > 
1} 为 满足 (3.7.1) 式 的 简单 可 测 函 数 序列 ， 假 定 XI| 为 1 可 积 ， 
则 每 个 Xnl| 为 4 可 积 ， 且 有 


1 Xuan = { Xmanll < 和风 (3.7.5) 
0 0 0 


由 于 XX 一 Xmll < 外 Xl, 故 由 上 式 及 控制 收敛 定理 知 ，{ /Xdn} 
为 巨 中 基本 列 , 从 而 强 收 敛 于 一 元 素 , 记 为 Xd. 显然 ，/[， Xdn 
不 依赖 于 满足 (3.7.1) 式 的 序列 {X} 的 选取 ， 现 设 fe E*, 显然 


有 
A( fxn) = { san, 


两 边 令 一 co 即 得 (3.7.2) 式 . 由 于 f(x) =0,YfeE EB* 二 z=0， 
故 满 足 (3.7.2) 式 的 /Xd 是 唯一 的 . 
最 后 ， 对 简单 可 测 函 数 X,, 显然 有 


| Xuanl < 人 |Xallap, 


故 两 边 令 n 一 co 即 得 (3.7.3) 式 . 
3.7.5 注 (1) 设 下 为 男 一 Banach 空间 ， 人 工 为 巨 到 所 中 的 
有 界线 性 算 子 ， 由 上 述 证 明 中 关于 /Xdj 的 定义 容易 推 知 


T( J Xaqn) a A TXd, (3.7.6) 
其 中 右 端 为 TX 关于 / 的 Bochner 积分 . 
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(2) 由 (3.7.2) 式 推 知 ，Bochner 积分 具有 通常 积分 的 线性 性 . 
(3) 设 XX 关于 4 为 Bochner 可 积 ， 则 V4 € 下 ,XI4 仍 为 
Bochner 可 积 ， 其 Bochner 积分 记 为 [4 Xdh. 令 


v(A) = 让 Xdu，4 e 丰 ， (人 7 了 7) 


则 “为 (9 大) 上 的 下 述 意 义 下 的 卫 值 测 度 : (i)v(0) =0; ( 对 4 


中 两 两 不 相交 集合 序列 {4i} 有 (二 疡 ;4i) = 二 芝 ;z(4) 我 们 


称 v 为 XX 关于 的 不 定 积分 . 显然 v 关于 4. 在 下 述 意 义 下 是 绝 
对 连续 的 ， 即 y(4) = 0 全 (4) = 0. 此 外 ， 令 


lzll = sup { > lz(4 首 (4 C 开 为 9 的 可 数 划 分 }， (3.7.8) 


i=1 


称 ||v||var 为 Vv 的 全 变 差 ， 则 有 
| A xllan. (3.7.9) 


(4) 对 Bochner 积分 ， 我们 有 相应 的 控制 收敛 定理 (见习 题 
3.7.2), 但 没有 相应 的 Radon-Nikodym 定理 (见习 题 3.7.3). 

最 后 ， 作 为 本 节 的 结束 ， 我 们 定义 弱 A 可 测 函 数 的 Pettis 积 
分 . 

3.7.6 定义 设 (9, 开 ,4) 为 一 测度 空间 ， 半 :9 一 五 为 一 弱 
4 可 测 函 数 ，A4€ 开 . 如 果 Yf EE*,f(X) 为 上 可 积 函 数 ， 且 存在 
ZA € ,使 得 

Ja = | fa vi eB”, 


则 称 XX 为 关于 /在 4 上 Pettis 可 积 , 并 称 xz4 为 和 关于 1 在 4 
上 的 Pettis 积分 , 记 为 (P)[4 Xdk. 设 及 为 研 的 子 o 代数 ， 在 
每 个 万 可 测 集 上 可 积 的 弱 /可 测 函 数 称 为 在 万 上 Pettis 可 积 . 
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特别 ， 在 和 直上 Pettis 可 积 的 弱 /可 测 函 数 简称 为 Pettis 可 积 . 这 
时 称 zm za4 为 和 的 Pettis 不 定 积 分 . 

显然 ， Bochner 可 积 的 函数 必 为 Pettis 可 积 ， 且 V4 e ,在 
4 上 的 两 种 积分 一 致 . 


习 题 


3.7.1 设 (0, 开 ,1) 为 一 测度 空间 ，X : 8 一 ?> 互 为 一 强 /可 测 函 数 . 
则 为 要 X 为 Bochner 可 积 , 必须 且 只 需 存在 一 列 简 单 可 测 函 数 {Xnu,m > 1}， 
使 得 对 a.e.w € 9,s-limn Xn(w) = X(w), 且 lim ho | — Xnlldn = 0. 

3.7.2 设 (9, 大 ,由 为 一 测度 空间 ，{X。} 为 一 列 Bochner 可 积 函数 ， 
广 为 一 强人 可 测 函 数 . 如 果 对 a.e.w,s- limn Xn(w) = X(w), 且 存 在 一 非 负 
上 可 积 函数 g, 使 得 Xj| < g, ae.yn > 1, 则 X 为 Bochner 可 积 ， 且 有 
s- limnn_ yoo 人 Xndh = / 六 dh. (提示 : ”Xn 一 Xl|| < 29g,a.e..) 

3.7.3 设 4 为 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 ，E = 工 !([0,1],B8(0,1]), 4). 
对 A € B([0,1), 令 v(A) = I4. 试 证 : 

(1) z 为 关于 绝对 连续 的 忆 值 测度 ; 

(2) 不 存在 Bochner 可 积 函 数 X: [0, 1] 一 ?> 已 , 使 得 


v(4) = 1 Xdu, vA < B([0,1])， 
A 


3.7.4 证 明 注 3.7.5(3). 

3.7.5 设 (大 W) 为 一 测度 空间 ， 刀 为 一 自 反 的 Banach 空间 ( 即 
Ep” = 也),X: 0 一 古 为 -- 弱 4 可 测 函 数 . 如 果 Vf e EB*,f(X) 为 4 可 
积 ， 则 X 为 Pettis 可 积 . 

3.7.6 设 (0 大 ,站 ) 为 一 测度 空间 ， 忆 为 一 Banach 空间 ，X :0 一 号 
为 一 A Pettis 可 积 函数 ， 则 X 的 Pettis 不 定 积分 为 一 已 值 测度 . 
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第 4 章 乘积 可 测 空间 上 的 测度 与 积分 
4.1 乘积 可 测 空间 
4.1.1 定义 设 Q1, 2 为 两 个 集合 ， 令 
41 x 02> = {(w1,w2) | WI1 和 1, wz € 02}, 
称 Qi x fz 为 81 与 92 的 乘积 . 若 (0 万 ) 及 (92 万 ) 为 两 个 可 
测 空间 ， 我 们 在 Qi x Qf。 上 定义 如 下 o 代数 : 
Xf =o{Ai x 42|41 € ,A» € fs}, 
称 万 x 五 为 乘积 o 代数 ,(Q1 x 92 万 x 三 ) 为 乘积 可 测 空间 . 
上 述 定义 容易 推广 到 任意 有 限 多 个 可 测 空间 的 乘积 情形 ， 下 
面 我 们 将 进一步 定义 一 族 可 测 空间 的 乘积 . 


4.1.2 定义 设 (Qi)ier 为 一 族 集 合 ，Q = Uicr Qi 97 表示 工 

到 9 中 的 映射 全 体 ， 我 们 令 

[[ Qi:= {2 € 01w(i) € Qi,vie 71), 

iET 
称 [Lier9; 为 (ijisr 的 乘积 . 此 外 ， 对 每 个 ie7, 令 

Ni(w)=w(i), weE 1 ®;, 
iel 

称 zi; 为 [er Qi 到 Q; 上 的 投影 (映射 ) 更 一 般 地 ,， 设 OSCT, 
令 Ts 为 [ler 9; 到 Tl;es Q; 上 的 投影 (映射 ), 即 令 


ns(w) = (wli), i€ S),w Ee [[®;, 
i€ET 


这 里 (w(i),i€ 5) 表示 [lies i 中 的 一 个 元 素 ， 它 在 指标 i 处 取 值 
为 w(2). 
设 (95 i)ier 为 一 族 可 测 空间 ， 则 在 [Licr Qi 上 定义 一 o 代 


数 如 下 : 
T[ = c(U (CD) 
ZE 了 i€I 
称 [ez i; 为 乘积 o 代数 , ([];ez Wi,Tlier 石 ) 为 乘积 可 测 空间 . 
显然 ， 乘 积 o 代数 是 使 每 个 投影 zi; 为 可 测 的 最 小 o 代数 . 
4.1.3 定理 设 0 关 3cC7 则 rs 为 (Lo9iTIL。 万 ) 到 
(Jlies iTlies i) 上 的 可 测 映射 , 
证 由 于 Tles = o(Uies(r?) -Fs ))( 这 里 闻 表示 Ties 0， 
到 9 上 的 投影 ), 故 由 命题 2.1.3 知 ， 只 需 证 


731(Jr$) -A)) cI 


is ie 
但 这 由 如 下 等 式 推 得 
ra (nh) (AF) = TCD 
4.1.4 定理 令 Po( 相 应 地 ，P) 表示 了 的 非 空 有 穷 (相应 地 , 


至 多 可 数 ) 子 集 全 体 ， 则 : 
(1) 可 测 和 矩形 全 体 


总 总 {rs'(II I Po} 
i€S 


为 Ter Q; 上 的 一 半 代 数 ， 且 o(7) = [Lier 石 
(2) 可 测 柱 集 全 体 


3z={rsTIzlsszm} 


i€S 


为 TI;er Qi 上 的 一 代数 ， 且 o(2) = Jlier 大 
G) 是 万 = {rs (LL AD)| SEP} 
我 们 将 这 一 定理 的 证 明 留 给 读者 完成 . 


习 题 


4.1.1 设 了 为 一 可 数 集 ，(Qi, 石 ) 为 一 族 可 测 空 间 . 若 每 个 石 可 分 ， 
则 [Tey 到 也 可 分 . 

4.1.2 设 (Qi, 万 )ier 为 一 族 可 测 空间 ， Ci 为 厂 的 子 类 ，i ET. 若 
对 每 个 ie To(Ci) = 五, 则 有 [Ter =o(Uier Ti (Ci)). 


4.2 乘积 测度 与 Fubini 定理 


设 (X,A,1) 及 (Y, 8,v) 为 两 个 o 有限 测 度 空间 ， 本 节 将 在 乘 
积 可 测 空间 (X x Y, A x 8) 上 定义 一 乘积 测度 yj x v, 并 讨论 关于 


测度 4 xz 的 积分 . 
4.2.1 定义 设 X 及 Y 是 两 个 集合 ， 世 是 六 xY 的 子 集 . 令 


E.= {yeY|(z,y) € EB}, 
E’”= {rz€X|(z,y) € EE}, 


分 别称 Es 及 BY 为 吾 在 z 及 y 处 的 截 口 . 
设 f(z,y) 为 XxY 上 的 一 函数 ， 我 们 将 使 用 如 下 记号 : 


fr(Y) si f(z, y), fY (2) = f(x,Y). 


4.2.2 引 理 设 (X,A) 及 (Y,8) 为 可 测 空间 . 

(1) 车 EeAxB, 则 Vz € X,yeY, 有 Es€B,EYeA/. 

(2) 车 /为 XxY 上 的 Ax8 可 测 函 数 ， 则 对 一 切 xz € X,y € 
了 所 为 Y 上 的 8 可 测 函 数 ，f9 为 XX 上 的 4 可 测 函 数 . 


证 (有) 令 C= {4xB|4e 4,Be 8B}. 则 对 一 切 BecC, 引 理 的 
结论 显然 成 立 . 令 9 = {Be AxB|Vr € X,ye YE, eB,Ey EL 
则 9g 为 类 . 由 于 C 为 类， 有 ol(C) = 4x 8, 故 由 单调 类 定理 
(定理 1.2.2) 知 ， 对 一 切 Be A x B, 引 理 结论 成 立 . 

(2) 容易 由 定理 2.2.1 推 得 . 

4.2.3 引 理 令 (X,A,p) 及 (YB,v) 为 两 个 o。 有 限 测度 空间 . 
设 瑟 E A x B, 则 函数 xz 路 v(B) 为 4 可 测 ， 函数 y mA(EB2%) 为 
B 可 测 . 

证 首先 设 v 为 有 限 测度 , 令 C= {4xB|lAeA,Be B}, 
令 9= {BE AxBlz 泌 v(B,) 为 4 可 测 }, 则 显然 有 C c 9( 因 
v((4xB):) = I4(z)v(B)), 且 9 为 入 类， 故 由 单调 类 定理 知 9 3 
0(C) = 二 A4xB, 即 9 = Ax 8B 现 设 > 为 有限 测 度 任 取 苹 
的 可 数 划分 {PD 使 Ds e B,zv(Dn) < com > 了 令 mm(B) = 
v(BNMD,),B eB, 则 wi 为 有 限 测度 ，v = 对 vw. 于 是 


Z( 五 =) 一 >》 mE;), EbE € A x B, 


n=1 


从 而 汕 数 zxv(E,) 为 4 可 测 ， 同 理 可 证 函数 yy(BY) 为 B 可 
测 . 

4.2.4 定理 设 (X,A,1) 及 (Y,B,v) 为 两 个 o。 有限 测度 空间 . 
则 在 4 x 8 上 存在 唯一 的 测度 wx v, 使 得 


(uxv)(AxB)=1(A)v(B), Ae A,BEBR. (4.2.1) 
(从 而 xv 亦 为 oc 有 限 . ) 此 外 ， 对 任何 瑟 e A x 8, 有 
(1 xv)(E) = 人 v(B,)u(dr) = [ (EY)v(dy). (4.2.2) 
测度 jy xv 称 为 4 与 v 的 乘积 . 


证 由 引 理 4.2.3, 我 们 可 在 4x 6 上 定义 如 下 集 函 数 Xi 及 和 2: 
ANE) = / (Bouldr), EeAxb, 
X 
(可 = nlEr)dy), BeAxB, 
Y 


显然 ， Ai 及 和 2 均 为 测度 ， 且 有 
MN(AxB)=MN(AxB)=n(A)v(B), Ae ABEeB. (4.2.3) 


令 C={4xB|Ae 4,BeB), 则 C 为 半 代 数 ( 见 定理 4.1.4). 依 假 
定 ，4 及 v 为 o 有 限 测度 ， 故 满足 (4.2.1) 式 的 测度 在 C 上 也 是 o 
有 限 的 . 因此 , 由 测度 扩张 的 唯一 性 ( 见 定理 1.4.7) 知 , 满足 (4.2.1) 
式 的 测度 是 唯一 的 . 特别 ， 我 们 有 Xi = 22, 令 4xv= 和 =X2, 即 
有 (4.2.2) 式 . 证 毕 . 

下 面 我 们 研究 关于 乘积 测度 的 积分 . 

4.2.5 定理 令 (X,4,p) 及 (Y,B,v) 为 o 有 限 测度 空间 ， f 
为 XxY 上 的 非 负 4A4x8 可 测 函 数 ， 则 函数 z 嘻 fy fedv 为 4 可 
测 ，y 品 /xfYdyx 为 B 可 测 ， 且 有 


je fd(uxv) SS fYdu)v(dy) s/t, fadv)n(dr). (4.2.4) 


证 ”不妨 假定 4 及 > 均 为 有 限 测度 . 令 C = {4xBIAE 
A, Be B8}. 由 定理 4.2.4 知 ， C 中 集合 的 示 性 函数 满足 定理 的 结 
论 . 故 由 定理 2.2.1 知 : 对 一 切 有 界 的 Ax 8 可 测 函 数 f, 定理 的 结 
论 成 立 . 因此 ， 对 一 切 非 负 4x 可 测 函 数 f, 定理 结论 亦 成 立 , 

4.2.6 系 在 定理 4.2.5 的 假设 下 ， 若 f 是 一 非 负 可 积 函 数 ， 
则 Mzlz( 户 ) = oo = ZU = co =0. 

证 直接 由 (4.2.4) 式 看 出 . 

| 下 一 定理 称 为 Fubini 定理 . 它 使 我 们 可 以 用 释 积 分 来 表达 关 
于 乘积 测度 的 积分 . 


4.2.7 定理 设 (X4A) 及 (总 Bz) 为 o 有 限 测度 空间 ， / 
为 xY 上 一 4A x 8 可 测 函数 .车 f 关于 xv 可 积 (相应 地 ， 
积分 存在 ), 则 有 下 列 结论 : 

(1) 对 jrae. z, fs 为 v 可 积 (相应 地 ， 关 于 v 积分 存在 ); 对 
V-a.e. y, 9 为 4 可 积 (相应 地 ， 关 于 / 积分 存在 ); 


O) 令 
ee | 人 
0， 其 他 情形 ， 
a | Jx frdn， 若 户 为 4 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 )， 
0， 其 他 情形 ， 


则 i 为 上 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ), 17 为 v 可 积 (相应 地 ， 积 分 
存在 ). 且 有 


/fa x) = .Tons) = [Ta (2) 


证 首先 设 f 为 非 负 且 为 人 xz 可 积 . 则 由 系 4.2.6 知 结论 (1) 
成 立 ， 且 有 


T7(z) 一 v(fz), H-a.e. 7, 
Ii(y) =J(fY), v-a.e. y. 


结论 (2) 由 (4.2.4) 式 推 得 ， 对 一 般 f, 分 别 考虑 f+ 及 f-, 即 
得 定理 结论 . 
注 由 于 v(fs) 是 人 ae 有 定义 的 ，j(fY) 是 v-a.e. 有 定义 
的 ， 所 以 通常 也 将 (4.2.5) 式 写 成 (4.2.4) 式 的 形式 . 
Fubini 定理 有 很 多 的 应 用 .我 们 将 通过 下 面 的 习题 向 读者 介 
一 些 应 用 的 例子 
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习 题 


4.2.1 设 RR 为 实 直线 , 试 证 8(R) x B( 了 及) = B(R?). (注意 : 对 一 般 拓 
扑 空间 X, 不 一 定 有 B(X) x B(X) = B(X x X), 一 般 只 有 B(X) x B(X) C 
B(X x X), 参见 引 理 5.6.4.) 

4.2.2 设 (X,A,1) 及 (YB,v) 为 o 有 限 测度 空间 ， 已 e A x 8, 则 
下 列 条 件 等 价 : 

(1) (4 xr)(E)=0; 

(2) 4(EY) = 0, v-a.e. y; 

(3) v(E:) = 0, J-a.e. 7. 

4.2.3 设 (X,A) 及 (YB) 为 可 测 空间 ， Am 及 为 (X,A) 上 的 o 
有 限 测度 ， Hpa 及 v2 为 (YB8) 上 的 c 有 限 测 度 . 车 ni 且 v2 < pw2) 
则 x vs <& ji x 12, 且 有 | 


d d 
(z ,y) 一 ve TY) Hl X M2-a.e.. 


d(vi XxX v2) 
da x p2) 


4 和.2.4 设 2 mn amn 为 绝对 收敛 的 双重 级 数 ， 试 用 Fubini 定理 证 明 


3 


m=1 n=1l n=1 m=1 


4.2.5 试用 Fubini 定理 证 明 去/ exp(- 守 )ds = 二 1.( 提 示 : 考虑 


/ exp(-S)de / exp(- 村 )dy, 


并 令 7? = zz? 十.) 
4.2.6 设 (X,A, 1) 为 c 有 限 测度 空间 ， 了 为 X 上 的 一 非 负 .4 可 测 


二 人 J 


(提示 : 设 入 为 (R,B8(R)) 上 的 Lebesgue 测度 ， 


E={(z,y EXxR|o0<y< f(z)), 


. 99 . 


则 和 BEo) = f(z).) 

4.2.7 设 f(t) 及 glt) 为 [0,o0) 上 的 两 个 右 连续 增 函 数 ， 我 们 用 jj 
及 He 分 别 表示 它们 在 [0, co) 上 诱导 出 的 测度 ( 见 定理 1.5.4)， 试 证 ， 对 
0<za<b<o, 有 


b b 
0 I 站 Pr / yy 


其 中 g(s 一 ) = limetrts 9g( 罗 (记号 二 计 s 表示 二 僵 s， 且 上 < s).( 提 示 : 将 
(a,9] x (o 引 表 为 {(z,y)la<z<y<jfjutzglao<y<z<tb 并 分 别 
计算 它们 的 Ar x pg 测度 . ) 

4.2.8 ” 设 /EL (R),g EI?(R), 则 有 下 列 结论 

(1) (zz 区 f(z 一 tjg(t)? 为 B(R?) 可 测 ， 且 Lebesgue 可 积 ; 

(2) 对 ae.z,try f(z 一 tjg(t) 为 Lebesgue 可 积 . 


定义 了 与 9 的 卷 积 如 下 : VYVz€R, 令 
二 { f(z 一 t)g(t)dt， 可 积 情形 ， 
* a 
0， 其 他 情形 ， 


则 f*g€ LI?(R), 且 有 如 下 的 Young 不 等 式 : |f * gl < fllillglly. 
(提示 : 对 1 < p < oo 情形 ， 利 用 Holder 不 等 式 及 Fubini 定理 . ) 

(3) 若 9 有 界 ， 则 f *g 连续 ， (提示 利用 习题 3.4.8.) 

4.2.9 (Steinhaus 引 理 ) 设 马 为 RB 的 一 Borel 子 集 , 令 D(E) = 
{zy|zy eB 若 已 的 Lebesgue 测度 ME) > 0, 则 D(B) 包含 一 含 原 
点 的 开 区 间 . (提示 不 妨 设 入 EB) < co, 以 > 十 已 表示 {2 十 y|y E 五 } 以 
一 马 表 示 {~-z|z € EE}). 令 F(z)= MMEN(z+E)), 则 F(x) = I-g*Ig(z). 
由 习题 4.2.8(3) 知 F(z) 连续 ， 又 依 假定 F(0) > 0.) 

4.2.10 (Steinhaus 引 理 的 推广 ) 设 4,B 为 BR 的 两 个 Borel 子 集 , 
令 D(A4,B) = {y 一 zly € 4,z € B}, 若 和 (4) > 0, 自 A(B) > 0, 则 
D(A,B) 包含 一 非 空 开 区 间 . (提示 : 不 妨 设 和 (4) < oo, 和 A(B) < co, 令 
F(z) = AAN (z+B)), 则 F(z) = I_a* Is(z), 且 由 Fubini 定理 知 
了 f(z) 和 (dz) = 和 (4A)X(B). 于 是 存在 某 z, 使 F(z) > 0.) 

4.2.11 设 f(s;9) 为 定义 于 V = (a, 如 x (cy 四 上 的 
如 果 f 满足 下 列 条 件 : 


- 实 值 连续 函数 . 
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yn 


(1) 放 在 V 上 存在 且 连 续 ， 
(2) 对 某 个 Zo € (ob) 匣 [1(zog)] 对 一 切 ye (c,d) 存在 ; 
四 区 在 了 上 存在 用 
则 时 ,让 558y 在 Y 上 存在 ， 且 有 2 EE 
Fubini 定理 得 


f (3,9) — f(zo0,5) — f(z, yo)+ f(zo0, yo) = 人 小 2 


部 沪 .提示 : 任 取 yo e (c,d), 由 


其 中 对 每 个 € (ob)， 网 Bd 为 y 的 连续 函数 , ) 


4.3 由 o 有 限 核 产生 的 测度 


本 节 将 推广 4.2 节 的 结果 . 

4.3.1 定义 令 (X,A) 及 (Y,B) 为 两 个 可 测 空间 ， 一 函数 
和 :人 x 有 一 [0,co] 称 为 从 (X,A) 到 (YB) 的 一 个 核 (kernel), 如 
果 它 满足 下 列 二 条 件 : 

(1) Vz € XX，K(zx,-) 为 (7, 8) 上 的 测度 ; 

(2) VB e B,K(., B) 为 上 的 A 可 测 函 数 . 
称 K 为 有 限 核 , 如 果 Vz e X, K(xz,Y) < oo; 称 到 为 概率 核 , 如 果 
Vz € X,K(z,Y) = 1; 称 为 oc 有 限 的 , 如 果 存 在 Y 的 -个 可 数 划 
oO R00 1, 有 
K(z, B,) < 

4.3.2 命题 设 K 为 从 (X,A) 到 (YB) 的 一 个 核 | 为 (X, A) 
ee f 为 Y 上 的 一 非 负 8 可 测 函 数 . 

(DD) 令 xv(B)= fxK(z,B)y(dz), Be 8B, 则 wv 为 (Y,8B) 上 的 一 


测度 
(2) zy f(yK(z,dy) 为 X 上 的 一 A 可 测 函 数 
(3) 我 们 有 
/ fwv(ay = /| f FW dlas). (4.3.1) 
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证 (1) 显然 ,为 证 (2) 及 (3), 首先 考虑 非 负 简 单 可 测 函 数 f， 
然后 利用 定理 2.1.8(2). 

下 一 定理 推广 了 定理 4.2.4. 

4.3.3 定理 设 下 为 从 (X,A) 到 (Y,8) 的 一 个 co 有限 核 ，4 
为 (X, 4A) 上 的 一 测度 . 

(1) 令 N(z, BE) = K(z, EBs),EB Ee Ax 6B, 则 N 为 从 (X,A) 到 
(XX xYA xB) 的 一 个 c 有 限 核 . 

(2) 令 


uK(E) = 上 人 K(x, Es)u(dz), EE AxB, (4.3.2) 


则 EK 为 A xB 上 的 一 测度 ， 且 有 


uK(Ax B)= 人 K(z,BJuldz), Ae A,BEB. (4.3.3) 


(3) 车 4 为 o 有 限 测度 ， 则 pK 亦 为 o。 有 限 测 度 ， 且 它 是 
(X x 了 YA x BB) 上 唯一 满足 (4.3.3) 式 的 测度 . 

证 (1) 首先 ， 对 任何 ze X,N(z,*) 显然 是 (XxY,AxB) 上 
的 测度 ， 令 {Bn,n > 1} 为 Y 的 一 可 数 划 分 ， 使 得 Br es 8B,n > 1， 
有 目 对 一 切 zE X, 及 n>1, 有 K(z,B) < oo. 令 


Bu ACOAEAdCEB, 
90, = {Ee Ax 8,| N(.,E) 为 4 可 测 }， 


则 Ci 为 和 xB, 上 的 类， 且 生 成 o 代数 4 x B 显然 9。 为 
天 x Bn 上 的 入 类 ， 且 9%, D2 Cn, 故 由 单调 类 定理 知 6% = A x B,. 
现 设 BeEAx8, 令 万 ,= EN(X xB,), 则 易 知 En€E AxB,, 且 
互 = ?1 Ba. 于 是 我 们 有 


N(z,E) = >_ N(x, En), x € X, 
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从 而 N(,) 为 4 可 测 . 此 外 , 我 们 有 N(z;X x B,) = K(x, B,) < 
co, 因此 N 为 从 (X, -0 到 (XxYAx 8B) 的 oc 有 限 核 . 

(2) 显然 . 往 证 (3). 设 /为 v 有 限 测度 , 令 {4n,n>1} 为 X 
的 一 可 数 划 分 ， 使 得 4 e .4 nu(4n) < oo,n > 1. 令 {Bn} 如 在 (1) 
的 证 明 中 所 取 的 Y 的 划分 ， 再 令 


Amgl = —1<K(,B)<IHNAn, m,k,l>1, 
则 对 一 切 k> 1, 我 们 有 ,1 hmr = X, 且 有 


LK(Am,kr x Br) = K(z, Br)n(dr) < oo， 
Am,k,l 

由 于 px Amrn X Bn = XxXY, 故 pK 限于 半 代 数 C = {4 x 
B| Ae A,B Ee 8} 为 co 有限， 因此 由 定理 1.4.7 知 ， 满 足 (4.3.3) 
式 的 测度 UK 是 唯一 的 ,证 毕 . 

如 果 对 每 个 ze 六 及 (z,*) =v, 则 jjK = 4xwv. 因此 ， 下 一 
定理 推广 了 定理 4.2.5. 

4.3.4 定理 设 玉 为 从 (X,A) 到 (Y,8) 的 一 个 o。 有 限 核 ，k 
为 (X, A) 上 的 一 o 有 限 测 度 ，f 为 xY 上 的 一 非 负 A4xB 可 
测 函 数 ， 则 : 

(1) z 祝 yf(z,y)K(z,dy) 为 4 可 测 函数 ; 

(2) 我 们 有 


人 ai= [ [fewrean)aa). 439 
证 令 C = {4xBIAe 多 Be 8B}, 不妨 假 定 4 为 有 限 测 
度 ， 且 对 一 切 = & X,K(z,-) 也 为 有 限 测度 (否则 ， 分 别 取 X 及 


工 的 可 数 划分 {4n*} 及 {Bn}, 使 得 Yvze X,n > 1 有 K(zx,B) < 
co,H(4n) < co, 并 在 每 个 4 x Bm 上 考虑 问题 ) 由 命题 4.3.2 及 


“103 . 


(4.3.3) 式 易 知 : 对 5 中 集合 的 示 性 函数 定理 的 结论 成 立 ， 故 由 定 
理 2.2.1 知 ， 对 一 切 有 界 的 A x 8 可 测 函 数 f 结论 成 立 ， 最后， 由 
积分 的 单调 收敛 定理 推 知 ， 对 一 切 非 负 4 x 8 可 测 函 数 f 结论 成 
立 . 证 毕 . 

习 题 


4.3.1 (Fubini 定理 的 推广 形式 ) 设 天 为 从 (X,A) 到 (Y,B) 的 一 个 
0 有 限 核 ，4 为 (X,-4) 上 的 c 有 限 测 度 ， HK 为 (4.3.2) 式 定义 的 测度 . 
若 f 为 XY 上 一 Ax 8 可 测 函数 , 它 关 于 HK 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 )， 
则 有 下 列 结论 : 

(1) 对 jra.e.z, fz 关于 KK(z,) 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ); 


(2) Vz €E X, 令 
i jy 拓 (Y)K(z,dy) ， 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ) 情形 ， 
Nl 其 他 情形 ， 


则 Zi 为 & 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ), 且 有 


a Ha 四 = 人 row 


4.3.2 设 (Xi -5)7 = 1 为 可 测 空间 ，ja 为 (Xi1,A1) 上 的 一 o 
1 一 “一 工 
有 限 测度 . 对 2 <i<m 设 天 (zzi-ldzi) 为 从 (TI .4) 
到 (Xi, i) 的 一 个 c 有 限 核 .证 明 下 列 结论 : 
(1) 在 (TI ,TI 4;) 上 存在 唯一 的 测度 ,使 得 对 一 切 可 测算 
形 El 45 6 [li -45 有 


nL =] me Kn de,) 


7=1 


此 外 ， 4 是 o 有 限 测度 ; 
(2) 设 f 为 ([[7_1 Xi, TT;_; 4;) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 有 


/rw=/ mony) / Keudoo) 天 (zzn-2ydzn-1) 
X1 X2 Xn—1 
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i 
| 


-人 jz Zn) 开 (zzn lydzn) 
Xn 


4.3.3 设 Ki, Kz 为 从 (X,A) 到 (Y, 好 ) 的 oo 有限 核 ，j1, 2 为 (X, A) 
上 的 测度 . 为 要 ju Ki 关于 jo K2 绝对 连续 ， 必 须 且 只 需 1 关于 2 绝对 连 
续 ， 且 对 AL1-a.e.2 € 广 ， Kil(z, -) 关于 K2(z, -) 绝对 连续 . 此 外 ， 这 时 有 


d(p1 Ki) dK (z, -) 


da 
d(1z Kz) (z,y) 二 dKz(z, .) (Wa (®): 


4.4 无 穷 乘积 空间 上 的 概率 测度 


在 概率 论 中 , 我们 经 常 要 讨论 任意 有 限 多 个 试验 (不 一 定 相互 
独立 ) 为 了 能 在 同一 概率 空间 中 考虑 它们 ， 我 们 需要 在 无 穷 乘积 
可 测 空 间 上 构造 概率 测度 . 下 一 定理 (Tulcea 定理 ) 解决 了 这 一 问 
题 . 

4.4.1 定理 令 (Qj, 万 ),j = 1,2,… 为 一 列 可 测 空间 ， Q = 
[II 9 和 = 林产 :万 ,总 为 (1 万 ) 上 的 一 概率 测度 ， 对 每 个 
1 之 名 设 Ps,wi-n dwi) 为 从 (Ti 93, IL) 到 (Qi, £5) 
的 一 个 概率 核 ， 则 存在 (Q,) 上 唯一 的 概率 测度 P, 使 得 对 一 切 
n>1, 有 


P(B"x ] ®)=P,(B"), Br"e 1, (4.4.1) 
j=1 


j=n+t+1l1 


其 中 忆 , 为 了 ,万 上 如 下 定义 的 概率 测度 (见习 题 4.3.2): 


P= Pd) 人 Pl(wi, dw2) 人 / Pl(wi, “mn 一 2) dwn_1) 
Q1 > -1 


/ TBr (wi) Wn) P(e ,wn 1 dwn). 
On 


证 设 n>m 为 两 个 自然 数 ， 则 显然 有 


Pn(B™ x [I Qj) = Pm(B™), 
j=m+1 

于 是 按 (4.4.1) 式 可 在 可 测 柱 集 全 体 2 上 唯一 定义 一 集 函数 P. 
令 fF" = {B” x | 9)| B"* € II-: 万 则 ”CC Fn"+l,， 且 
U, Fr = 2. 由 于 尸 限于 每 个 "为 概率 测度 ， 故 卫 在 代数 Z 上 
是 有 限 可 加 的 . 往 证 PP 为 2 上 的 概率 测度 ， 为 此 只 需 证 了 在 空 
集 0 处 连续 ， 我 们 用 反 证 法 .假定 有 4。e Zn > 1 4 + 使 得 
lm P(A4w) > 0. 必要 时 在 序列 (4) 首 项 前 添加 若干 项 2, 且 在 两 
个 集 4 及 4i11 之 间 适 当 重复 若干 项 4 我 们 可 以 进一步 假定 
AnE "因此 有 hn = B” xTI 905 由 于 Anti < 4 我 们 有 
B"+1l C B"7 x Qn41. 此 外 ， 对 每 个 n> 1， 


P(An) = 和 gD (wi) Pi (dw), 
其 中 


gD (wi) = 人 Penaa 人 TBn(ol…wn)P(woi ,dwn). 
由 于 TBn+i(wly 3 “Wnt1) <Ipn (wa， 2 , Wn ), 故 对 固定 的 wi, gt (wi) 
单调 下 降 趋 于 某 极限 hi(w1). 由 控制 收敛 定理 ， 我 们 有 
hi(wi)Pi(dwi) = lim P(A,) >0. 
Q1 人 一 OO 
于 是 存在 wi € Qi, 使 hi(w1) > 0. 实际 上 ， 必 有 wi e B'. 否则 ， 
对 一 切 n> 1 有 Tar(w4ywi… wn) = 0, 从 而 99 (w) = 0, 这 导致 


hi(wi)=0. 
现 设 n>2, 则 


gw!) = / ee 
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其 中 
g(2) (w2) Sw Peteaa [ TBn(wl,wa Wn) 
Qs Qn 


P(wi, wz, wn ;Wn—1; dwn). 


如 上 所 证 ， 可 知 9 名 (ws) 上 hz(w2). 由 于 9g)(w1) 局 ha(w1) > 0, 故 
存在 os ?>, 使 和 2(o2) > 0. 如 上 所 证 ， 可 知 (wofwg) e B?2. 

最 后 ， 由 归纳 法 可 得 到 一 点 列 {w1,w3,…}, 使 得 w es 9j 且 
(w1 ,wn) E B". 因此 最 终 有 (of eE 站 224 = 由 这 导致 
矛盾 这样 ， 我 们 证 明了 PP 为 代数 3 上 的 概率 测度 . 由 测度 扩张 
定理 知 ， 它 可 唯一 地 扩张 成 为 下 = o(Z) 上 的 概率 测度 ， 证 毕 . 

4.4.2 系 (Kolmogrov 定理 ) ” 设 (9 万, 万) 为 一 列 概率 空 
间 ， 令 8 = TD， 下 = TI2: 万 , 则 存在 (9, 大) 上 的 唯一 概率 
测度 P, 使 得 对 一 切 n> 1, 对 一 切 4; € ,1 < 7 了 <n, 有 


二: 


;x I Q;) = TI P64;). (4.4.2) 


了 一 ?十 1 


习 题 


4.4.1 设 {(Q; 万 ,PJie 了 为 一 族 概率 空 s 间 ， 令 Po(D) 表示 了 的 非 
空 有 限 子 集 全 体 ， 则 在 ([ -9;:, [[,。, 元 ) 上 存在 唯一 的 概率 测度 已, 使 得 
对 任何 Se Po(T), 有 


P([ 4， x II oj = [Ps)， 和 Ef,ies. 


i€S i€EI\S i€S 


(提示 : 利用 定理 4.1.4(3). ) 
4.4.2 ” 试 将 定理 4.4.1 推广 到 任意 无 穷 多 个 可 测 空间 乘积 情形 . 
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4.5 Kolmogorov 相 容 性 定理 及 Tulcea 定理 的 推广 


本 节 将 给 出 Kolmogorov 相 容 性 定理 及 Tulcea 定理 的 一 个 推 
广 形式 ， 为 此 我 们 先 引入 紧 类 概念 ， 它 是 Hausdorf 空间 中 的 紧 集 
类 概念 的 抽象 化 . 

4.5.1 定义 设 C 为 上 一 集 类 .如 果 下 列 条 件 满足 : 


{Cn,n>1}CC, No.=0> 对 某 个 mm 门 Cs = 
= n=1 
则 称 C 为 紧 类 . 
4.5.2 引 理 设 5C 为 已 上 的 紧 类 ， 则 Cuyr 及 Cs 都 是 紧 类 . 这 
里 Cuy 及 Cs 分 别 表示 用 有 限 并 及 可 列 交 运 算 封 闭 C 所 得 的 集 类 . 
证 Cs 显然 是 紧 类 ， 只 需 证 Cuy 是 紧 类 . 设 D， = CE 
Cuf,n 1, 使 得 对 一 切 p > 了 0, Dn 天 人 令 7 表示 那些 对 每 个 
大 二 人 到: 


n<p 
由 于 


Np.=-N Ue- Uncm 


n<p n<pm=1 {mn}€J n<p 
于 是 对 每 个 p > 1 非 空 . 显然 有 见 2 Hp >1, 往 证 门人 关 . 
卫 


对 每 个 n > 1 任 取 J 中 一 元 素 {m,n > 1}， 由 于 对 固定 的 
n,1 < mg) < Mn 对 一 切 4 成 立 ， 从 而 对 任 一 由 无 穷 多 个 自然 数 
组 成 的 集合 A, 必 有 无 穷 多 个 9 属于 A, 使 得 ml 取 相同 值 . 因 
此 ， 由 归纳 法 可 构造 一 序列 {m;,n > ]j, 使 得 它 属于 J 了， 且 对 一 
切 p > 1 及 1<n<p,m* = ml 对 无 穷 多 个 4 成 立 ， 这样 一 
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来 ， 对 任 一 p > 1, 存在 g > p, 使 mx = mi,1<m<p 由 于 
{m%,n 之 1}€ Cc 记 , 故 由 万 的 定义 知 {m*%,n > Te 胃 , 于 是 
{mn 之 十 E 门 罗 从 而 对 一 切 0 Cw" 头 人. 但 依 假定 ，C 为 
紧 类 , 故 介 CY 六 0, 从 而 由 D0( 注 意 、 站 Da > D2*). 这 
表明 Cuj 为 紧 类 . 证 毕 . 

4.5.3 引 理 设 A 及 i 为 上 的 半 代 数 ，A1 2 A,C 为 马 


上 一 紧 类 ， 且 CC 1. 令 4 为 41 上 的 一 非 负 有 限 可 加 集 函 数 ， 
且 p(B) < oo. 若 对 一 切 4< .4 有 


H(A)= sup{u(C)| C CA, CeCh 


则 限于 4 为 o 可 加 的 . 

证 首先 假定 4 及 .4 为 上 的 代数 .由 定理 1.3.4 知 : 为 
了 证 4 在 A 上 为 o 可 加 ， 只 需 证 / 在 空 集 0 处 连续 设 4。< 
A, 440. 给 定 s > 0, 依 假定 ， 对 每 个 n, 存在 C。C 4 Ce C， 
使 AL4n) < AMCn) 二 e/2". 由 于 门 ,Cn c 门 , 4 = 0, 故 由 C 是 紧 
类 的 假定 ， 存 在 正 整数 m, 使 人 1 Cn = 0, 即 有 U1 C$ = 五 ,于 
是 有 


(Je) cL] V0: 
入 n=1 
因此 ,对 > m, 我 人 有 


DR 


n=1 

这 表明 ,lim wm4x) < <. 但 => 0 是 任意 的 ， 故 lim 4n) = 0, 因 
此 4 限于 4 为 o 可 加 的 . 

现 设 4 及 41 为 上 的 半 代 数 . 令 4 及 4 为 分 别 由 Al 及 

A2 产生 的 代数 ， 则 4 可 以 唯一 地 扩张 成 为 A1 上 的 有 限 可 加 集 函 
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数 ， 且 对 一 切 4E 4, 有 
A(4) = sup{u(C)| CCA,Cecus}. 


但 由 引 理 4.5.2 知 ， Cuy 为 紧 类 ， 故 由 已 证 结果 知 : 4 限于 4 为 
o 可 加 的 ,特别 ， 4 限于 4 为 o 可 加 的 . 证 毕 . 

4.5.4 定义 设 (EB,E,1) 为 一 测度 空间 ， 称 4 为 E 上 的 紧 测 
度 , 如 果 存 在 紧 类 C C 2, 使 得 对 一 切 4< E, 有 


4(A)= sup{1u(C):CCA,C EC}. 


一 定理 是 经 典 的 Kolmogorov 相 容 性 定理 的 推广 形式 . 
设 了 为 一 无 穷 集 ，Po(7) 为 工 的 非 空 有 限 子 集 全 
体 ， 设 (0 万 )ier 为 一 族 可 测 空间 .对 每 个 了 <e Po(D), 设 产 为 
(LL 9 1 上 的 一 概率 测度 假定， ” (1) 每 个 五 为 (ai 万 ) 
上 的 紧 概 率 测度 ， (2) {Pr,T € Po( 了 )} 满足 如 下 相 容 性 条 件 ， 对 
CT, 有 


Pn, (47 ) 一 Pr, (4n x II 0 AT, € II fi, (4.5.1) 
i€T2 \T 2ET1 


则 在 (1011) 上 存在 唯一 概率 测度 P, 使 得 对 一 切 了 < 
Po(7), 有 


P(Ar x TI ®: 和 Pr(A7), Ar e [I AF: (4.5.2) 
iEI\T iET 


s= {H4xIIo 4hie FieT), 


TeEPo(TD) ieT ig 
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则 5 为 半 代 数 ， 且 o(5) = Lier 万. 令 
P(II4:xI1®)=Pr(IIA:), 
iET i¢gT iET 


由 {Pr,T Ee Po} 的 相 容 性 知 ， 如 上 定义 的 己 在 S 上 唯一 确定 ， 有 
限 可 加 ， 且 有 P( (1 9Q;) = 1. 因此 ， 由 引 理 4.5.3, 为 证 P 在 S 上 o 


可 加 ， 具 需 证 存在 紧 类 CC 5, 使 得 对 一 切 Ae S, 有 

P(A) =sup{P(C)| CCcA,Cec}. (4.5.3) 
依 假定 ， 对 每 个 ie 也 存在 0; 上 一 紧 类 Ci C 三, 使 得 对 一 切 
4ie 万 ,有 已 (4i) = sup{Pi(C)| CC hi,C € Ci}. 不 妨 设 每 个 Ci 
对 可 列 交 运算 封闭 . 令 

D= {Cx][®;,cC ec ie7), 
j#1 
则 也 为 紧 类 . 事实 上 ， 设 A Cn x Tzi, 0;, Cn € Ci 则 门 4， 有 
如 下 形式 : 11 B: x Ilig¢s Oi;, 其 中 5 为 一 可 数 集 ， 且 < Ci,i€S. 
i€ 

若 门 4。 = 90, 则 存在 某 se 3, 使 B。 = 小 由 于 B。 = 站 Cn, 故 由 
Cs 的 紧 性 知 ， 存 在 {n|in = s} 的 有 限 子 集 J, 使 D0 一 由 从 而 
局 An = 0. 因此 , D 为 紧 类 . 现 令 C = Dny, 则 C 为 紧 类 , 上 且 C C S. 
中 让 [I A; x 了 9; € 5. 对 任 给 s > 0, 取 Ci € Ci,Ci C 4i, 使 得 


i€ET 


PC4i) < Pi(C;) = 而 
这 里 |T| 表示 T 中 元 素 的 个 数 ， 令 


c=][c¢x]1I®:=/ (cxT1I®;) ec 


iET i¢gT iET jzi 


则 Cc 4 上 且 有 A\CC HHCNCD x 下 04. 故 由 亚 的 半 有 限 
可 加 性 得 
P(A)— P(C) < OP(4; \Ci)<e. 
ZE 了 

由 于 = > 0 是 任意 的 ， 故 有 (4.5.3) 式 . 因此 ， 书 在 S 上 是 e 可 
加 的 ， 从 而 可 唯一 地 扩张 成 为 c(S) = JU 上 的 一 概率 测度 ， 仍 
记 为 P. 显然 已 满足 (4.5.2) 式 (利用 单调 类 定理 ). PP 的 唯一 性 显 

在 随机 过 程 理论 中 ， 有 时 遇 到 如 下 的 概率 测度 的 扩张 问题 : 设 
(2 大) 为 一 可 测 空 间 ， ( 厂 ) 为 大 的 一 列 上 升 的 子 o 代数 ， 使 得 
一 致 . 是 否 存在 下 上 的 唯一 概率 测度 ， 使 得 PP 限于 每 个 万 与 已 
一 致 ? 

下 一 定理 回答 了 这 一 问题 , 它 推广 了 Tulcea 定理 (定理 4.4.1). 

4.5.6 定理 设 (9, 和 三 ) 为 一 可 测 空间 ， (n,n >1) 为 大 的 一 
列 上 升 子 o 代数 ， 使 得 rc(U 万 ) = 大 . 令 忆 为 石上 的 概率 测 
度 ， > 1 如 果 对 一 切 半 > 2 存在 (9, 天 1) 到 (oO, 六,) 的 概率 术 


P,(B,) = / Qn(w, Bn)P,_1(dw), VB, € 万 ， (4.5.4) 


G € Fn,Qn(w,G) >03 Ani(w) NG #0, (4.5.5) 


这 里 4k(w) 表示 包含 的 天 原子 , 则 对 一 切 n> 1,Pnt 限于 万 ， 
与 Ps 一致， 如 果 进 一 步 有 


{w(™ ,n> 1} CQ, An,(w®) = An(w™) x0, (4.5.6) 


也 


则 存在 上 的 唯一 概率 测度 ， 使 得 已 限于 每 个 万 , 与 PP, 一 致 
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证 ”容易 由 (4.5.5) 式 推 知 ， 对 一 切 >2 及 了 ee Fn-1, 有 
Qn(w, B) 一 TB(w). 由 此 再 由 (4.5.4) 式 推 知 ， 对 一 切 nN 之 1,Pnt1 
限于 Fn 与 PP, 一 致 . 于 是 若 令 4 = 局 万 ， 则 (Pn,n 之 1) 在 代数 


A 上 唯一 确 定 一 可 加 集 函 数 P, 使 得 已 限于 每 个 六 与 P, 一 致 . 

现在 假定 条 件 (4.5.5) 和 (4.5.6) 成 立 . 为 证 己 在 4 上 是 可 
加 的 ， 只 需 证 忆 在 空 集 处 连续 ， 设 Be 4, B49, 我们 用 反 证 法 
证 明 lim P(Bu) = 0. 假定 lim_P(B,) > 0. 不 妨 设 对 每 个 n > 1 
有 B,，e 下 (否则 可 以 在 序列 {Bsn > 1} 中 添加 某 些 相同 的 B， 
使 新 序列 具有 这 一 性 质 ). 由 (4.5.4) 式 知 ， 对 每 个 n 之 2， 


PUBJ= | eV) Pao) 
其 中 a (w) = Q2(w, Ba)， 
多 人 = 人 oa 0) On, Bn), n> 3. 
由 于 Bi 故 q (w) ha(w). 由 控制 收敛 定理 ， 我 们 有 
人 ja(w)Pi(dw) = lim P(Bn) > 0， 

于 是 存在 w, 使 hi(w(?) > 0. 实际 上 ， 必 有 wD e Bi, 因为 不 然 
的 话 ， 由 (4.5.5) 式 知 

qh) (wl)) = Q2(w), Ba) < Qa(w0), B1) = 0， 


这 将 导致 hi(w(2) = 0. 
现 设 ”> 2, 则 


gD (wd) = 下 dt) Out a 
0 


其 中 q2)(wo) = Qs(w, Ba)， 
qn (%) 本 / Qs(w, dw3)) 3 Qn(w "TD), B.,), 7 之 4. 
0 
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于 是 g 包 (w) J hz(w), 且 
人 Q@az(wt,dw) = jai(w(t)) > 0. 


因此 ， @z(w0), [ha > 0]) > 0. 从 而 由 (4.5.5) 式 知 ， 存 在 w(), 使 
we) € 4i(wG), 且 ja(w(2)) > 0. 与 上 述 同 理 可 证 w(2) e 有 

这 样 ， 由 归纳 法 我 们 得 到 9 中 的 一 列 点 w(0,w(2),..…， 使 得 
wi € Bn, 且 wotD e 4o(wm)j,n > 1 由 于 大 +， 改易 知 
4nHi(oot) C 4n(wO)， 因 此 ， 由 条 件 (3) 知 站 4(wo(m) #0. 
但 显然 有 4n(w() C Bu, 故 门 B #9. 这 与 假定 矛盾 ， 这 表明 ， 
必须 有 lim P(Bn) = 0, 因此，P 在 A 上 是 o 可 加 的 从 而 也 可 
以 唯一 扩张 成 为 直上 的 一 概率 测度 ， 定 理 证 毕 . 

习 题 


4.5.1 为 什么 说 定理 4.5.6 是 Tulcea 定理 的 推广 形式 ? 


4.6 概率 测度 序列 的 投影 极限 


4.6.1 定义 设 (8;, 万 ),j = 1,2,… 为 一 列 可 测 空 间 , 且 对 j > 
台 Pi 为 2; 到 9x 上 的 可 测 满 射 ， 使 得 对 了 > 及 >1 有 ph op = pi， 
则 称 ((Q;, £;), p72) 为 一 投影 序列 . 设 0 = II; 97 = [12 Fy, 


令 


EB={(w)e NIpi(w;) = wh Vi > k}, E= FNBE, (4.6.1) 


称 (已 ,E) 为 投影 可 测 空间 . 
4.6.2 引 理 设 ((8;, 万),P) 为 一 投影 序列 ，(B,E) 为 相应 的 
投影 可 测 空间 ， 令 zj 为 从 Q 到 9; 上 的 投影 映射 ，p; 为 7) 到 五 
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上 的 局 限 ， 令 区 
9 (2 (4.6.2) 
7=1 
则 9 为 上 的 代数 ， 且 o(9) = E. 
证 首先 由 (4.6.1) 式 知 ，p; 为 了 到 8; 上 的 满 射 . 事实 上 
对 任何 给 定 的 oj e Qi 对 n<jh 令 w= Pwj; 对 m>j, 依 
次 选取 wm+l € Qmt1, 使 得 wm = prtiwmtl 则 w = (wx) € 五， 
且 pj(w) = wj. 再 由 (4.6.1) 式 知 ， 对 j> k， px = Popj;, 从 而 有 
px (Fx) = py (ph)- (Fi) C p71(5;). 这 表明 o 代数 序列 p7 (万 )) 
单调 增 ， 故 9 为 代数 .此 外 我 们 有 


oOe 


0 =0( Up) =0( U0) nD) 


j=1 


=0(( U 7 (万 )) nE) =o( U "(FNE=FNE=E. 


引 理 证 毕 . 

如 果 对 每 个 7 > 1, 忆 为 (Qj, 三 ) 上 的 一 概率 测度 , 且 满 足 如 下 
相 容 性 条 件 ， 及 = Pj(P%)-!,Vi > 上, 则 通过 映射 pj 可 在 p7 (7) 
上 定义 测度 8j: Qj(p7 (4)) = 已 (4),4e 5. 对 7>k, Qi 限于 
prl( 及) 显然 与 8 一 致 因此 我 们 在 9 上 得 到 了 一 个 有 限 可 加 的 
非 负 集 函数 ， 记 为 8@. 如 果 Q 可 唯一 扩张 成 2 上 的 一 个 概率 测度 
( 即 Q 在 9 上 是 可 列 可 加 的 ) 则 有 户 = Qop7 ,Vi >1. 这 时 称 Q 
是 @; 的 投影 极限 . 

一 个 自然 的 问题 是 ， 在 什么 条 件 下 8 可 唯一 扩张 成 2 的 一 个 
概率 测度 ?下 面 我 们 利用 Kolmogorov 相 容 性 定理 给 出 一 个 答案 . 

4.6.3 定理 设 (Qi, 万 ), 友 ) 为 一 投影 序列 ，(E,E) 为 相应 的 
投影 可 测 空间 ， pj 为 Q 到 Q; 上 的 投影 映射 my 在 上 的 局 限 . 
如 果 对 每 个 了 > 1 Pi 为 (0 万 ) 上 的 一 紧 概 率 测度 ， 且 满足 如 下 
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相 容 性 条 件 : 及 = Pj(pi)-1,Vj > , 则 存在 (B,E) 上 的 唯一 概率 
测度 Q, 使 得 PP = Q@ op7!,vi > 1. 
证 令 


v 


=]1®, &=11, 
j=1 i 
定义 (Qn 三 ) 到 (Bs,6,) 的 可 测 映射 : 


fn(wn) = (pwn), p(n), ,pron), wn). 


令 jpn = Piofiln>1, 则 wp 为 (Bn,En) 上 的 概率 测度 ， 且 
YhAn ec 有 


Hnti(An x Dnt1) = Pani(frti(An x Qnt1) 


= Purio (pr (fi1(An) = Po fi (An) = pn(An). 


于 是 由 定理 4.5.5 知 存在 (9, F) = (TI 9 TI2 ,万 ) 上 的 唯一 概 
率 测度 ww, 使 得 已 = po7n71,Vj >1 由 fs 及 pv 的 定义 容易 推 
知 ， 集 合 五 关于 4 的 外 测度 为 1, 又 由 于 6 = 下 NB, 故 由 习题 
141 知 ， 若 令 @ 为 4 到 (EB,E) 上 的 限制 ， 则 8 是 (已 ,E) 上 的 唯 
一 概率 测度 ， 使 得 五 = Q@ o。pj!,Vi > 1. 定理 证 毕 . 


4.7 随机 Daniell 积分 及 其 核 表 示 


本 节 我 们 将 引进 随机 Daniell 积分 ， 给 出 Daniell-Stone 定理 
的 随机 版 本 和 随机 Daniell 积分 的 核 表 示 . 本 节 内 容 取 自 参考 文献 
14. 

4.7.1 定义 设 (Q, 开 ) 为 一 可 测 空 
测度 ， 令 


间 ， 了 为 其 上 的 一 族 概率 
N= {Aé€eF|P(A)=0,vP ep), (4.7.1) 
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人 


我 们 指定 N 为 大 中 “可 略 集 ” 全体 ， 称 三 元 体 (9, 大 NW) 为 一 (由 
P 确定 的 ) 随 机 空间 . 一 依赖 we 9 的 性 质 称 为 W-a.e. 成 立 ， 如 果 
除去 某 个 可 略 集 外 它 处 处 成 立 . 我 们 用 Z(9, 和 大)( 相 应 地 ， 工 (Q, 大)) 
表示 9 上 实 值 (数值 ) 函数 全 体 . 

4.7.2 定义 设 马 为 一 抽象 集合 ，A 为 上 的 一 代数 ，4 为 
一 从 4 到 ZH(Q, 大 ) 中 的 映射 ， 满足 如 下 条 件 : (1) pj(9) = 0,N- 
a.e.;(2) 如 果 (4n) C A,Ann Am = 由 vn 天 mm 则 AI4n) = 
14(An),N-a.e.. 我 们 称 4 为 一 入 随机 测度 如 果 刀 只 有 单个 
元 素 P, 则 称 NV 随机 测度 为 P 随 机 测度 ， 有 限 随机 测度 和 c 有 限 
随机 测度 概念 是 不 讲 自明 的 . 

4.7.3 定义 设 (2,E) 为 一 可 测 空间 ，4 为 E 上 一 W 随机 测 
度 ，f 为 上 一 非 负 可 测 函 数 ， 令 


A(J = lm 下 > 六) 


称 4(f) 为 关于 的 积分 . 对 一 般 f, 可 令 p(f)= 4p(f1) 一 p(f7). 

4.7.4 定义 设 光 为 上 的 一 向 量 格 ， 了 为 XK 到 工 (9, 攻 ) 
中 的 映射 . 称 了 为 允 上 的 NN 随机 Daniell 积分 , 如 果 了 是 A- 
a-e， 线 性 的 ， 保 正 的 ， 且 在 0 处 从 上 连续 的 ， 即 7 满足 如 下 条 
件 ， (i)T(af + Bg) = aT(f) + BT(g), N-a.e.,vf,g € H,a,P ER; 
(i)f >0,f eH TT(f) > 0,N-ae; (Gi) fe Hf 410 = 
T(f,) 一 0,N-a.e.. 

下 一 定理 是 Carathéodory 测度 扩张 定理 (定理 1.4.7) 的 随机 
版 本 . 

4.7.5 定理 设 (Q, 了 ,NN) 为 一 随机 空间 ， 4A 为 上 的 一 代 
数 ，4 为 A 上 的 一 o 有限 W 随机 测度 ， 则 可 以 唯一 地 (在 入 
等 价 意义 下 ) 扩张 成 为 o(4) 上 的 NV- 随机 测度 . 

证 与 引 理 1.3.5 类 似 , 我 们 可 以 把 与 vc 有 限 NM 随机 测度 有 关 
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的 问题 化 为 有 限 N 随机 测度 情形 来 处 理 ， 因 此 不 妨 假定 /为 4 上 
的 一 有 限 W 随机 测度 . 由 于 N 由 (4.7.1) 式 给 出 , 对 每 个 已 E 万 ,1 
为 4 上 的 一 有 限 PP 随机 测度 . 这 时 容易 证 明 可 以 唯一 地 扩张 成 
为 c(4) 上 的 忆 随 机 测度 (习题 4.7.1), 记 为 Up. 令 革 为 上 那些 
包含 A 但 含 于 o(A4) 的 代数 .4' 全 体 ， 使 得 限于 .4 {jp,PeP} 有 
一 个 统一 的 版 本 .我 们 在 上 按 集 合 的 包含 关系 定义 一 个 半 序 . 
如 果 {4a,a € 人 } 是 t 的 一 个 全 序 子 集 ， 令 有 = UaenA。, 则 易 
知 A et. 于 是 由 集合 论 中 著名 的 Zorn 引 理 知 ， 区 有 一 极 大 元 
A. 往 证 A4=o(A4). 事实 上 ， 如 果 4z (4 则 A 不 是 o 代数 ， 
因为 o(4) 是 包含 4 的 最 小 o 代数 . 令 B= {4nB°|4,B eA}, 
A = Bzy, 则 A 为 上 的 一 代数 ， 且 44 关 A', 因 为 如 果 相等 就 可 
证 明 4 是 一 o 代数 . 对 每 个 Be 心 ,我们 选取 一 个 叙 列 (B,) c .4 
使 得 Bu。 上 已 , 且 令 


2(B) = lim sup p(B,). 
他 一 Oo 


则 容易 看 出 X(B) 可 以 扩张 成 为 wp,Pe P} 在 A 上 的 一 个 统一 
版 本 ， 这 表明 和 4 < 区 这 与 4 是 极 大 元 矛盾 ， 定 理 证 毕 . 

下 一 定理 是 Daniell-Stone 定理 的 随机 版 本 . 

4.7.6 定理 令 (9, 下,N) 为 一 随机 空间 ， 其 中 N 如 (4.7.1) 式 
给 出 ， 允 为 上 的 一 向 量 格 . 假定 存在 ?t+ 中 一 处 处 单调 上 升 于 
1 的 序列 ， 则 对 区 上 的 任 一 NV 随机 Daniell 积分 T, 存在 o(X) 上 
的 一 NV 随机 测度 ,使 得 4(f) = T(f),N-a.e., Vf eX. 

证 ”对 每 个 固定 的 Pe P, 了 可 视 为 和 上 的 PP 随机 Daniell 
积分 ， 在 Daniell-Stone 定理 的 证 明 中 用 将 在 第 7 章 定义 7.5.1 给 
出 的 ess.inf 和 ess.sup 代替 inf 和 sup, 可 以 证 明 ， 存 在 c(3t) 上 的 
一 卫 随机 测度 pp, 使 得 AP(J) = 7 了 (了 ),P-a.e., Vf e KX. 因此， 由 
定理 4.7.5 知 ， 为 了 证 明定 理 的 结论 ， 只 要 证 明 存在 生成 o(X) 的 
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一 代数 4 使 得 {4p,Pe P} 在 A 上 有 一 个 统一 的 版 本 4. 令 
H4 = {fl3fneE Ht, 使 .+f},， DP= {ACcEIae NY}. 
对 每 个 fe X14, 我 们 选取 一 个 序列 (所 ) C H+, 使 得 fn 小 f, 且 令 


T*(f) = limsup T(f,), 
Di = {AEDIT*(IA) < %,N-a.e.}. 


则 (Di)。 = 了, 并 由 引 理 3.5.7 知 o(D) = o(X). 令 
C={ANB°|A,BEeD}, A=Csy. 
则 4 为 上 的 代数 ， 且 有 o(4)=o(H). 令 
A(A)=T*(14), AED. 


则 易 见 五 为 {4p,P EP} 在 D 上 的 一 个 统一 版 本 . 设 Cec,C= 
ANBe,4,B e D. 任 取 4。e Di,n > 1, 使 得 4n 1 4. 对 一 切 
PeP, 显然 有 


HP(C) 到 lim LP(An, NB’) ,lim [up(An) —pp(AnNB®)], P-a.e., 
于 是 若 令 
HA(C) = limsup[Ep(4n) ~ Fp(AnN B')), 
no0 


则 如 此 定义 的 4 是 {jp,PeP} 在 C 上 的 一 个 统一 版 本 ， 从 而 4 
可 唯一 地 延 拓 到 A 上 成 为 {kp,P EP} 在 A 上 的 一 个 统一 版 本 . 
定理 证 毕 . 

4.7.7 定义 设 (Q, 开 ,NN) 为 一 由 概率 族 刀 确定 的 随机 空间 ， 
其 中 入 由 (4.7.1) 给 出 . 又 设 ( 王 ,2) 为 一 可 测 空间 . 称 从 (9, 大) 到 
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(ZB,E) 的 两 个 核 Kl 和 Kz 是 N 等 价 的 ， 如 果 存 在 N e N/, 使 得 
对 每 个 we Q\N, 有 Ki(w,-) = Kz(w,-) 成 立 . 

4.7.8 定义 设 (8,,N) 为 一 随机 空间 , 其 中 由 (4.7.1) 给 
出 . 

(1) 设 为 (2,E) 上 的 NW 随机 测度 ， 如 果 存 在 从 (9Q, 和 ) 到 
(B,E) 的 一 个 核 K 和 N <s WN, 使 得 对 每 个 we Q\N, 对 一 切 Ae&， 
有 (ww, 4) = p(4)(w), 则 称 为 4 的 核 表示 . 

(2) 设 姑 为 上 的 一 向 量 格 ， 了 TT 为 拓 上 的 随机 Daniell 积 
分 ， 如 果 存 在 从 (9, 下) 到 (B,E) 的 一 个 核 K, 使 得 对 一 切 fe X， 
有 了 T(f) = K(, 了),N-a.e., 则 称 K 为 了 的 核 表 示 . 

在 概率 论 和 马 氏 过 程 理论 中 ， 构 造 概率 转移 核 是 一 个 重要 问 
题 。 一 个 自然 的 问题 是 ， 在 什么 条 件 下 XK 上 的 NN 随机 Daniell 积 
分 有 核 表示 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 首先 给 出 W 随机 测度 有 核 
表示 的 一 个 充分 条 件 . 

4.7.9 定理 设 (9, 大 ,NI) 为 一 随机 空间 ，(E,E) 为 一 可 分 可 测 
空间 ，/ 为 (B,E) 上 的 NV 随机 测度 . 如 果 存 在 已 上 一 紧 类 DTD c 2， 
满足 如 下 条 件 : (1) 对 任何 (BZ,E) 上 的 有 限 测度 w 对 一 切 4 e 2， 
有 

z(4) = sup{z(C) : CC A,C eD); 
(2)D。 包含 生成 的 一 可 数 代 数 4 = A41, 42,…, 则 /有 核 表示 ， 
且 在 人 等 价 意义 下 是 唯一 的 . 

证 不 妨 假定 4 为 有 限 NM 随机 测度 ， 对 每 个 i > 1, 选取 
Duy 中 的 一 列 元 素 {Cix,k > 1}), 使 得 Ci 单调 上 升 趋 于 A;. 令 
C= {Cowsbk>>1}，Ai 为 由 AUC 生成 的 代数 . 于 是 存在 NE WN， 
使 得 对 每 个 we Q\N, p(B)(w) < co, 且 py(-)(w) 为 有 限 可 加 的 . 
由 于 CC .4, 且 有 


L(A)(w) = sup{u(C)(w): CCA,CEeC}, vAeu. 
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于 是 由 引 理 4.5.3 知 ， 对 每 个 we QR \N, pk(")(w) 可 以 扩张 成 为 
(B,o(A)) = (E,E) 上 的 一 有 限 测度 ， 记 为 K(w,*). 对 ww < N, 令 
K(w,-) 为 零 测度 ， 则 K 为 从 (9, 开 ) 到 (B,E) 的 一 个 核 ， 且 由 单 
调 类 定理 知 ，K 是 随机 测度 /在 (Z,E) 上 的 限制 的 核 表 示 . 定理 
证 毕 . 

基于 这 一 定理 ， 由 Daniell-Stone 定理 的 随机 版 本 立刻 得 到 如 
下 的 

4.7.10 定理 设 (Q, 下 ,入 ) 为 一 随机 空间 ， 其 中 N 由 (4.7.1) 
给 出 ， 姑 为 瑟 上 的 一 向 量 格 . 令 2 = o(X). 假定 (B,E) 满足 定 
理 4.7.9 的 条 件 ， 且 存在 K+ 中 一 处 处 单调 上 升 于 1 的 序列 ， 则 允 
上 的 任 一 W 随机 Daniell 积分 都 有 核 表 示 ， 且 在 NM 等 价 意义 下 是 
唯一 的 , 

习 题 


4.7.1 设 (Q, 记忆 ) 为 一 概率 空间 ， 4 为 瑟 上 的 一 代数 ，4 为 4 上 
的 一 有 限 P 随机 测度 ， 则 4 可 以 唯一 地 扩张 成 为 o(4A) 上 的 PP 随机 测度 . 
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第 5 章 Hausdor 任 空间 上 的 测度 与 积分 
5.1 拓扑 空间 


本 节 介 绍 拓扑 空间 的 一 些 基本 概念 和 结果 ， 这 是 为 本 章 其 余 
各 节 作 准备 的 .这 里 我 们 已 假定 读者 熟悉 有 关 距离 空间 的 概念 和 
基本 结果 . 

5.1.1 设 久 为 一 非 空 集合 , 9 为 XX 的 一 子 集 族 . 如 果 X,0 & 9， 
且 9 对 有 限 交 及 任意 并 运算 封闭 ， 则 称 9 为 的 一 个 拓扑 , 称 序 
偶 (X,9) 为 拓扑 空间 . 当 拓扑 9 自明 或 无 需 指出 时 ， 直 接 称 蕊 为 
拓扑 空间 .9 中 的 元 素 称 为 开 集 . 设 为 匀 的 一 子 集 ， 若 其 补 
集 Fr° 为 开 集 ， 则 称 忆 为 闭 集 . 我 们 用 三 表示 关中 的 闭 集 全 体 ， 
则 三 对 有 限 并 及 任意 交 运 算 封闭 . 

5.1.2 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ， 5 为 9 的 子 类 ， 如 果 9 中 
每 一 元 素 都 是 中 某 些 元 素 的 并 ， 则 称 8 为 拓扑 9 的 基 . 若 有 9 
的 可 数 子 类 8 成 为 拓扑 9 的 基 ， 称 (X,9) 为 具 可 数 基 或 满足 第 
二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 . 

若 集 类 D 中 元 素 的 有 限 交 全 体 Pny 为 拓扑 9 的 基 ， 则 称 D 
为 拓扑 9 的 子 基 . 

5.1.3 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ，Y 为 X 的 一 子 集 ， 令 9r = 
{GNY|Ge9), 则 9y 为 Y 的 一 个 拓扑 , 我 们 称 (Y,9y) 为 (X,9) 
的 (拓扑 池 空 间 , 称 拓扑 9y 为 由 拓扑 9 在 了 上 诱导 出 的 拓扑 . 

5.1.4 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 X 的 一 子 集 ， 称 包含 
4 的 最 小 闭 集 为 4 的 闭 包 , 并 以 4 记 之 ; 称 含 于 4 的 最 大 开 集 为 
4 的 内 核 ,并 以 4° 记 之 . 令 84 = A\4°, 称 94 为 4 的 边界 . 容 


易 证 明 : 


AUB=AUB, (A4NB)=A°NB°, (4A)=A°. (5.1.1) 


5.1.5 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 . 设 zEV CXX， 称 V 为 z 的 
一 个 邻 域 , 如 果 存在 Ue 9, 使 ze U CV; 如 果 V 是 开 集 ， 称 V 
为 z 的 一 个 开 邻 域 . 点 ze X 的 所 有 邻 域 构成 的 集 类 称 为 点 z 的 
邻 域 系 , 记 为 Us. 

设 ys 为 Us 的 子 类 ， 如 果 对 每 一 UV < Us， 存在 Ve y。, 使 
V CU, 则 称 为 点 z 的 邻 域 系 的 基 ( 或 局 部 基 ). 若 X 中 的 每 个 
点 有 可 数 局 部 基 ， 则 称 X 满足 第 一 可 数 性 公理 . 满足 第 二 可 数 性 
公理 的 空间 必 满 足 第 一 可 数 性 公理 . 

5.1.6” 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 X 的 一 子 集 如 果 
五 = X, 则 称 4 在 X 中 稠密 . 若 X 有 可 数 稠 子 集 ， 则 称 XX 为 可 
分 (拓扑 ) 空间 . 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 必 为 可 分 空间 . 

5.1.7 设 A4 为 了 上 一 集 类 ，B 为 的 一 子 集 如 果 BC 
Uaca 4, 则 称 4 为 B 的 一 个 覆盖 . 若 4 为 可 数 或 有 限 类 ， 分 别称 
A 为 B 的 可 数 或 有 限 覆 盖 . 车 4 是 B 的 覆盖 ， .4: 是 4 的 子 类 
且 也 是 B 的 覆盖 ， 则 称 41 为 4 的 (关于 B 的 池 覆 盖 . 

5.1.8 设 (X， 9) 为 一 拓扑 空间 ， 如 果 X 的 每 一 开 覆 盖 都 有 有 
限 (相应 地 ， 可 数 ) 子 覆 盖 ， 则 称 X 为 紧 空 间 ( 相 应 地 ，Lindel6f 
空间 ). 设 为 X 的 子 集 ， 若 K 的 每 一 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 ， 
则 称 KK 为 紧 集 . 如 果 X 的 每 个 点 有 一 紧邻 域 ， 则 称 X 为 局 部 紧 
空间 . 如 果 X 可 表 为 紧 集 的 可 数 并 ， 则 称 X 为 o 紧 空间 . 紧 空 间 
中 的 闭 集 必 为 紧 集 ， 但 在 一 般 拓扑 空间 中 ， 紧 集 未 必 是 闭 集 . 

5.1.9 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ， 令 A 为 任 一 不 属于 XX 的 元 
素 , 令 X=XXU{A}, 令 9 =9U91, 其 中 


91 = {BCXS| XS\E 为 XX 的 紧 闭 集 }， 
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则 (Xe, 9 人) 为 紧 拓扑 空间 ，( 蕊 9) 为 其 子 空间 . 我 们 称 (X 人 ,9 人 ) 
为 (X,9) 的 单 点 紧 化 . 

5.1.10 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ， 如 果 六 的 任意 两 个 不 同 的 
点 2 及 2 都 可 以 用 两 个 不 交 开 集 U 及 V 分 离 ( 即 ze U,yeV, 且 
UNV = 0, 则 称 XX 为 Hausdorff 空间 . 如 果 X 是 Hausdorff 空 
间 ， 且 任 意 两 个 不 交 闭 集 可 用 两 个 不 交 开 集 分 离 , 则 称 X 为 正规 
空间 . 在 一 Hausdorf 空间 中 ， 紧 集 必 为 闭 集 . 

5.1.11 设 (X,9) 及 (Y,X) 为 两 个 拓扑 空间 ，f :XY 为 
从 关 到 Y 的 一 映射 若 /-1(X) C 9( 即 开 集 的 原 象 为 开 集 ), 则 称 
f 为 连续 映射 . 设 ze X, 若 f(z) 在 Y 中 的 任意 邻 域 W 的 原 象 
f7(W) 为 z 在 XX 中 的 邻 域 ， 则 称 f 在 点 zx 处 连续 . 

设 f: 二 了 为 和 到 Y 上 的 一 对 一 映射 ， 若 了 及 广 :! 都 是 
连续 映射 ， 则 称 为 从 和 到 科 上 的 同 胚 映射 . 如 果 在 两 个 拓扑 空 
间 中 存在 同 胚 映射 ， 则 称 这 两 个 拓扑 空间 同 胚 . 

5.1.12 设 久 为 一 拓扑 空间 ， 函数 : X 全 (-oo, +eo] 称 为 
下 半 连 续 的 , 如 果 对 每 个 实数 a, [f > 9] 为 开 集 ; 称 函数 了 : X 一 
[co,+eco) 为 上 半 连 续 的 , 如 果 一 f 为 下 半 连 续 ， 上 (下 ) 半 连 续 函 
数 为 Borel 可 测 . 

显然 既 下 半 连 续 又 上 半 连 续 的 函数 为 连续 函数 ， 反之 亦 然 . 
此 外 ， 一 族 下 半 连 续 函 数 的 上 端 为 下 半 连 续 函 数 ， 一 族 上 半 连 续 函 
数 的 下 端 为 上 半 连 续 函 数 . 

5.1.13 定理 (Dini 定理 ) 设 X 为 一 紧 拓 扑 空间 ， 六 为 丈 
上 的 一 列 非 负 上 半 连 续 函 数 ， 且 f, 上 0， 则 fi 一 致 收敛 于 0. 

证 Ve > 0 G, = {zx|fn(z) < e} 为 覆盖 X 的 单调 非 降 的 开 
集 列 .由 于 X 为 一 紧 拓扑 空间 ， 故 存在 某 NN, 使 了 = Gw. 于 是 
Vn 二 N, 有 闫 = Gn. 这 表明 万 一致 收 傅 于 0. 

5.1.14 设 /为 拓扑 空间 XX 上 的 实 值 函 数 . 称 集合 {x < 
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和 | f(z) 冯 0} 的 闭 包 为 f 的 支撑 , 记 为 supp(f). 若 supp(f) 为 紧 
集 ， 则 称 f 为 具 紧 支撑 的 . 

5.1.15 ”为 方便 起 见 ， 我 们 引入 下 列 记号 ， 设 X 为 一 拓扑 空 
间 ， 我 们 分 别 用 9 、 大 及 KK 表示 X 中 的 全 体 开 集 、 全 体 闭 集 及 
全 体 紧 集 所 成 的 集 类 . 我 们 用 9 表示 9 中 元 素 的 可 列 交 全 体 ， 用 
万 (Ku) 表示 下 (KK) 中 元 素 的 可 列 并 全 体 . 95 中 的 元 称 为 95 集 ， 
入 中 的 元 称 为 5 集 ，K。 中 的 元 称 为 Ks 集 (或 称 为 o 紧 集 ). 此 
外 ,我 们 用 C(X) 、Co(X) 及 Ce(X) 分 别 表示 于 上 的 连续 函数 、 
有 界 连续 函数 及 具 紧 支撑 的 连续 函数 全 体 . 

5.1.16 引 理 (Urysohn 引 理 ) 设 X 为 一 正规 空间 ， 已 及 
瓦 为 和 的 两 个 不 交 闭 子 集 、 则 存在 X 上 的 一 连续 函数 f, 使 得 
0<f<1, 且 f 在 上 取 值 为 0, 在 ff 上 取 值 为 1. 本 

证 令 呈 为 区 间 (0,1) 中 二 进 小 数 全 体 ( 即 D = { 款 11 S 
m < 27,n ==1,2,…}), 由 关 的 正规 性 ， 存 在 不 交 开 集 U1y2 及 Vi 
使 BC UF C Vi 由 于 Vi 为 闭 集 ， 且 ma C Vs， 故 
Ds C Vis C F*. 因此 我 们 有 忆 C ma C 0y2 CR 同 理 存 
在 开 集 U1ya 及 U3y4 使 得 


EC Uiy4a C Ua C Uiy2, Da {Ee U3/4 C Usa CFF. 
由 归纳 法 知 ， 存 在 一 族 开 集 {U0}reD, 使 得 


EcU.cCU,.cUCUCF,r<s,7r,sED. 


心 


1, x ¢ UUr, 
A( TN z EU,U,, 


则 0<f<1l 显然 了 在 已 上 为 0 在 己 上 为 1. 往 证 7 为 连续 函 
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数 . 设 0<a<1,0<6<1, 我 们 有 
f- 1([0, 8)) := (J Cr ， 


r<p 
三:(aH) = 广 !(0a)* = “= ( 门 丈 ) = (|| 
Tr>a Tr>a 
这 表明 f7([0, 8)) 及 f-1((a,1]) 为 开 集 ， 从 而 对 0<a<8<l 
f(a,6)) 也 为 开 集 . 但 [0,6), (a,1] 及 (a,6) 这 三 种 类 型 开 集 全 
体 构成 [0,1] 的 基 ( 即 [0,1] 作为 一 拓扑 空间 ， 其 中 开 集 都 可 表 为 这 
三 类 开 集 的 并 ), 故 f 为 连续 函数 . 证 毕 . 
5.1.17 定理 (Tietze 扩张 定理 ) 令 X 为 一 正规 空间 ， 瑟 为 
和 的 一 闭 子 集 ， 如 果 f 为 定义 于 五 的 一 有 界 实 值 连续 函数 (B 按 
X 诱导 出 的 拓扑 为 一 拓扑 空间 ), 则 存在 X 上 的 有 界 连续 函数 9， 
使 g 在 巨 上 的 限制 为 f, 且 使 supsex lg(z)| = supses |f(z)|. 
证 不 妨 假定 sup|f(z)| =1. 令 记 =[f < -4],R=[f > 
由 Urysohn 引 理 ， 可 取 X 上 的 一 连续 函数 g 使 得 -#4 < gi < 3 
且 g1 在 上 为 一 二 在 所 上 为 3- 这 时 显然 有 


HG -glo)| < 3, vee E. 
依 归纳 法 ， 可 取 X 上 的 连续 函数 92; 9093 使 得 |gn| < 2 /32， 
且 有 
Hz) — Dao) We 2)n, yze Eh. 
令 g= 学 19i, 则 9 即 为 满足 定理 要 求 的 连续 函数 .证 毕 . 
下 面 我 们 研究 局 部 紧 Hausdorf 空间 的 性 质 . 


5.1.18 引 理 设 久 为 一 Hausdorff 空 空间 ， 天 及 世 为 和 的 两 


个 不 交 紧 子 集 ， 则 存在 X 的 两 个 不 交 开 子 集 U 及 V, 使 得 K cc 
U,LCV. 
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证 不 妨 设 KK 及 工 皆 非 空 ， 首 先 任意 取 定 某 ze K, 则 对 任 
何 YE L, 存在 不 交 开 集 Uy 及 V,, 使 z € Uy,y € V,, 由 于 L 为 紧 
集 ， 故 存在 Yi Yn € L, 使 L C Ui Wy,. 令 


n 


放大 二 也 j 


i=1 i=1 


以 找到 这 样 的 一 对 开 集 ， 由 于 K 是 紧 集 ， 故 存在 21,… ,zm < KK， 
使 Kk C Ui Us. 令 


el J V= A 
i=1 1 一 1 


则 KcU,LCV, 且 UV 和 VV 为 不 交 开 集 ， 证 毕 . 

作为 该 引 理 的 一 个 推论 ， 我 们 有 如 下 命题 . 

5.1.19 命题 紧 Hausdorf 空间 为 正规 空间 . 

5.1.20 命题 设 久 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， KK 为 天 的 
紧 子 集 ， 为 包含 KK 的 一 开 集 ， 则 有 如 下 结论 : 

(1) 存在 开 集 VV, 其 闭 包 为 紧 集 ， 使 得 


KcVcVecU; 


(2) 存在 一 具 紧 支撑 的 连续 函数 f, 使 得 supp(f) CU, 且 Ik < 
J < Tri 

(3) 如 果 K€ 9s, 则 (2) 中 的 了 在 Kk 上 可 取 为 < 1 

(4) 存在 紧 集 K1 及 开 集 1, 使 得 Ki € 95, 太 为 95 中 紧 集 的 
可 列 并 , 且 使 KCUiCK1CU. 

证 (1) 设 z € KK, 由 于 XX 的 局 部 紧 性 ， 存 在 xz 的 开 邻 域 
Ws, 其 闭 包 为 紧 集 ， 不 妨 设 Ws C U, 对 紧 集 {z} 及 丈 。 Ta 应 用 
引 理 5.1.18, 存在 不 交 开 集训 及 2, 使 x € Vi,Ws\Ws C V2. 令 
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= VNWs. 由 于 Vi Cc V4, 故 易 知 VsnUe = 90, 即 V。c U. 显然 

ZE Vs, 且 Vs 为 紧 集 . 由 于 是 紧 集 ， 故 存在 z1,…,z,, E K, 使 

下 CU 了 令 了 = UP 及 , 则 T 为 紧 集 , 且 开 CT cc LU. 
(2) 令 V 为 (1) 中 的 开 集 ， 作 为 子 空间 ， 浆 为 紧 Hausdorf 空 

间 ， 从 而 为 正规 空间 ， 由 Urysohn 引 理 ， 存 在 六 上 的 连续 函数 g， 

使 0<g<1, 且 g 在 KK 上 为 1, 在 VV 为 0. 令 

g(z), ZET， 

0， ZE XN\T， 


则 了 在 V 上 连续 ， 在 XX\V 上 为 0( 从 而 连续 ). 由 于 站 及 XNTY 为 
闭 集 , 且 VU(X\V) = X, 故 f 在 XX 上 连续 . 显然 有 Ik <f< 万 ， 
自 supp(f)CcVceU. 

(3) 令 了 为 (1) 中 的 开 集 ， 设 K€ 9s, 则 存在 一 列 下 降 开 集 
Gn CV ,使 得 站 , Gn = 五. 由 (2), 存在 连续 函数 fi, 使 0 < f < 1， 
且 所 在 上 为 1, 在 Gs 上 为 0. 令 


则 f 为 连续 函数 ，0 <f<1, 且 ff 在 KK 上 为 1 在 Ke< 上 <1. 此 
外 有 supp(f)cVcvU. 

(4) 由 (1) 不 妨 设 可 为 紧 集 ， 令 f 为 (2) 中 的 函数 ， 使 得 0 
f<1l,f 在 KK 上 为 1, 在 Ve 上 为 0. 令 


Ww 
n=1 

we 
n=1 


则 Ki 及 吕 满足 (4) 的 要 求 . 
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5.1.21 引 理 ` 设 为 一 Hausdorff 空间 ，K 为 X 的 一 紧 子 
集 ，U1 及 U2 为 匀 的 开 子 集 ， 使 得 下 C UiU DU, 则 存在 紧 集 KK1 
及 Ko, 使 得 K = KiU Kz,Ki CU,K2 CU. 

证 令 工 = K\Vi,L2 = K\V2, 则 Li 和 2 为 不 交 紧 集 . 
由 引 理 5.1.18, 存在 不 交 开 集 太 及 WW, 使 WD LV D L2. 令 

二 KK\WVi,K2 = K\W2, 则 易 证 Ki 及 Kz 满足 引 理 要 求 . 

5.1.22 命题 设 针 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， f € C.(X)， 
号 ,…, Un 为 关 的 开 子 集 , 使 得 supp(f) C Ui_i10i. 则 存在 Ce(X) 
中 的 函数 及 ,…, fn, 使 得 f= 有 十 … 十 fn, 有 自 supp(fi) CUi,l < 
i < n. 进一步， 若 f 非 负 ， 则 每 个 fi 也 可 取 为 非 负 . 

证 ”由 归纳 法 ， 只 需 考虑 n = 2 情形 .由 引 理 5.1.21, 存在 紧 
集 Ki 及 Kz, 使 supp(f) = KiU Kz,Ki C Ui,K2 C U2， 由 命题 
5.1.20(2), 存在 hi, hz € Ce(X), 使 得 


Tg; < hi < TU 》 supp(hi) Ls Ui, 1 一 1, 2. 


令 gi 二 hi,gz 二 hz 一 (hi 人 hz), 则 gi 及 gz 非 负 ， 其 支撑 分 别 含 于 
Ui 及 U2, 生 在 supp(f) 上 ，g1(7X) 十 gz(7?) = hi(x)V hz(x)==1. 最 
后 , 令 记 = fg9ii=1,2, 则 f= 及 十 fo,supp(fi) C Vi,i==1,2. 证 
毕 . 

5.1.23 命题 设 久 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， Ki,…,K, 
为 和 的 不 交 紧 子 集 ， aa ,an 为 实数 ， 则 存在 一 具 紧 支撑 的 连 
续 函 数 f, 使得: 

(1) f(z) = ai 如 果 ze Ki,i = 1,…,n; 

(2) flle = max{|ail,… ,lenl}, 其 中 Df 二 supsex [f(z)|. 

证 由 引 理 5.1.18 不 难 归 纳 证 明 ， 存 在 不 交 开 集 Ui,…, Dr 
使 Ki C Ui,1 < i < n， 由 命题 5.1.20(2) 知 ， 对 每 个 i, 存在 pe 
Ce(X),0 < 天 < 1 使 得 Ik; < fi<Io. 令 f=Diiof, 则 f 
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满足 命题 要 求 ， 证 毕 . 

5.1.24 系 设 闵 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，K 及 工 为 
区 的 两 个 不 交 紧 子 集 ， 则 存在 两 个 不 交 的 五 开 集 U 及 了, 使 得 
KCU,LCTV. 

证 由 命题 5.1.23, 存在 fe Cc(X), 使 0<f<l, 且 f/f 在 K 
上 为 1 在 世上 为 0. 令 


lr 
eh 


则 U 及 V 为 5 开 集 ，UnNV = 由 HVSKVIOL. 证 毕 . 

5.1.25 引 理 设 关 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ，K 为 XX 的 
一 紧 子 集 ， 01,…, Un 为 六 的 开 子 集 ， 使 得 KC U?_1Vi. 如 果 
K€ 9s, 则 存在 95 紧 集 Ki,…,K, 使 得 Ki C Ui,l <i<n, 且 
KkK A Rs. 

证 ”由 归纳 法 知 ， 只 需 对 mn = 2 情形 证 明 结 令 Li = 
K\UVi,L2 = K\V2, 则 Li 和 L2 为 不 相交 紧 集 . 5.1.24 知 ， 
存在 不 相交 五 开 集 三 及 从 ,使 历 2 1 有 矶 2 LIL. 令 Ki= 
K\V, Kz =K\V, 则 Ki 及 Ks 满足 引 理 要 求证 毕 . 

5.1.26 定义 设 (XX,p) 为 一 距离 空间 . 令 4 为 X 的 一 子 集 . 
称 4 为 有 界 集 , 如 果 sup,yea Pp(Z,y) < oo; 称 A 为 全 有 界 集 , 如 果 
Ve > 0, 存在 X 的 有 穷 子 集 B, 满足 如 下 条 件 : vz e 4, 3y e B， 
使 p(z,y) < si; 称 4 为 列 紧 集 , 如 果 4 中 任 一 点 列 在 X 中 有 一 
收敛 子 列 ， 所 中 的 一 点 列 (zn) 称 为 基本 列 (Cauchy 列 ), 如 果 
P(zn;Zm) 一 0, n,m 一 co， 称 距离 空间 (X,p) 为 完备 的 , 如 果 六 
中 的 任 一 基本 列 皆 收敛 ， 

注意 : 完备 性 概念 不 是 拓扑 概念 . 一 个 完备 距离 空间 可 以 改 赋 


Ee 


人 


Se 
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以 一 等 价 距 离 变 成 非 完备 的 . 

5.1.27 定理 (Baire 定理 ) 设 X 为 一 完备 距离 空间 或 局 部 紧 
Hausdorff 空间 . 令 (你 ) 为 一 列 在 X 中 稠密 的 开 子 集 ， 则 其 交集 
也 在 X 中 稠 . 

证 我 们 只 对 完备 距离 空间 情形 证 明 , 将 另 一 情形 的 证 明 留 给 
读者 ， 任 取 X 中 一 非 空 开 集 Bo, 则 存在 一 半径 小 于 1 的 开 球 Bi 
使 得 B1 c Vin Bo. 由 归纳 法 ,对 每 个 n> 1, 存在 半径 小 于 1/n 的 
开 球 , 使 得 BnC Wn Bn_i. 令 K= 门 2 万， B。 的 球 心 rn 构成 
所 中 的 一 基本 列 ， 从 而 收敛 于 X 中 某 一 点 z. 显然 有 ze K. 但 
KC Bon 站 :人 风 , 于 是 Bo 与 门 2 Vi 的 交 非 空 . 这 表明 门 2， VV 
在 X 中 稠 . 

5.1.28 定义 设 (X,9) 为 一 拓扑 空间 ，4 为 X 的 一 子 集 ， 如 
果 (4)* = 09, 则 称 4 在 关中 无 处 稠密 . 称 空间 X 为 第 一 纲 的 , 如 
果 它 可 表 为 可 数 多 个 无 处 稠密 集 的 并 ， 称 空间 X 为 第 二 纲 的 , 如 
果 它 不 能 表 为 可 数 多 个 无 处 稠密 集 的 并 . 

由 (5.1.1) 推 知 , 一 集合 4 为 X 中 无 处 稠密 集 ， 当 且 仅 当 (4)* 
在 X 中 稠 . 

5.1.29 定理 ”完备 距离 空间 或 局 部 紧 Hausdorf 空间 为 第 二 
纲 的 . 

证 我 们 用 反 证 法 来 证 明定 理 . 设 X 为 一 完备 距离 空间 或 局 
部 紧 Hausdorf 空间 ， 假 定 它 是 第 一 纲 的 ， 即 它 可 表 为 一 列 无 处 稠 
密集 (4") 的 并 . 令 友 = (4)* 则 ( 公 ) 为 一 列 在 X 中 稠密 的 开 
子 集 ， 从 而 由 Baire 定理 知 ， 它 们 的 交集 也 在 X 中 稠 ， 于 是 有 


Xn 
另 一 方面 ， 由 假定 Un4， = X, 故 由 (5.1.1) 式 得 
而 本 (Ora) 一 由 
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这 导致 矛盾 .定理 证 毕 . 
习 题 


5.1.1 试 证 (1) 紧 空 间 中 每 个 闭 集 为 紧 集 ; (2) Hausdorf 空间 中 
的 紧 集 为 闭 集 (提示 利用 引 理 5.1.18); (3) 含 于 一 紧 集 的 闭 集 为 紧 集 . 

5.1.2 设 针 和 YY 为 拓扑 空间 ，f, 为 XX 到 Y 中 的 连续 映射 KK 为 六 
的 紧 子 集 ， 则 f(K) 为 了 的 紧 子 集 ， 设 六 为 一 紧 空间 ，Y 为 一 Hausdorff 

空间 ， 了 为 允 到 了 上 的 一 对 一 连续 映射 ， 则 了 为 X 到 Y 上 的 同 胚 映射 . 

5.1.3 设 X 和 了 为 拓扑 空间 令 所 ,…, Fn 为 头 的 闭 子 集 ， 使 得 
关 = 二 Wifi: 设 f 为 XX 到 Y 中 的 一 个 映射 车 f 限于 每 个 为 连续 ， 
则 了 在 X 上 连续 . 

5.1.4 证 明 5.1.9, 并 证 明 : 为 要 一 拓扑 空间 XX 为 紧 空 间 ， 必 须 且 只 需 
单 点 集 {A} 是 单 点 紧 化 XU {A} 中 的 开 集 . 

5.1.5 设 关 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 卫 为 的 一 闭 子 集 或 开 子 
集 ， 则 作为 X 的 子 空间 ， 下 是 局 部 紧 Hausdorf 空间 . 

5.1.6 (Lindelaf 定理 ) 具有 可 数 基 的 空间 为 Lindelaf 空间 . 

5.1.7 设 X 为 一 距离 空间 ， 则 下 列 三 个 断言 等 价 ， (1)X 具 可 数 基 ; 
(2) X 为 可 分 的 ; (3)X 为 Lindelsf 空间 . 

5.1.8 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 2 
利用 Lindelaf 定理 . ) 

5.1.9 设 X 为 一 c 紧 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 则 存在 一 列 95 紧 集 
天 使 天 C Kiri n>1, 且 X=, Kn.( 提 示 利用 命题 5.1.20(4).) 

5.1.10 (Urysonh 嵌入 定理 ) 具有 可 数 基 的 正规 Hausdorf 空间 必 同 
胚 于 Hilbert 空间 R” 的 某 一 子 空间 . 这 里 RY={(z1, x2,…),2i E R,i> 
1, >》 23 < co 内 积 (x,y) 为 ，(z,y) = 之 1 ziyi. (提示 : 分 以 下 三 个 步 
又 证 明定 理 ， (1) 设 C 为 立 的 可 数 基 (假定 $4 C). 令 4={(U,V)|U,V Ee 
C,U CV), 将 4 的 成 员 排 列 为 ，(, WW), (Da, 到)，… 由 Urysohn 引 理 ， 
对 每 个 i > 1, 存在 连续 映射 上 : 关 一 > [0,1, 使 大 在 可 上 为 0, 在 V* 上 
为 1. (2) 在 关上 定义 映射 : f(z) = (及 (z), 才 fz(z),fs(z),…), 证 明 f 
为 X 到 R™ 中 的 一 对 一 连续 映射 。 (3) 证明 对 X 的 每 一 开 集 W,f(W) 是 


空间 必 为 o 紧 空 间 . (提示 : 
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上 


了 (六) 的 开 集 . ) 

5.1.11 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 X 必 可 距离 化 ( 即 其 拓扑 
可 由 一 距离 引出 ).( 提 示 : 闫 的 单 点 紧 化 XU {A} 仍 具 可 数 基 . ) 

5.1.12 距离 空间 中 列 紧 集 是 全 有 界 集 ， 完 备 距离 空间 中 的 全 有 界 集 为 
列 紧 集 . 

5.1.13 距离 空间 为 紧 的 ， 当 且 仅 当 它 是 全 有 界 的 和 完备 的 . 


5.2 局 部 紧 Hausdorf 空间 上 的 测度 与 Riesz 表现 定理 


设 式 为 一 拓扑 空间 ， 我 们 用 C.(X) 表示 于 上 具有 紧 支 撑 的 
连续 函数 全 体 ， 易 知 Ce(X) 为 一 向 量 格 ( 见 定义 4.6.1). 本 节 将 用 
Daniell 积分 研究 当 X 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 时 C。 (X) 上 的 正 线 
性 泛 函 的 积分 表示 ( 即 Riesz 表现 定理 ). 
首先 ， 我 们 研究 拓扑 空间 上 由 某 些 集 类 生成 的 c 代数 及 它们 
之 间 的 关系 . 
5.2.1 定义 设 久 为 一 拓扑 空间 


Ce(X)T {f13f & Cie(X)+4, 使 所 个 f}, 
Os= {CcX| Ice C(xX):), 


称 O。 中 的 元 素 为 Ce(X) 开 集 . 类 似 定义 C(X) 开 集 及 Cs(X) 开 
集 . 

由 引 理 3.5.7(6) 知 ， 我 们 有 c(O。) = o(C.(X)). 

当 X 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 时 ， 下 一 命题 给 出 了 Ce(X) 开 
集 的 一 个 刻画 . 

5.2.2 命题 设 六 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 则 六 的 一 子 
集 为 Ce(X) 开 集 ， 当 且 仅 当 它 为 Ku 开 集 . 特别 , 我 们 有 o (Ks 开 
集 )=o(C.(X)). 

证 设 G 为 C.(X) 开 集 . 依 定义 ， 存 在 Ce(X) 中 一 列 非 负 函 
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数 ;单调 上 升 趋 于 Je. 于 是 我 们 有 
G= Uh>9= U hz Hek. 


n=1 nsk=1 

反之 , 设 G 为 一 kK。 开 集 ， 即 G = UK 其 中 每 个 Kn 为 紧 
集 ， 由 命题 5.1.20(2), 对 每 个 n, 存在 f%€ Ce(X),0< 所 <1, 使 
所 在 Kn 上 为 1, 自 supp(fn) CG. 令 gn = Vif, 则 gn € Ce(X), 
g 二 Tc, 于 是 G 为 Ce(X) 开 集 . 证 毕 . : 

5.2.3 命题 设 蕊 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 , 则 有 c(Ce(X)) = 
c(95 紧 集 ). 

证 设 fe Cc(X), 则 对 一 切 a&R， 


Ve ye />a-t|eos 


n=1 
故 [f > a] 为 93 紧 集 ， 从 而 o(Ce(X)) C o(9s 紧 集 ). 反之 , 设 K 
为 95 紧 集 ， 则 由 命题 5.1.20(3), 存在 fe Ce(X), 使 天 = [f= 
故 有 o(9s 紧 集 )C c(Ce(X)) . 证 毕 . 

5.2.4 定义 设 六 为 一 拓扑 空间 ， 由 全 体 开 集 生成 的 o 代数 
称 为 Borel go 代数 , 记 为 B(X).B(X) 中 的 元 称 为 Borel 集 . 由 全 体 
9s 紧 集 生成 的 o 代数 称 为 强 Baire oa 代数 , 记 为 B。(X). Bo(X) 中 
的 元 称 为 强 Baire 集 . 使 全 体 连续 函数 为 可 测 的 最 小 o 代数 称 为 
Baire ca 代数 , 记 为 65o(X). Bo(X) 中 的 元 称 为 Baire 集 . 

5.2.5 命题 设 X 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 , 则 每 个 强 Baire 
紧 集 为 95 集 . 

证 设 C 为 强 Baire 紧 集 , 由 于 B.(X) = o (95 紧 集 ), 故 存在 一 
列 95 紧 集 (Cn), 使 Ce o(C1,C2,…)( 习 题 1.2.3). 由 命题 5.1.20(3)， 
对 每 个 n, 存在 fe Ce(X), 使 0<fn<1, 且 Cn= [fn=1. 令 


dz,y) = Df) = fw) 


即 一 1 
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好 


对 每 个 ze X, 令 [z] = {ye X|d(z,y) = 0}, 则 [z] 是 z 的 等 价 
类 ， 其 等 价 关系 是 。 z ~y 当 且 仅 当 d(z,y) = 0. 令 全 表示 等 价 
类 全 体 ， 在 区 上 定义 距离 6: 


6(o, 加) = d(z, y), 


则 (X,6) 为 距离 空间 . 令 lz) = [a]. 设 r > 0, B= {ly]| (ly,[z]) < 
站 则 71(B) = {y|d(y,z) <7} 为 XX 中 的 开 集 ( 因 d(,z) 为 久 
上 的 连续 函数 ). 由 习题 5.1.2, mn(C) 为 全 的 紧 子 集 ， 由 于 对 是 距 
离 空间 ， 7(C) 为 关中 的 9; 集 ， 即 mn(C) = 门 >, 6,,, 其 中 每 个 
O 为 区 的 开 子 集 ， 令 O。 =7-1(6。), 则 0 为 六 的 开 子 集 ， 且 
C= 站 2 ,oO。 即 C 为 9; 集 . 证 毕 . 

下 面 我 们 研究 Ce(X) 上 的 正 线性 泛 函 的 积分 表示 .为 此 ， 我 
们 先 回顾 Daniell 积分 的 定义 ( 见 定 义 3.6.3)， 设 X 为 一 拓扑 空 
间 ， Ce(X) 上 的 一 线性 泛 函 工 称 为 正 的 , 如 果 Fe Ce(X), > 0 人 
I(f) > 0.C.(X) 上 一 正 线性 泛 函 工 称 为 Daniell 积分 ， 如 果 


fn € Ce(X), fn > 0， fn 40 > im Tfn) 一 0. 


5.2.6 引 理 ” 设 六 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
的 一 正 线 性 泛 函 ， 则 了 为 C.(X) 上 的 Daniell 积分 . 

证 设 所 € Ce(X),fn > 0,fn 4 0, 令 51 = supp( 有 1), 则 
supp(fn) C S51. 由 Dini 定理 (定理 5.1.13), f 在 5; 上 一 致 趋 于 0， 
从 而 在 XX 上 一 致 趋 于 0. 因此 ， 对 给 定 es > 0, 存在 自然 数 N, 使 
当 n > N 时 ， 户 (z) < es, 对 一 切 ze X 成 立 . 另 一 方面 ， 由 命 
题 5.1.20(2), 存在 ge Ce(X),0 <g<1, 使 g 在 Si 上 为 1. 于 是 当 
n 宝 ,我们 有 fn < eg, 从 而 有 I(fn) < eI(g). 由 于 se > 0 是 任意 
的 ， 故 lim 7(jn) = 0, 这 表明 了 为 C.(X) 上 的 Daniell 积分 . 

5.2.7 定义 设 关 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 一 子 集 . 称 4 为 有 界 


了 为 Ce(X) 上 
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集 , 如 果 存 在 一 紧 集 K, 使 上 K 2 4; 称 4 为 c 有 界 集 , 如 果 存 在 一 列 
紧 集 (Kn), 使 4C Uri Kn 

下 一 定理 的 第 (2) 部 分 是 所 谓 的 Riesz 表现 定理 (也 见 下 面 的 
定理 5.3.2). 

5.2.8 定理 设 闵 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
上 的 一 正 线性 泛 函 ， 则 有 下 列 结论 : 


了 为 Ce(X) 


(1) 存在 8(X) 上 的 唯一 测度 yu, 满足 如 下 条 件 : 
(i) Ce(X) C TIXB(X) 11), HB Vf € Ce(X), 有 7 = 和 ( 廊 ; 
(ii) 对 任意 c 有 界 开 集 0, 有 
Hi(O) = sup{ji(K)| K CO,K ek}, (5.2.1) 
对 一 切 Borel 集 4, 有 
11(4) = inf{j1(O), OD 4, 0 为 c 有 界 开 集 }. (5.2.2) 
此 外 ， 对 任 一 紧 集 K, 有 Wi(K) < co. 
(2) 存在 8(X) 上 的 唯一 测度 na, 满足 如 下 条 件 : 
(i)’ Ce(X) C Li(X, B(X), 12), HB Vf €E Ce(X), 有 TI(f) = p12(7); 
(i)' 对 任何 开 集 0, 有 
Ha(O) = sup{12(K)| K CO, K ek)}, (5.2.3) 
对 一 切 Borel 集 4, 有 
12(A) = inf{j2(0)| O 2 A, O€ 09}. (5.2.4) 


此 外 ， 对 任 一 紧 集 K, 有 jw2(K) < co. 
证 ”我 们 分 别 用 9o 及 91 表示 Ce(X) 开 集 及 o 有 界 开 集 全 
体 ， 显 然 有 90 C 91, 且 9o 和 91 对 可 列 并 及 有 限 交 封闭 . 令 


Mi(O) = sup{T( 门 | je Ce(X),0 < f <1,supp(f) CO}, Oe9l 


* 136. 


把 


Hi(A) 
Ce(X),0 < f < 1, 且 supp(f) C U21 Oi;, 则 存在 使 supp(f) C 
U? 0;， 故 由 命题 5.1.22, 存在 fi € Ce(X),1 < i < n, 使 得 
0<fi<lf= 有 丹 十 … 十 fn, 且 supp(fi) C Oi;. 因此 我 们 有 


吉 OE 2 < 2 上 (0 


=inf{u*(0)| 0O24Oe9 4CX. 


于 是 有 


(0i) < Yni(0i). 
i 二 1 i 二 1 


由 于 91 对 可 列 并 封闭 , 故 由 命题 14.3 易 知 同 为 上 的 外 测度 


再 证 每 个 Borel 集 为 yt 可 测 集 ， 为 此 ， 只 需 证 每 个 开 集 为 yi 
可 测 集 . 设 Y 为 一 开 集 ， 由 引 理 1.4.5 知 ， 为 证 了 为 yi 可 测 集 ， 
只 需 证 ， 对 一 切 O€ 91, 有 


(0) = WONV) + uONV®). (5.2.5) 


下 面 证 明 这 一 事实 ， 不妨 设 好 (O) < co, 从 而 Wi(ONV)< co. 由 
于 ONV € 91, 依 定义 ,对 给 定 e>0, 存 在 EC(X),0< 有 i<1 
supp( 所 ) C ONV, 使 得 I( 有 1) > ji(ONV)--e. 令 KK=supp ( 方 ), 则 
OnmnKec e 9 故 存 在 户 e Ce(X),0 < fo <1,supp (f2) CONKS,, 
使 得 T( 户 ) > pi(ON EK) 一 e. 由 于 On 天 DONVe, 帮 I(f2) > 
Wi(OUV)-e. 令 f= 所 +, 则 fe€C(X),0<f<1, 且 
supp(f) C O. 因此 有 


ni(O) IF)= If)+I(f2) > (ONV)+ HONV') 一 2e， 
不 等 式 (5.2.5) 得 证 . 
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现 令 ji 为 pi 在 B(X) 上 的 限制 , 往 证 Vf e Ce(X), 有 1(f) = 
HA 办 首先 ， 由 Daniell-Stone 定理 (定理 3.6.8) 知 ， 存 在 o(Ce(X)) 
上 的 测度 几 使 对 一 切 fe Ce(X), 有 了 I(f) = y(f). 下 面 先 证 对 一 
切 Ce(X) 开 集 0, 有 MO) = pn(0). 设 O 是 Ce(X) 开 集 ， 则 存在 
fn€ Cc(X),n>1, 使 0< 万 T7o, 于 是 天 <[fs > £10, Kn 为 
紧 集 ， 由 命题 5.1.20(2), 存在 g, es Ce(X), 使 Ik， < gn < Jo, 且 
supp(gn) CO . 由 于 Oe 9oCc091, 于 是 有 
ALO) = Sh KH(Kn) < sup A(gn) = sup Lgn) < 11(0) = p1(0). 
男 一 方面 ， 由 pi 的 定义 易 知 ji(O) < py(0), 故 1(0) = 
设 fe CA(X)4, 令 


HK1(O). 现 


而 二 2 鞠 了 >j> 志 ] 二 on 2 Ts 筷 ] 


k=1 k=1 
则 所 1+f, 且 [f > 去] 为 Ce(X) 开 集 ， 于 是 我 们 有 
TN)= A) = ,im Kf) = lim 元 = nu([f > 过] 


= lm Ee DD 
k=1 

现在 证 明 (5.2.1) 式 . 设 Oe 9, 令 f ecC(X),0<f< 
1,supp(f) C 0, 则 I( 有 ) = jn(f) < p(supp(f)), 故 (5.2.1) 式 得 
证 . 

下 面 证 明 满足 条 件 (i) 及 i) 的 测度 唯一 性 ， 设 另 有 测度 ” 满 
足 亿 及 提 , 则 Ye Ce(X), 有 v(f)=I(f)= pn(f). 设 OeE91, 则 
对 任何 紧 集 KC O, 存在 fe Ce(X), 使 Ik < f<1o,supp(f)c 0. 
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故 有 


sup{v(K)| K CO,K eK} 

sup{v(f)| f €E Ce(X),0 < f <1, supp(f) C O} 
sup{l1(f)| f € Ce(X),0 < f <1, supp(f) C O} 
M1(0) 

sup{u1(K)| K CO, K ek} 

< sup{J(f)| f €E Ce(X),0 < f <1, supp(f) C O} 
= sup{rv(f)| Je Ce(X),0 < f <1, supp(f) C O} 
< v(O). 


v(O) 


I 和 A | I 信 


于 是 有 wv(0) = pj1(O). 从 而 由 (5.2.2) 式 知 ， zx(4) = pi(4), 对 
切 4 & B(X) 成 立 ， 唯 一 性 得 证 ， 最 后 ， 设 五 为 一 紧 集 ， 由 命题 
5.1.20(2) 知 ji1(K) < oo. 
综 上 所 证 ， (1) 得 证 . 
9 代替 91). 
5.2.9 注 由 好 及 局 的 定义 易 知 ， 我 们 有 yi > 7. 此 外 ， 
由 命题 5.1.20(4) 知 : (5.2.1) 式 及 (5.2.3) 式 分 别 等 价 于 


Ai(O) = sup{u1(K)| kK CG O,K 为 Gs 紧 集 }， 
Hz2(O) = sup{fHpz( 开 )| KC O,K 为 9s 紧 集 }. 


(2) 的 证 明 完全 类 似 (在 定义 必 时 用 


最 后 ， 若 基 为 o 紧 的 ， 则 j= 
习 题 


5.2.1 设 X 为 一 拓扑 空间 则 c(C(X)) = c(Co(X)) C o(9s 闭 集 ). 
5.2.2 设 闵 为 一 正规 拓扑 空间 ，Bo(XX) 为 Baire a 代数 ，44 为 Bo(X) 
上 的 一 o 有 限 测度 ， 则 : 
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(1) Bo(X) = o(9s 闭 集 ); 
(2) 为 要 G 为 万 开 集 ， 必 须 上 且 只 需 存在 一 非 负 有 界 连 续 函 数 f, 使 得 
= [f > 9]; 
(3) 对 一 切 4e Bo(X), 有 
HA(4) = sup{1(B)| BC A,B 为 95 闭 集 }. 
车 进一步 4 为 有 限 测度 ， 则 对 一 切 A e Bo(X), 还 有 


HA(4) = inf{u(G)| G 2 4,G 为 5 开 集 }. 


5.3 Hausdorff 空间 上 的 正则 测度 


5.3.1 定义 令 久 为 一 Hausdorff 空间 ，B(X) 为 其 Borelo 代 
数 ，A > B(X) 为 关上 的 o 代数 ，k 为 A 上 一 测度 称 上 为 内 
正则 的 (相应 地 ， 强 内 正则 的 ), 如 果 对 每 个 开 集 (相应 地 ， 4 可 测 
集 )0, 有 (0O) = sup{1(K)| KC O,K 为 紧 集 }; 称 4 为 外 正则 的 ， 
如 果 对 每 个 4e 4 有 (4) = inf{x(0)| OD 4,O 为 开 集 }. 既 内 
正则 又 外 正则 的 测度 称 为 正则 测度 . 

设 1/ 为 一 Hausdorff 空间 上 的 正则 测度 . 若 对 一 切 非 负 f € 
Ce(X)， 有 AP) < co, 则 称 产 为 Radon 测度 . 若 4 为 一 局 部 紧 
Hausdorf 空间 上 的 正则 测度 ， 则 由 命题 5.1.20 知 ，k 为 Radon 测 
度 ， 当 且 仅 当 对 一 切 紧 集 K, 有 4(K) < co. 

由 定理 5.2.8(2) 立刻 推 得 下 述 定理 . 

5.3.2 定理 设 X 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 则 B(X) 上 的 
Radon 测度 与 C-(X) 上 的 正 线性 泛 函 之 间 有 如 下 一 一 对 应 关系 : 
设 风 为 B(X) 上 的 Radon 测度 ， 令 


i fdp, fe Ce(X), 
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则 工 ; 为 C-(X) 上 的 正 线 性 泛 函 ， 反 之， Ce(X) 上 的 正 线性 泛 函 
必 具 有 这 种 形式 . 

5.3.3 定理 ”设立 为 一 拓扑 空间 ，9 及 三 表示 六 的 开 集 类 
和 闭 集 类 ，4 为 B(X) 上 的 co 有限 测 度 . 若 每 个 开 集 为 F 集 ， 则 
对 每 个 4e 8(X), 有 


H(A)= sup{y(F)| F CA,FeF}. (5.3.1) 
若 进 一 步 4 为 有 限 测度 ， 则 对 每 个 4 € B(X), 还 有 
nu(A) = inf{1u(G)| GD A, Ge o}. (5.3.2) 


证 由 于 到 = 大, 故 由 定理 1.6.3 及 命题 1.6.4 推 得 定理 的 结 
论 . 

5.3.4 系 设 半 为 一 距离 空间 ，4k 为 8(X) 上 的 一 有 限 测度 ， 
则 对 一 切 4e B(X)，(5.3.1) 式 及 (5.3.2) 式 成 立 . 

证 由 于 距离 空间 中 每 个 开 集 为 5 集 ， 故 由 定理 5.3.3 立 得 
系 的 结论 . 

5.3.5 定理 ” 设 六 为 一 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B(X) 的 
一 o 代数， 为 4 上 的 正则 测度 . 车 4e A, 且 4(4) < co, 则 有 


nu(A)= sup{N( 开 )| KC A, K ek}. (5.3.3) 


证 对 任 给 = > 0, 存在 开 集 耻 2 4, 使 u(V) < yk(4) 二 e. 取 
紧 集 LI CV, 使 (ZL) > MY)-s 由 于 pw(V\A) < = 故 有 开 集 
WV\A4, 使 LW)<e. 令 KK=L\W, 则 Kc A 为 紧 集 且 有 


AK)=p(D) -pLNW) > p(V) — 2e > 1(A) - 2e, 


故 有 (5.3.3) 式 
下 一 定理 表明 ， 有 限 测度 的 正则 性 与 强 内 正则 性 等 价 . 
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5.3.6 定理 设 X 为 一 Hausdorf 空间 ， A 为 包含 B(X) 的 
一 5 代数，4 为 4 上 的 有 限 测度 则 为 4 上 的 正则 测度 ， 当 
且 仅 当 /w 是 强 内 正则 的 . 

证 只 需 证 充分 性 设 上 是 强 内 正则 的 ， 这 蕴含 4 的 内 正则 
性 .对 4* 应 用 (5.3.1) 式 便 得 4 的 外 正则 性 . 

5.3.7 定理 设 久 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 
为 B(X) 上 的 一 测度 . 

(1]) 设 Ae B(X), 且 4 关于 4 为 o 有 限 集 则 


HA(4) = sup{u(K)| K Cc A,K ek}. 


(2) 若 对 每 个 K€ XH, 有 MK) < co, 则 4 为 Radon 测度 . 

证 (1) 设 G 为 中 的 一 开 集 ， 则 由 习题 5.1.4 及 5.1.8 知 ， 
G 为 Ks 集 ， 故 由 定理 1.6.3 立 得 (1) 的 结论 . 

(2) 由 于 XX 中 每 个 开 集 为 Ks 集 ， 故 由 (1) 知 4 为 内 正则 的 . 
往 证 y 是 外 正则 的 ， 由 习题 5.1.8 及 5.1.9 知 ， 存 在 一 列 开 集 G;， 
使 得 Gn 为 紧 集 ， 且 U;, Gn = X. 于 是 ， 对 每 个 n, 有 (Gn) < oo 
令 


Ln(A)= 1(ANGn), n>1, 


则 mm 为 B(X) 上 的 有 限 测度 , 故 由 定理 5.3.3 知 ，pw 是 外 正则 的 . 
设 4e B(X), 对 任 给 。 > 0, 存在 开 集 Vi, 2 4, 使 得 4(Gn VW) > 
H(4nGn)+es/20. 令 V=UY(GsNnW), 则 V4, 且 有 


H(V\A) < a nNVa\A) < 


从 而 4(V) < p(4) 十 e,4 的 外 正则 性 得 证 ， 证 毕 . 
下 面 讨论 符号 测度 的 正则 性 . 
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5.3.8 定义 设 久 为 一 Hausdorff 空间 ， A 为 包含 B(X) 的 
一 o 代数 ，k 为 4 上 的 一 符号 测度 ， 如 果 / 的 变 差 测度 |w| 是 正 
则 的 ， 则 称 & 是 正则 的 . 

下 一 命题 给 出 了 有 限 符号 测度 x 的 正则 性 的 另 一 等 价 描述 . 

5.3.9 命题 “为 要 一 有 限 符号 测度 上 是 正则 的 ， 必 须 且 只 需 
p+ 及 1 是 正则 的 . 这 里 p+ 及 p7 分 别 是 pp 的 正 部 及 负 部 . 

证 ”充分 性 显然 ， 现 证 必要 性 ， 设 |x| 为 正则 测度 ， 令 4 
A,e > 0, 取 开 集 UV 2 4, 使 JUl(C) < IJ(4) +s 则 ANA4) < 
lxl(U\A4) < = 从 而 


un-(U)=p (4)+HM(TNM) < pp (A) +e, 


x- 的 外 正则 性 得 证 ， x- 的 内 正则 性 证 明 类 似 ， 同 理 可 证 p+ 的 
正则 性 . 

5.3.10 命题 设 关 为 一 Hausdorff 空间 ， A 为 包含 B(X) 的 
一 代数 ，k 为 4 上 一 正则 符号 测度 . 设 4e A, 且 4(4) 为 有 限 
值 ， 则 对 任 给 s > 0, 存在 紧 集 KK C 4, 使 对 任何 满足 KCBCA4 
的 BeA, 有 |n(4) 一 x(B)| < <. 

证 由 |x| 的 正则 性 及 定理 5.3.5 知 ， 存 在 紧 集 KK C 4, 使 
|x|(A\K) < se, 于 是 对 任何 满足 CBEC4 的 了 es4 有 


lx(A)— 1(B)|= Ix(A\B) < Iul(A\B) < lpl(A\K) <s 


5.3.11 记号 设立 为 一 Hausdorff 空间 , 我 们 用 M(X,B(X)) 
表示 5(X) 上 的 有 限 符号 测度 全 体 ， 用 人,(X,B(X)) 表示 B(X) 
上 的 有 限 正则 符号 测度 全 体 . 

由 习题 3.3.8(3) 知 ，A4(X, 5(X)) 按 符号 测度 的 全 变 差 范 数 上 
jvar 为 一 Banach 空间 . 另 一 方面 , 易 知 Mr(X,B(X)) 是 M(X,B(X)) 
的 闭 线性 子 空间 ， 故 M(X,B( 关 )) 按 范 数 ‖ ||var 也 为 一 Banach 
空间 . 
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下 面 我 们 研究 关于 正则 测度 的 不 定 积分 . 为 此 先 证 明 一 引 理 . 

5.3.12 引 理 设 久 为 一 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B(X) 的 
一 0 代数，4 为 4 上 的 一 正则 测度 . 设 Be A, 且 1(B) < oo. 令 
v(4)=4(BN 4),Ae 4, 则 vw 也 为 A 上 的 正则 测度 . 

证 由 定理 5.3.5, 对 任何 4 e .4, 我 们 有 


v(A)=u(BNA)=sup{y(K)| Kc BNA,K eK} 
=sup{v(K)| KC BNA,K eK), 


故 有 
v(A)=sup{v(K)| K Cc A,K ek), 
从 而 由 定理 5.3.6 知 v 为 A 上 的 正则 测度 ， 证 毕 . 

5.3.13 命题 设 X 为 一 Hausdorf 空间 ， 风 为 B(X) 上 的 一 
正则 测度 车 js Li(X,B(X),p), 则 f 关于 的 不 定 积分 fk 是 
有 限 正 则 符号 测度 . 

证 令 v= fp, 由 于 中 = | 用 故 由 符号 测度 正则 性 的 定 
义 ， 为 证 ” 正则 ， 不 妨 设 f 非 负 ， 首先 设 f = 万 ， 其 中 B € B(X)， 
且 p(B) < co. 令 凡 (4) = jy(4nB),Ae B(X), 则 由 引 理 5.3.12 
知 ， 妈 为 正则 测度 ， 因 此 , 对 可 积 的 非 负 简 单 函 数 f, f.y 也 是 
正则 测度 ， 对 一 般 的 非 负 可 积 函 数 f, 令 为 非 负 简单 函数 ， 
使 +f, 则 有 


fp = fap = / a 


由 M(X,B(X)) 的 完备 性 知 fue Atr(X,B(X)). 证 毕 . 

5.3.14 命题 设 X 和 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 为 B(X) 
上 一 Radon 测度 ，w 为 8(X) 上 一 有 限 正则 符号 测度 . 则 下 列 断 
言 等 价 

(Dv 为 某 je LI1(X,B(X),p) 关于 44 的 不 定 积分 ; 
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(2) v 关于 4 绝对 连续 ; 

(3) 设 玉 为 紧 集 且 1(K) =0, 则 有 w(K)=0. 

证 显然 有 (1) 全 (2) 全 (3). 下 证 (3)=S (2). 设 (3) 成 立 ， 令 
4e B(X), 且 (4) = 0, 则 对 一 切 紧 集 玉 c 4, 有 ju(K) = 0. 往 
证 v(4) = 0. 假定 |v(4)| = a > 0, 则 由 命题 5.3.10 知 ， 存 在 紧 集 
Kc 4 使 z(C) 一 (RD)|< 3. 特别 有 w(K) 关 0, 但 有 1K)=0， 
这 与 (3) 矛盾 ， 因此， 必须 有 v(4) = 0, 这 表明 ， << 

最 后 证 (2) 坊 (1). 设 (2) 成 立 . 由 jz| 的 内 正则 性 , 存在 一 列 紧 集 
Kn 使 supn |v|(K4) = |v(X). 令 Xo = UK 则 有 |v|(X\X6) = 
0. 令 jo(4) = yp(4 nn Xo), 则 因 空 间 局 部 紧 ， 有 yj(Kn) < oo, 故 
Ko 为 o 有 限 测度 ， 且 v < jo. 于 是 由 Radon-Nikodym 定理 知 ， 
存在 fo € Li(X,B(X),po),; 使 v= fopo. 令 f= foIx,, 则 fe 
1(X,B(X),p), 且 v = fx. 证 毕 . 

注 只 在 证 明 (2) 沪 (1) 时 用 到 空间 “局 部 紧 ” 假定. 


习 题 


5.3.1 设 X 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， A 为 包含 B(X) 的 o 代 
数 ，4 为 4 上 的 内 正则 测度 ， 试 证 ; 
(1) 对 每 个 开 集 O, 有 


HA(O) = sup{Hp(j)| f € Ce(X),0 < f < 1,supp(f) Cc O} 
= sup{u(f)| f €E Ce(X),0 < Ff < 1o}. 


(提示 :利用 命题 5.1.20(2).) 

(2) 令 91 = {0O| 90 为 开 集 且 MO) = 0}, 并 令 U 为 91 中 全 体 集合 
的 并 ， 则 AZ) = 0.( 注 ,通常 称 VU 为 p 的 支撑 , 记 为 supp[4].) 

5.3.2 设 闵 为 一 Hausdorff 空间 ，ADB(X) 为 一 o 代数， 为 A 
上 的 ec 有 限 正则 测度 ， 则 A C B(X)*. 这 里 B(X)” 表示 B(X) 关于 的 
完备 化 . 
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5.3.3 设 X 为 一 紧 Hausdorf 空间 ， 风 为 Baire o 代数 Bo(X) 上 的 
一 有 限 测度 ， 则 4 可 以 唯一 扩张 成 为 8(X) 上 的 正则 测度 . (提示 : 用 Riesz 
表现 定理 . ) 

5.3.4 设 义 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ，4 为 8(X) 上 的 一 正则 测 
度 ， 则 为 要 / 为 Radon 测度 ， 必 须 且 只 需 对 一 切 紧 集 K, 有 4(K) < co. 

5.3.5 证 明 Mr(X,B(X)) 是 M(X,B(XX)) 的 闭 线性 子 空间 . 

5.3.6 给 出 系 5.3.4 的 一 个 直接 证 明 . (提示 : 令 C 表示 B(X) 中 满足 
(5.3.1) 式 及 (5.3.2) 式 的 集 4 全 体 . 显然 4 EC 二 > 4A° EC. 为 证 C= B(X)， 
只 需 证 C 对 可 列 并 运算 封闭 ， 且 9 CC.) 

5.3.7 设 X 为 一 Hausdorf 空间 ， 几 为 B(X) 上 的 一 Radon 测度 . 令 
Atr(J = {v € Mr(X,B(X)|V < Ah 则 fo fp 为 MA LI(X, B(X),n) 
到 Mr (4) 上 的 线性 保 范 同 构 上 映射。 (提示 : fp|var = 上 fc16w) .) 


5.4 空间 Co(X) 的 对 偶 


设 羡 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,我 们 用 Ce-(X) 表示 关上 具 
紧 支撑 连续 函数 全 体 . 关上 的 一 实 值 连续 函数 f 称 为 在 无 穷 远 
处 为 零 , 是 指 对 任 给 。 > 0, 存在 紧 集 玉 使 1 在 K* 上 有 |f(zx)| < =. 
我 们 用 Co(X) 表示 在 无 穷 远 处 为 零 的 连续 函数 全 体 ， 本 节 将 证 明 
Adfr(X,B(X)) 可 以 视 为 Co(X) 的 对 偶 . 

设 je Co(X), 令 


lflls = sup{lf(z) 


则 (Co(X), 由 ww) 为 赋 范 线性 空间 . 

5.4.1 引 理 ” 设 六 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 则 Co(X) 为 
一 Banach 空间 ， 且 Ce(X) 在 Co(X) 中 稠密 . 

证 设 (fn) 为 Co(X) 中 一 基本 列 ， 则 对 每 个 ze 已 (万 (z)) 为 
一 实数 基本 列 ， 故 有 极限 f(z). 显然 户 在 关上 一 致 收敛 于 f, 天 了 
为 对 上 的 连续 函数 往 证 /在 无 穷 远 处 为 零 . 任 给 s > 0, 先 取 一 


| ze 式 }， 
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自然 数 n 使 对 一 切 z EX 有 |f(z) 一 所 (2)| <e 由 于 所 € Co(X) 
故 存在 紧 集 K, 使 | 所 (2)| < eV e Ke. 于 是 有 


(f(z)| < |f(z) — fn(2)| + |fn(2)| < 2e 2 € K®, 


依 定义 ， fe Co(X). 这 表明 Co(X) 为 一 Banach 空间 . 

现 证 C.(X) 在 Co(X) 中 稠密 设 f es Co(X), 对 任 给 s > 0， 
存在 紧 集 K, 使 Vz e 天 * 有 |f(z)| < e. 另 一 方面 ， 由 命题 5.1.20， 
存在 ge Ce(X) ,使 IKk <g<1l 令 h=gf, 则 he Ce(X), 且 有 
|f 一 hl < e. 这 表明 Ce(X) 在 Co(X) 中 稠密 ， 证 毕 . 

5.4.2 引 理 设 X 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 工 为 Co(X) 
上 的 一 连续 线性 泛 函 , 则 存在 Co(X) 上 的 两 个 正 连 续 线 性 泛 函 L+ 
及 二 ,使 二 = TH+ 一 工 -. 

证 设 feCo(X) 且 f>0( 简 记 为 fe Co(X)+4), 令 


Li(f)= sup{L(g)| g€ Co(X),0<g<f}, (5.4.1) 


则 易 知 |L+(7)| < 全 IN 其 中 |IZI| 表示 工 的 范 数 ， 此 外 ， 显 
然 有 L4(f) > 0 且 Va > 0, 有 Z+(aj) = aL+(f). 下 面 证 明 : 
Vi, f2 € Co(X)) 有 


Li(fi+fo)=L+(fi)+L+(f2)- (5.4.2) 


由 (5.4.1) 式 不 难看 出 。 +( 丹 ) 十 L4(f2) < L4( 有 1 十 瑚 ). 为 证 相反 
的 不 等 式 ， 取 ge Co(X), 使 0<g< 有 +f. 令 


g1=g 八 fi, 92=9— 91 
则 gg € Co(X),0< gi < 及,0 < gz < f2. 于 是 有 
L(g) = L(g1) + L(g2) < L4+(fi) + L+(f2), 
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由 此 得 三 ( 户 十 户 ) < +( 方 ) 十 二 +( 户 ). 故 (5.4 得 证 . 
设 f € Co( 蕊 )， 令 


L+(f)=L1(f1)— Lr(f7), 
则 L+ 为 Co(X) 上 的 线性 泛 函 ， 且 有 
[LA < LF) VY Lf) < Zh, 
于 是 L+ 为 连续 线性 泛 函 ， 最 后 ， 令 L_ = L4 -万 则 工 为 连续 


线性 泛 函 ， 并 由 (5.4.1) 式 知 : 对 fe Co(X)+ (万 >0. 从 而 工 - 
为 正 泛 函 .证 毕 . 

5.4.3 定理 设 碟 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 . 令 M,(X,B(X)) 
表示 B(X) 上 的 有 限 正则 符号 测度 全 体 ， 对 je M;(X,B(X)), 令 
Ln(f) = ffap,f € Co(X), 则 jp Li 为 从 Mi(X,B(X)) 到 
Co(X)* 上 的 保 范 同 构 映射 . 

证 设 hE Mi(X,B(X)), 显然 有 Le Co(X)*, 且 

Li (fl < ullvarllflle, f es Co(X), 
于 是 有 zl < jinllvae， 往 证 等 号 成 立 . 设 著 = DUDe 为 4 的 
Jordan 分 解 即 1(4) = (A4ND),p-(4) = -A4nDoe)). 对 任 给 


s>0 由 /三 及 入 的 正则 性 及 定理 5.3.5 知 存在 紧 集 Ki1 CD 及 
紧 集 Ks C Ds。, 使 得 


HK1) 一 AGE2) = |p (Ki Uy K2) > pl(X)—e = lullvar —&. 
为 一 方面 ， 由 命题 5.1.23, 存在 fe Ce(X), 使 ==1, 且 
flrsuks = Ir, — Tk,. 
于 是 我 们 有 
oz 60) = fan= Joew+ 人 so 
> HK1) — pK2) -IC U K2)°) > lullvar — 2e. 


由 于 = > 0 是 任意 的 ， 故 有 Lul| > jullvar, 从 而 有 al = allvar 

现在 证 明了 映射 Am Li 是 M1.(X,B(X)) 到 Co(X) 的 满 射 . 
为 此 ， 设 LE Co(XX)*, 即 设 工 为 Co(X) 上 的 一 连续 线性 泛 函 . 由 
引 理 5.4.2, 存在 Co(X) 上 的 两 个 正 连续 线性 泛 函 Z+ 及 上 -, 使 得 
=Li-L_. Li 及 L_ 限于 Ce(X) 为 正 线性 泛 函 , 故 由 Riesz 表 
现 定 理 (定理 5.2.8(2)) 存在 8(X) 上 的 Radon 测度 Ai 及 p42, 使 得 
对 一 切 fe Ce(X), 有 ZL+(f) = fdn1,L-(f) = fdp2. 习题 5.3.1 
蕴含 


Mi(X)= sup{L1+(f)| f ECAX),0 < F<1} lL)< oo， 
同 理 je(X) < co, 故 /= p11 一 J2 € Mi(X,B(X))， 显然 我 们 有 
L= L,, 映射 HD Li 显然 是 线性 的 . 证 毕 . 

习 题 


5.4.1 设 六 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 令 XA 为 X 的 单 点 紧 化 
( 见 5.1.11 ) 对 和 上 的 函数 f, 令 


f(z), rzE€EX, 


Po-=1 0， 2 一 人 ， 


则 为 要 fe Co(X), 必须 且 只 需 fa 为 上 的 连续 函数 ， 
5.4.2 设 X 为 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 则 Co(X) 为 可 分 
Banach 空间 ， (提示 ， 先 考虑 X 为 紧 空间 情形 ， 然 后 利用 习题 5.4.1.) 


5.5 用 连续 函数 逼近 可 测 函 数 


在 许多 情况 下 ,连续 函数 比 可 测 函数 容易 处 理 ， 本 节 介 绍 有 关 
用 连续 函数 逼近 可 测 函 数 的 一 些 结果 . 
下 一 定理 的 一 个 特殊 情形 见习 题 3.4.2. 
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5.5.1 定理 设 X 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， A 为 包含 
8(X) 的 一 o 代数 ，/ 为 4 上 的 一 Radon 测度 . 令 1<p < co, 则 
Ce() 在 L?(X, 4A) 中 稠密 . 

证 显然 Ce(X)C L?(X,A,p). 由 于 Lr(X,A,p) 中 的 简单 函 
数 在 L?(X, A,4) 中 稠密 ( 见 引 理 3.4.7), 故 为 证 定理 只 需 证 明 如 下 
事实 : 若 4e A,1(A) < oo, 则 有 fe Cc(X), 使 14 一 fl 任意 小 .为 
此 , 设 s > 0, 由 4 的 外 正则 性 , 先 取 开 集 U 2 4, 使 AD) < jp(A)+s， 
再 由 定理 5.3.5, 取 一 紧 集 KK C 4, 使 x(K) > J(4) - e， 由 命题 
5.1.20(2), 存在 fe Ce(X), 使 Ik <f<Io, 则 Ha-f|<Iv-Ig, 
故 有 


||7a 一 flly < lv — Ixlly = 4(U 一 K)? < (2e)3. 


定理 得 证 . 

下 一 定理 称 为 Lusin 定理 . 

5.5.2 定理 设 六 为 一 Hausdorff 空 空间 ， .4 为 包含 B(X) 的 
一 5 代数 ，1 为 4 上 的 一 正则 测度 ，f 为 X 上 的 一 A 可 测 实 值 
函数 ,如果 4 € A, 0 < J(4) < co, 则 ve > 0, 存在 紧 集 Kc 4, 使 
H(A\K) < es 且 了 限于 天 连续， 若 进 一 步 ，XX 为 局 部 紧 ， 则 存在 
geEcCe(X), 使 9 与 了 在 天 上 一 致 ， 且 使 


sup{lg(z)|| z € X} < sup{|f(z)|| ze A}. (5.5.1) 


证 首先 设 f 只 取 可 数 多 个 值 ， 即 f= > ai14,, 其 中 
iN A; = ,ij 且 ;Ah; = XX， 取 正 整数 n, 使 得 
H(AN (i144i)*) < e/2， 由 定理 5.3.5, 存在 4n 41,:…,ANn A, 
的 紧 子 集 K1,…, Kn, 使 得 Dip((AN Ai\Ki) < e/2. 令 K= 
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沁 _, Ki, 则 下 为 4 的 紧 子 集 ， 且 有 
u(A\K) = pan A) + PAN A 


i=1 


< 了 + 了 =< . 


由 于 了 限于 每 个 Ki 为 常数 ， 从 而 f 限于 下 为 连续 (见习 题 5.1.1). 

现 设 Ce A 可 测 函 数 ， 令 

记 @)= 元， 车 部 <J(e) < 人， k=0,+1,42,… 
由 前 所 证 ， 对 每 个 n > 1, 存在 紧 集 KC 4, 使 L(A\Kn) < e/2", 
且 廊 限 于 天 为 连续 . 令 K= 门 , Kn, 则 由 于 了 是 (所 ) 的 一 致 极 
限 ， 故 f 限于 连续 ， 此 外 有 

uA\K) < 》 H(A\Kn) <e 

最 后 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 假定 X 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 
令 XS =XU {A} 为 X 的 单 点 紧 化 ， 则 XS 是 正规 空间 ( 见 命 题 
5.1.19). 故 由 Tietze 扩张 定理 ， 存 在 XS 上 的 连续 函数 h*, 使 有 
在 上 与 f 一致 ,， 且 使 sup{|h*(z)||z € X}= sup{|f(z)||z € K}. 
取 pe Ce(X), 使 得 Ik < p< 1( 见 命题 5.1.20(2)), 并 令 9 = ph, 其 
中 为 h* 在 莽 上 的 限制 则 ge€ Ce(X),9 与 了 在 天 上 一 致 ， 且 
使 (5.5.1) 式 成 立 ， 证 毕 . 


习 题 


5.5.1 设 X 为 一 Hausdorff 空间， .4 为 包含 B(X) 的 一 a 代数 ， 风 
为 4 上 的 一 有 限 正则 测度 ， 为 和 上 的 一 实 值 函数 . 则 下 列 三 断言 等 价 : 

(1) 为 下 可 测 ( 即 B(X)” 可 测 ， 见 习题 5.3.2); 

(2) Y4e A,Ve > 0, 存在 紧 集 KC Ah, 使 L(A\K)<se, 且 ff 限于 K 
连续 ; 
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(3) 存在 X 的 划分 ， X = (学 , K,) UN, 其 中 每 个 K, 为 紧 集 ， N 
为 / 零 测 集 ， 使 得 f 限于 每 个 K; 为 连续 函数 . 

5.5.2 设 /为 及 上 的 实 函数 ， 且 对 一 切 a,be 及, 有 f(a+b) = 
f(a) 十 f(b). 试 证 ， (1) f 在 及 上 连续 当 且 仅 当 它 在 一 点 连续 ，(2) 车 /为 
Lebesgue 可 测 ， 则 f 连续 ， (提示 ， 利 用 Lusin 定理 . ) 


5.6 乘积 拓扑 空间 上 的 测度 与 积分 


本 节 研 究 的 中 心 问题 是 : 给 定 两 个 局 部 紧 Hausdorf 空间 X 和 
Y 及 其 上 的 两 个 Radon 测度 上 和 wv, 如 何在 乘积 拓扑 空间 X xY 
上 构造 一 Radon 测度 jy. x v, 使 其 在 和 及 Y 上 的 边缘 测度 分 别 是 
上 及 v? 进一步, 是否 有 相应 的 Fubini 定理 ?” 这 里 遇 到 的 困难 是 ， 
4 及 地 一般 并 非 c 有 限 ， 且 B(X) x B(Y) 一 般 严 格 比 B(X x 了 Y) 
小 . 因此 ， 第 四 章 的 结果 不 再 适用 . 为 了 克服 这 一 困难 ， 我 们 将 求 
助 于 Riesz 表现 定理 . 

下 和 面 首先 研究 拓扑 空间 的 乘积 . 

5.6.1 定义 ” 设 (Xi,91),…, (Xn,9) 为 拓扑 空间 ， 令 X = 
1 x Xo x x XX,,, 


B= {Ux U2 x:...xU,| Ui; € 0i, 1 = 1,2,..…,n), 


则 8 对 有 限 交 运算 封闭 . 以 8 为 基 的 拓扑 9 称 为 XX 的 乘积 拓 
扑 ; (XX,9) 称 为 (X91),…, (Xn,9n) 的 乘积 拓扑 空间 . 

令 Bo = ee Ui € 9i1 二 1,2,…,n), 其 中 i 为 XX 到 
Xi 的 投影 映射 ， 则 易 见 Bo 为 9 的 子 基 ， 且 9 是 使 每 个 投影 映射 
为 连续 的 最 小 拓扑 . 

5.6.2 定义 ” 设 {(Xa,94),a e ^} 为 一 族 拓扑 空间 ， X = 
1 %Xa,9 为 上 使 每 个 投影 映射 ra 为 连续 的 最 小 拓扑 , 称 (X,9) 


为 (Xa,9a),a e A 的 乘积 拓扑 空间 . 
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设 Po 为 人 的 非 空 有 穷 子 集 全 体 ， 令 
B= (|) {rs'([[5)| Ue og, ie Ss), 


SEPo i€S 

则 易 知 5 为 拓扑 9 的 基 . 

5.6.3 定理 (Tychonoff 定理 ) 设 (Xa,9c) 为 一 族 紧 拓扑 空 
间 ， 则 其 乘积 拓扑 空间 (XX,9) 亦 为 紧 拓 扑 空间 . 

关于 该 定理 的 证 明 ， 读 者 可 以 参看 任何 一 本 有 关 点 集 拓扑 的 
书 ， 这 里 从 略 . 

下 面 我 们 研究 乘积 拓扑 空间 上 的 Borel o 代数 . 为 方便 起 见 ， 
我 们 只 讨论 两 个 拓扑 空间 乘积 情形 ， 关 于 集合 和 函数 的 截 口 概念 

见 4.2 节 . 

5.6.4 引 理 设 卫 及 Y 为 Hausdorff 空间 ， 六 xY 为 其 乘积 
拓扑 空间 ( 它 也 是 Hausdorff 空间 ). 

(1) 我 们 有 B(X) x 8(Y) C B(X xz). 车 XX 及 Y 都 有 可 数 
基 ， 则 B(X) x B(Y)= B(X x Y); 

(2) 设 瑟 € B(X xy) 则 对 每 个 z € XX 及 每 个 ye Y, 有 
Er EB(Y), Eye B(X). 这 里 Es = {y EY| (zr,y) € E},EY= {rE 
X| (x,y) EE}; 

(3) 设 f 为 XxY 上 的 8(X xY) 可 测 函 数 ， 则 对 每 个 2€ 关 
及 ye 所 为 Y 上 的 B(Y) 可 测 函 数 ，f? 为 人 上 的 B(X) 可 测 
函数 .这 里 记号 万 及 户 见 定义 4.2.1. 

证 (1) 第 一 部 分 显然 现 设 C 及 卫 分 别 为 和 及 Y 的 可 数 
基 . 令 姑 ={0xVIUEeC,VeD}), 则 多 为 人 XxY 的 可 数 基 . 由 于 
XC B(X)xBY), 且 和 Xxz 的 每 个 开 集 为 中 元 素 的 可 列 并 ， 
邦 有 B(X xY) CB(X)x B(Y). 从 而 有 B(X xY) = B(X) x B(Y). 

(2) 设 z EX, 令 gz(y) = (2z,9), 则 gz 为 Y 到 XxY 上 的 连 
续 函 数 ， 从 而 关于 B(Y) 及 B(X x 了 ) 可 测 . 但 Bs = 9 (BE), 故 
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zz € B(Y). 同 理 可 证 BY € B(X). 

(3) 注意 : ( 户 )!(B) = (f-1(B))s,(fY)-1(B) = (f-1(B))Y, 故 
(3) 由 (2) 推 得 . 

下 一 引 理 的 证 明 留 给 读者 完成 . 

5.6.5 引 理 设 3 及 了 为 拓扑 空间 ， 了 为 紧 空 间 . 令 f 为 SxT 
上 的 实 值 连续 函数 . 则 对 任 一 so e 5 及 任 一 = > 0, 存在 so 的 一 开 
邻 域 UV, 使 得 对 一 切 ss U 及 一 切 te T, 有 |f(s,t) ~ f(s0,t)| < 

5.6.6 命题 设 关 及 Y 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 凡 及 了 分 
别 为 X 及 Y 上 的 Radon 测度 ， 令 es Ce(X x 了 ), 则 ， 

(1) 对 任何 z & X,y EY, 有 fo € Ce(Y),fY € CA(X); 

(2) 函数 z mm fy f(z,y)v(dy) 及 y 品 x f(z,y)u(dz) 分 别 属于 
Ce(X) 及 Ce(Y); 

fx Jy fz, yr (dy)p(dz) = fy fx f(z,y) nu(dr)v(dy). 
证 () 令 天 es 设 Kl 及 K2 分 别 为 在 基 及 Y 上 的 
投影 , 则 Ki 及 Kz 为 紧 集 . 显然 fi 在 Y 上 连续 , 有 supp(f;) C K， 
故 fs € Ce(Y). 同 理 fv € C.(X). 

(2) 分 别 对 立 x Ka 及 Ki xY 应 用 引 理 5.6.5 即 可 推 得 (2) 的 
结论 (注意 v(K2) < oo0,4(Ki) < co) 

(3) 对 任 给 = > 0, 由 引 理 5.6.5 知 : 对 每 个 ze Ki, 存在 z 的 开 
邻 域 me, 使 对 一 切 w < Us 及 一 切 ye Kz 有 |f(z',y) - f(z,W)| < 
<s， 由 于 Ki 为 紧 集 ， 故 存在 Ki 的 有 限 覆 盖 {U0,,…,Us }， 令 
(4i,1 < i < n) 为 两 两 不 交 的 Borel 集 使 得 Ai; C Ui,,l <i<n, 
且 20;14i = 到. 令 g(z,y) = Di f(zi,y)I4;(z), 则 容易 验证 


/ fu (x,y)u(dzr)v(dy) = / / g(x, y)v(dy)p(dz) 


= Pu) )/ f(s Wr (ay). 
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此 外 ， 了 及 9 在 Ki x Kz 的 余 集 上 为 0, 且 1/ 一 gl < = 于 是 有 
1/ f tee wna - { taranulan) 
Ce) 


+|/ fe -gleanlas)| 
< 2ep( Ki1)v(K2). 


由 于 。> 0 是 任意 的 ， 故 (3) 得 证 
命题 5.6.6 导致 如 下 的 
5.6.7 定义 设 上 及，” 分 别 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 X 及 了 
上 的 Radon 测度 ， 由 命题 5.6.6(3) 知 ， 我 们 可 在 Ce(X xY) 上 定 
义 一 正 线性 泛 函 大 


ID = { [fever = { { sealas). 


由 于 XxY 是 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 故 由 Riesz 表现 定理 知 ， 有 
革 xY 上 唯一 的 Radon 测度 与 了 对 应 . 我 们 称 此 Radon 测度 为 4 
与 v 的 Radon 乘积 , 记 为 xv. 

注 若 和 及 了 都 有 可 数 基 ， 则 Radon 乘积 yxv 即 为 通常 的 
乘积 测度 (见习 题 5.6.5). 

下 面 的 任务 是 要 证 明 与 Radon 乘积 测度 人 x v 有 关 的 Fubini 
定理 .为 此 ， 我 们 需要 有 关 下 半 连 续 函 数 积 分 的 一 个 结果 . 

5.6.8 引 理 设 久 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ，A 为 包含 B(X) 
的 一 o 代数 ，4 为 4 上 的 一 Radon 测度 ， 设 HL 为 一 族 非 负 下 半 
连续 函数 ， 使 得 Vhi, hs < XH, 存在 he 7X, 满足 h>hivho. 令 


f(x) = sup{h(z)| he H}, zx € XX, 
则 ffdx= sup{f hdx| he H}. 
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证 显然 对 < 有 Jpap < /fdn. 为 证 引 理 ， 只 需 证 ， 对 
任 一 实数 a < / fap, 存在 he ?ft, 使 e < hdp. 为 此 ， 先 用 简单 函 


n2” n2™—1 2 
人 ”入 i 2 讽 必 < 家] + mf>n] 


2 二 1 


则 户 为 Borel 可 测 ， f+ 了, 故 有 frdx + fdx， 于 是 存在 
自然 数 N, 使 /fwan > a 由 于 J yuan = wD ww, 故 
由 / 的 正则 性 ， 存 在 Un; 的 紧 子 集 ed 1 Dy Se 
去 Dink) > a 令 9= 南开 扣 7， 则 对 每 个 ce UU 这 

有 g(z) < jw(z) < f(z). 于 是 由 f 的 定义 , 对 每 个 ze UN2 K， 攻 
在 hs EH, 使 g(z) < hs(z). 由 于 hy 一 g 为 下 半 连 续 (见习 题 5.6.2)， 
故 存在 z 的 一 开 邻 域 0, 使 对 一 切 y E Uo, 有 haly) — gly) > 0 
现 取 CD 使 UP Do 2 UU 这 Ki, 并 取 he 使 h> 
Vi hz,, 从 而 有 


N2N 


1 
a < 38 2 HK) = /ou < f na. 
i=1 


引 理 得 证 . 

5.6.9 命题 设 久 及 Y 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 凡 及 v 分 
别 是 立 及 Y 上 的 Radon 测度 ， 几 xz 为 其 Radon 乘积 令 U 为 
X xz 的 开 子 集 ， 则 : 


(1) 函数 < 上 v(U6) 及 yD (UY) 为 下 半 连 续 函数 ， 
(2) (px DO) = fx v(Ui)pdz) = fp(Ur) vay). 
证 (1) 令 


HY={f°| feC(XxY)| 0<f < 1), 
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| 


后 


则 Ks C Ce(Y),HY C Ce(X), 且 KHz 及 XY 满足 引 埋 5.6.8 的 条 
件 ， 故 由 引 理 5.6.8 得 


v(U;) = sup{ frdv| fo € Hz}, (5.6.1) 


nu(UY) = sup{ lL fydn| fr € HY}. (5.6.2) 
X 
但 由 命题 5.6.6, z 路 fodv 及 y 丫 fvdn 是 连续 函数 ， 故 2 中 
v(Us) 及 yn (UY) 是 下 半 连 续 函 数 . 
(2) 令 丸 = {fe Ce(Xx 了 )10<f< 1v}, 则 相继 由 习题 5.3.1， 
引 理 5.6.8 及 (5.6.1) 式 得 


(kxv)(UV)= 光大 al x rv) 


=sup | a f(y) (dy) plde) 


feEHJX 


(sup » | fadv)u(dz) 


X fen 


/ a 


(2) 的 第 一 部 分 得 证 ， 同 理 可 证 (2) 的 另 一 半 .证 毕 . 
下 一 定理 是 有 关 Radon 乘积 测度 上 x ” 积分 的 Fubini 定理 . 


5.6.10 定理 设 X 及 了 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 由 及 > 
分 别 为 三 及 立 上 的 Radon 测度 ，/ xz 为 其 Radon 乘积 ， 设 
fe Li(X xY,B(X xY),hxv), 且 存在 分 别 关 于 人 及 "为 = 有 限 
的 Borel 集 Xo 及 芒 , 使 上 在 Xox 苑 的 余 集 上 为 0 则 : 


(1) 对 H-a.e. 7, fz 为 v 可 积 ， 对 Z-a.86， Y, fy 为 H 可 积 ; 
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(2) 令 
Ta)= | 户 户 和 ， 车 fae 1(Y,B0Y),v), 
0， 其 他 情形 
Tf(y) = | /x frdn， 车 f* € L1(X, B(X),p), 
0， 其 他 情形 , 


则 万 为 六 可 积 ， 7 为 了 可 积 旦 有 
人 fal x r) = 人 (zjutdz) = a I (y)v(ay). 


证 首先 假定 媚 s 8(XxY), 并 假定 存在 4e B(X), B € B(Y)， 
使 W(4) <o0,v(B)<o0, 且 BcAxB. 往 证 : 

(a) 函数 z mv( 已 ) 及 yy H(BY) 为 Borel 可 测 ; 

(b) (px v)(E)= fx v(Ea)p(dz) = fy p(BY)v(dy). 
由 4 及 v 的 外 正则 性 ， 存在 开 集 U > 4 及 开 集 V > B， 使 AZ) < 
oo0,V(V)<o0. 令 W=UxV, 


$= {DeB(XxY)| Dc W,D 满足 性 质 (a) 及 (b)}, 


则 易 见 S 为 W 上 的 入 类. 另 一 方面 ， 由 命题 5.6.9,W 的 一 切 开 
子 集 属于 5, 故 由 单调 类 定理 (定理 1.2.2),S = 8B(W)=Wn B(X) 
(后 一 等 号 见习 题 1.2.1). 特别 Bes. 

由 上 所 证 容易 推 知 对 已 s B(X xY), 假定 存在 关于 4 的 o 
有 限 集 4e B(X) 及 关于 v 的 oc 有限 集 Be B(Y), 使 BcAxB， 
则 互 满 足 性 质 (a) 及 (b). 于 是 ， 用 通常 的 方法 从 简单 函数 过 渡 到 
非 负 可 测 函 数 ， 即 可 推 得 定理 的 结论 ， 证 毕 . 


习 是 


5.6.1 设 和 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 X 的 一 子 集 ， 则 为 要 I4 为 下 半 连 
续 函 数 (相应 地 ， 上 半 连 续 函 数 ), 必须 且 只 需 4 为 开 集 (相应 地 ， 闭 集 ). 
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et 


' 
9 
和 
: 


5.6.2 设 久 为 一 拓扑 空间 ， 了 及 9 为 下 半 连 续 函 数 ， 则 f 十 g 为 下 


半 连 续 函 数 . 

5.6.3 设 XX,Yjwv 及 jxv 如 定理 5.6.10. 令 f 为 XxXY 上 的 非 负 
下 半 连 续 函 数 ， 则 : 

(1) 函数 zf(z,y)v(dy) 及 y 局 f(z,y)k(dz) 为 Borel 可 测 ; 

(2) {falp x wv)=f flr,y) rv(dy)p(dz)= ff fz,y) (dr)v(dy). 

5.6.4 设 X 及 Y 为 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，j 久 及 vv 分 
别 为 X 及 Y 上 的 Radon 测度 则 4 及 v 为 o 有 限 测度 ， B(X xY) = 
B(X) x B(Y), 且 8(X xY) 上 通常 意义 下 的 乘积 测度 人 xz 就 是 Radon 乘 
积 测度 . 

5.6.5” 设 {Xn,n > 1} 为 一 列 拓扑 空间 ， 若 每 个 X% 有 可 数 基 ， 则 


B(TI Xn) = TB(X). 


5.7 波兰 空间 上 有 限 测度 的 正则 性 


波兰 (Polish) 空间 是 概率 论 中 经 常用 到 的 一 类 拓扑 空间 . 本 节 
介绍 波兰 空间 的 基本 性 质 , 波兰 空间 上 有 限 测 度 的 正则 性 ,以 及 乘 
积 波兰 空间 上 概率 测度 族 的 投影 极限 .有 关 波 兰 空间 的 进一步 性 
质 可 参看 Donald .Cohn[]],p.251 一 296. 

5.7.1 定义 设 蕊 为 一 了 ausdorf 空间 ， 如 果 在 X 上 存在 与 
拓扑 相 容 的 距离 p, 使 (XX,p) 为 一 完备 可 分 距离 空间 ， 则 称 XX 为 
波兰 空间 . 

5.7.2 命题 设 XX 为 一 波兰 空间 ， 玉 及 UV 分别 为 XX 的 非 空 
闭 子 集 和 开 子 集 ， 则 作为 X 的 子 空间 ， 了 及 UV 都 是 波兰 空间 . 

证 设 p 为 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (XX,p) 为 一 可 分 完备 距离 

空间 ， 显 然 ， 作 为 X 的 闭 子 空间 ， (已 p) 为 可 分 且 完 备 的 ， 故 下 
为 波兰 空间 


下 面 证 明 UV 为 波兰 空间 . 为 此 , 设 U 不 等 于 全 空间 . 在 UV 上 
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定义 po(z;,y) 如 下 


po(z;y) = p(x,Yy) 十 pr 志 | 


其 中 
p(z,U°) = inf{p(z, 2)| zs U°}. 


容易 看 出 。 po 定义 了 U 上 的 一 个 距离 ， 且 U 中 序列 {z。} 按 
Po 收敛 于 U 中 的 点 > 等 价 于 {z%} 按 p 收敛 于 z. 这 表明 ， 距 离 
Po 与 0 的 拓扑 相 容 ， 特 别 ， (UD, po) 是 可 分 的 . 

现 证 (U, po) 是 完备 距离 空间 . 设 {zw} 是 U 中 序列 , 且 按 po 为 
基本 列 . 依 po 的 定义 知 ，{zn} 按 距离 p 亦 为 基本 列 . 故 由 (X,p) 的 
完备 性 ， 存 在 ze X, 使 ptznzZ) 一 0,m 一 oo.z 必 属 于 U. 因为 否 
则 的 话 , 有 mpP(zn,U°) = 0, 这 将 导致 oul po(zn Tm) = co, 这 
与 假定 {zw} 关于 po 为 基本 列 巴 盾 . 既然 ze U, 则 由 plzwz) -0 
推出 po(z%,z) 一 0,(U, po) 的 完备 性 得 证 ， 因 此 ，U 为 波兰 空间 . 
证 毕 . 

5.7.3 命题 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 是 波兰 空间 . 

证 设 X 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 , 令 XA 为 其 
单 点 紧 化 ， 则 X4 为 具 可 数 基 的 紧 Hausdorff 空间 ， 从 而 存在 X^ 
上 一 与 拓扑 相 容 的 距离 p, 使 (XA,p) 为 可 分 紧 距 离 空 间 (见习 题 
5.1.11). 但 紧 距 离 空 间 显然 是 完备 的 ， 故 X^ 为 波兰 空间 ， 由 于 XX 
是 XS 中 的 开 子 集 ， 故 由 命题 5.7.2 知 ， X 为 波兰 空间 ， 证 毕 . 

5.7.4 命题 设 XY,X2,… 为 波兰 空间 的 有 限 或 可 数 序 列 、， 则 
其 乘积 空间 HA 为 波兰 空间 . 

证 设 do 为 X 上 的 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (X,d) 为 可 分 
完备 距离 空间 ， 不 妨 设 对 一 切 z,y < X,, 有 di(z,y) < 1( 否 则 令 
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dn(Z,9) 三 dn(z,9y) 人 1, 则 i 与 dn 等 价 ， 且 (Xn,di) 仍 完备 ). 令 


1 
d(z, y) > ， Fr dn (zn, yn), 


其 中 xz,y € [1Xn, 则 易 见 4 为 [TX 上 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 且 
(]]X%,d) 为 可 分 完备 距离 空间 ， 因 此 TI X 为 波兰 空间 .证 毕 . 
下 一 命题 推广 了 命题 5.7.2. 
5.7.5 命题 设 久 为 一 波兰 空间 ，Y 了 为 X 的 一 子 空间 ， 则 工 
为 波兰 空间 ， 当 且 仅 当 它 是 9; 集 . 这 里 9 表示 X 的 开 子 集 全 体 . 
由 于 每 个 U 为 波兰 空间 (命题 5.7.2), 故 [[ U5 为 波兰 空间 (命题 
5.7.4). 令 


A={u= (ui,u,...)€ [lil Uj = Upy VI,k > 1), 
则 A 为 [Un 中 的 闭 集 ， 从 而 为 波兰 空间 (命题 5.7.2). 令 


i(y) = (y,y,*…), ye [| =Y, 


则 i 为 Y 到 人 的 同 胚 映射 故 Y 是 波兰 空间 . 

必要 性 . 设 Y 为 X 的 波兰 子 空间 . 令 d 及 do 分别 是 及 
Y 上 的 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (X,d) 及 (Y, do) 为 可 分 完备 距离 空 
间 . 设 V 为 Y 的 子 集 ， 我们 用 do(V) 表示 在 do 下 的 直径 ， 即 
do(V) = supzyev do(2,Y). 令 

Vv =U {wiI Weg,WNY #0, d(WNY) < =}， n>1, 
则 每 个 V, 为 开 集 ， 往 证 
Y= Yn([ | (5.7.1) 
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由 于 4d 与 do 在 Y 上 诱导 同一 拓扑 ， 故 易 见 Y Cn (由 ,Va). 再 证 
相反 的 包含 关系 设 ze 了 (站,V), 则 由 的 定义 知 ， 对 每 个 
m 存在 = 的 开 邻 域 了 使 WanY 关中 且 do(WanY) < 二. 不 妨 
设 (W) 是 单调 下 降 的 集 列 ， 另 一 方面 ， 对 每 个 mw 存在 = 的 开 邻 
域 Gu 使 WGr) < 二 不妨 设 (Gu) 也 是 单调 下 降 的 ， 由 于 = 了， 
故 GnnY #0. 令 Un = Wn Gn, 则 对 每 个 有 

1 


rEU,, UnNY #0, dU,) < >， do(Un NY) < = 


由 于 (7, do) 完备 ， Un nz 单调 下 降 ， 故 存在 唯一 的 ys 了, 使 
人 ;Fn = {外 (Cantor 定理 ), 这 里 下 为 Uw.NY 在 Y 中 的 闭 包 . 另 
一 方面 ， 由 于 (X,q) 是 完备 的 ， U0 单调 下 降 ， 且 ze Un,n>1， 
故 门 ,Un = {z}. 但 显然 有 Fn Cc TunyY( 因 后 者 是 了 中 闭 集 ， 且 
包含 Canz), 故 ye 站 7 从 而 y= z, 特别 ， 有 zeY. 因此 ， 
我 们 证 明了 了 mn ( 们 。 Vw) CY.(5.7.1) 式 得 证 ， 由 (5.7.1) 式 知 ， 工 
a 间 XX 中 的 闭 集 是 9s 集 ， 门 , Vi 也 是 
95 集 ). 证 

pe 设 XX 为 一 波兰 空间 ， 4 为 B(X) 上 的 一 有 限 测 
度 ， 则 /为 正则 的 . 

证 令 p 为 X 上 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (X,p) 为 一 可 分 完备 
距离 空间 ， 由 定理 5.3.6, 为 证 y 的 正则 性 ， 只 需 证 ;VA € B(X)， 
有 

H(A)= sup{u(K)| K CA, K ek}. (5.7.2) 


设 {zn} 为 的 可 数 稠 子 集 ， 令 B(z,6) 表示 以 > 为 球 心 ， 6 为 半 
径 的 开 球 ， 由 于 X = U1B(zk, 去 ), 故 对 任 给 e > 0, 存在 正 整数 
kn,, 使 


A ae) >w00 -二 n>1. 
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es 


令 下 为 全 有 界 集 从 上 Be 二 的 闭 包 ， 则 天 为 紧 集 ( 因 (Xp) 
为 完备 的 ) 我 们 有 


kn 
u(K®)< yw 人 (J Blz;, =))") < 品 =&, 
n j=1 n 


即 有 pk(K) > p(X) -es. 但 。 >0 是 任意 的 ， 故 (5.7.2) 式 对 4= 六 
成 立 ， 现 设 4 e B(X), 对 任 给 e > 0, 先 取 紧 集 K, 使 4(K°) < a. 
此 外 ， 由 系 5.3.4 知 ， 存 在 4 的 闭 子 集 F, 使 j(F) > A(4) 一 se. 令 
K1 = 站 , 则 Ki 为 紧 集 ，Ki C4, 且 有 yk(K1) > AL(4) - 2e, 故 
(5.7.2) 式 得 证 ， 证 毕 . 

注 在 定理 5.7.6 中 ， 如 果 不 有 限 (即使 有 1(K) < co,YK e 
万) 则 不 一 定 正 则 , 例如 , 设 关 不 是 o 紧 的 波兰 空间 , VB € B(X)， 
若 妃 为 c 有 界 集 ， 令 HE) = 0, 否则 令 p(B) = co, 则 (5.7.2) 式 对 
吧 三 :部 未 成 立 , 

5.7.7 定义 设 式 为 一 Hausdorff 空间 ， 令 M 表示 B(X) 上 
有 限 测 度 全 体 ， 门 ,em 8(X)* 中 的 集 称 为 普遍 可 测 集 . 

5.7.8 定义 设 (B,E) 为 一 可 分 且 可 离 的 可 测 空间 ,如果 存在 
R 的 一 Borel 可 测 集 (相应 地 , 普遍 可 测 集 )4, 使 (已 ,2E) 与 (4,B(4)) 
同 构 ， 则 称 (BZ,E) 为 Lusin 可 测 空间 (相应 地 ，Radon 可 测 空间 ). 

可 以 证 明 : 设 4 为 一 波兰 空间 X 的 Borel 可 测 集 (相应 地 ， 
普遍 可 测 集 ), 则 (4,8(4)) 为 Lusin 可 测 空间 (相应 地 ， Radon 可 
测 空间 ) (参见 Cohn[1]). 


习题 
5.7.1 设 失 为 及 中 无 理 数 全 体 ， 则 X 按 R 诱导 出 的 拓扑 为 波兰 空 
间 . 
5.7.2 设 瑟 为 一 波兰 空间 X 的 普遍 可 测 集 ， 则 8(B) 上 的 任何 有 限 
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测度 / 为 紧 测度 ， 更 确切 地 说 ， 令 (BZ) 表示 含 于 B 的 全 体 紧 集 ， 则 对 任 
何 A4EB(E), 有 


HA( 4) = sup{u(C)| C CA,cC ex(E)}. 


5.7.3 设 瑟 为 一 波兰 空间 X 的 Borel 可 测 集 ， 令 2 = B(B), 则 可 测 
空间 (BZ,E) 满足 定理 4.7.9 的 条 件 . 
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第 6 章 测度 的 收敛 


本 章 研 究 测 度 序列 的 收敛， 其 中 包括 欧 氏 空间 上 Borel 测度 
的 收敛 ， 距 离 空间 上 有 限 测度 的 弱 收 敛 及 局 部 紧 Hausdorf 空间 上 
Radon 测度 的 淡 收 敛 . 


6.1 欧 氏 空间 上 Borel 测度 的 收敛 


设 4 为 欧 氏 空间 及 上 的 Radon 测度 . 令 os Rd4, 若 k({aj) = 
0, 则 称 a 为 4 的 连续 点 ; 若 4({a}) > 0, 则 称 a 为 上 原子 . 显然 4/ 
原子 全 体 为 一 至 多 可 数 集 . 特别 ，k 的 连续 点 全 体 在 Rd 中 稠 . 我 
们 用 C(p) 表示 k 的 连续 点 集 全 体 ， 设 a,b E€ C(j),a <b, 称 (a, 
为 的 连续 区 间 . 我 们 用 (4) 表示 / 的 连续 区 间 全 体 . 

6.1.1 定义 设 jn 及 4 为 R4 上 的 Radon 测度 . 如 果 V(a,b] < 
ZU 有 lim pn((a,) = Ka)， 则 称 序列 (un) 淡 收 伍 于 岂 记 
为 un 号 有 (我 们 将 英文 “vague convergence” 译 为 淡 收敛 ); 如 果 进 
一 步 还 有 lim mn(R) = J(R?) < co, 则 称 (un) 弱 收 剑 于 记 为 
pn Sk. 

下 面 两 个 定理 分 别 给 出 了 淡 收 敛 及 弱 收 敛 的 积分 刻画 .这 一 
刻画 允许 我 们 将 这 两 个 收敛 概念 推广 到 一 般 拓 扑 空 间 情 形 . 

6.1.2 定理 为 要 jn 局 4, 必须 且 只 需 


lim fdun = 人 fdu, Vf es Ce(Rd)， (6.1.1) 
NO0 Rd Ra 


这 里 Ce(R4) 表示 Rd 上 有 紧 支 撑 的 连续 函数 全 体 . 
证 明 ”必要 性 . 设 mm 全 4 ， 依 淡 收 敛 的 定义 ， 当 (a,4] € 
TI(p),f = Lad] 时 (6.1.1) 式 成 立 . 现 设 f € Ce(Rd). 取 (a, a € I(p), 


使 f 的 支撑 含 于 (a,5). 对 给 定 s > 0, 则 易 知 存在 R* 上 的 简单 函 
数 fe, 使 得 [ 疡 夭 0] c (a,5b), 且 为 Z(p) 中 元 素 的 有 限 不 交 并 ， 满 足 
sup 7(o) — fe(o)| < 6 则 

rERdA 


人 fadpn, -/ fan| < limsup / |f — feladpn 
Ra Ra no0 JRd 


人 ao- 上 人 jan 和 上 人 天 -7 可 
< 2ep((a, 加 ). 


lim sup 
no0 


十 lim sup 
no0 


故 (6.1.1) 式 成 立 . 
充分 性 .， 设 (6.1.1) 式 成 立 . 令 (wb ET 对 给 定 s > 0, 存 
在 6€ RY,6 > 0, 使 得 j(U) < es, 此 处 


U=(a—6,at+6)U(b— 6,b+6). 


令 g = Ta 易 知 存 在 g1,92 € Ce(R?), 使 得 g1 <g < gz, 92 一 g1 < 
lu. 我 们 有 


gar 全 /guar < pn((a,b]) < | gear 党 [gar 
f gar < nu((a,b]) < /om 


We 一 gid < ACT) < e， 
故 有 jn((a,0]) 一 p((a,0]), 即 pn D4. 
6.1.3 定理 假定 supjn(R?) < co,Ap(Ra) < co .为 要 jn 屯 
必须 且 只 需 


lim fdun, = 1 fdux, vf es Co(R'). (6.1.2) 
Rd Rd 


了 一 oO 
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I 


证 明 ”由 于 R* 上 常 值 函数 1 属于 Co(Ra), 且 C.(R4) c 
Ce(R“), 故 条 件 的 充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 . 设 jw 加 六 对 给 
定 。 > 0, 存在 (a,8] € IZ(1), 使 得 y((a,9]) < e. 由 于 jp,((a,9]) 全 
HA 引 )， 且 pn(R?) 一 KR9)， 故 存在 no(e), 使 得 Yn > no(e)， 
有 jn((a,9]) < e. 现 设 f es Co(Ra), |f| < M < oo， 显然 存在 
fe E Ce(R?), 使 得 fc 在 (a,9] 上 等 于 f, 且 |f 一 f| <2M. 由 定理 


ng | sa - /ian < limsup { If ~ filap 
sep /am -ian + /Ir- feldp 
< 4Me， 


这 表明 (6.1.2) 式 成 立 . 
下 一 结果 是 Helly 定理 . 
6.1.4 定 理 设 (un) 为 Rd4 上 _ 列 有 限 Borel 测 度 sup (Ra) < 
co, 则 存在 (un) 的 一 子 列 Un), 使 得 jos 急 菜 4 “ 
证 明 Vze Ra, 令 


F(z) 二 Hn((—00, 2]). 
任 取 有 了” 中 一 可 数 笛子 集 {z1, x2,…}. 由 对 角 线 原理 ,可 选取 (五,) 
F(z) = inf{G(zm)| zm > 7)}, 
则 五 为 R* 上 的 右 连 续 增 函数 ,容易 证 明 : 对 FF 的 一 切 连 续 点 x， 
有 二 mm Fr (7Z) 二 了 (z). 令 为 由 五 产生 的 Re 上 的 测度 ( 见 1.5 
节 ), 则 显然 有 yn。 忆 x. 证 毕 . 


6.1.5 注 设 (jn) 为 及? 上 一 列 概率 测度 ， ( 瓦 ,) 为 由 (6.1.3) 
式 定义 的 及" 上 的 右 连 续 增 函数 ( 称 为 un 的 分 布 函数 ). 则 (1) 淡 


(6.1.3) 
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收敛 于 某 测度 ww 不 一 定 是 概率 测度 ) 等 价 于 相应 的 分 布 函数 序列 
(P) 弱 收敛 于 某 一 右 连续 增 函数 已 (F(z) 不 一 定 等 于 A(( 一 oo, 可 ); 
(un) 弱 收敛 于 某 概率 测度 / 等 价 于 (,) 全 收 化 于 F( 这 时 下 是 
的 分 布 函数 ) 

下 面 的 例子 表明 nn 忆 p 不 比 含 瓦 号 ,其 中 F(z) = 
jn((00,g]), F(z) = A((-o0,2]). 令 pn 为 及 上 负荷 于 {-n} 的 概 
率 测度 , 则 (1m) 淡 收 敛 于 零 测度 /但 是 有 lim F(z) = 1,Ve s BR 
而 F(z)=0, vz < 及 . 


习 题 
6.1.1 设 jn 下 4, 且 supjn(R ) < oo0, 则 Yf e Co(R4), 有 


lim am = | fadk. 


n+o0 


a 
6.1.2 设 jn 司 j,(a,9] EI(K). 则 对 及 上 一 切 连续 函数 上 有 


b b 
lim | jdnn = / fap. 
no0 i 


6.2 距离 空间 上 有 限 测度 的 弱 收 敛 


设 X 为 一 距离 空间 (或 可 距离 化 的 拓扑 空间 ), Cs(X) 表示 XX 
上 有 界 连续 函数 全 体 ， 由 定理 6.1.3 我 们 自然 引进 如 下 的 定义 : 

6.2.1 定义 ” 设 (X,p) 为 一 距离 空间 ， ,pi,H2,… 为 B(X) 
上 的 有 限 测度 ， 如 果 对 一 切 fe Co(X), 有 


i dun = | fan, 
Lm, 本 / 人; LD 
则 称 (ww) 弱 收敛 于 从 记 为 pn 他. 
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显然 ， 弱 收敛 的 极限 是 唯一 的 . 此外， 由 于 Cs(X) 只 与 天 的 
拓扑 有 关 ， 所 以 测度 弱 收敛 概念 并 不 依赖 于 距离 的 选取 . 

下 一 引 理 允许 我 们 将 有 限 测度 的 弱 收 依 归 结 为 概率 测度 的 弱 
收敛 ， 其 证 明 是 不 足 道 的 . 

6.2.2 引 理 ” 设 (X,p) 为 一 距离 空间 ， yp,12,… 为 B(X) 
上 的 有 限 测 度 ， 令 


则 下 列 二 断言 等 价 : 

(1) pn 3 ps; 

(2) Pn 3 P, pn(X) > p(X). 

6.2.3 定义 ” 设 义 为 一 拓扑 空间 ， 为 8(X) 上 一 测度 ， 
A4€B(X). 着 1(04) = 0(04 = A\A 为 4 的 边界 ), 则 称 4 为 gp 连 
续集 . 

下 一 定理 给 出 了 测度 弱 收敛 的 若干 刻画 . 

6.2.4 定理 (XX,p) 为 一 距离 空间 ，U,(X) 表示 着 上 关于 pp 一 
臻 连续 的 有 界 函 数 全 体 (从 而 有 Up(X) C Co(X)). 令 jp, p2,… 
为 B(X) 上 的 有 限 测度 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) pn 3 hb; 

(2) vf E U(X), lim | fdpn = f fdn; 

(3) Y 闭 集 忆 ， limsup pn(F) < 1(F), lim pn(X) = p(X); 

(4)V 开 集 G, liminf pn(G) > p(G), 有 lim pn(X) = p(X); 

(5) 对 任何 上 连续 集 4 es B(X), 有 lim pn(4) = p(4). 

证 (1) 坊 (2) 显然 ， 往 证 (2) 坟 (3). 假设 (2) 成 立 . 设 下 为 闭 
集 ， 令 所 (z) = (二 去 历 ) ,ma > 则 记 ezpC), 且 记 上 FF, 故 
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有 
pF) = lim, /= im, im, | Haan > limsup pn(F), 
此 外 , 令 f 三 1 得 lim pn(X) = KGX), 故 (3) 成 立 ， (3) 令 (4) 显 
然 ， (3)+(g) 全 (5) 由 下 式 看 出 : 
lm eub yl A Mrsup Hn(A) < p(A) = 4(4°) 
< liminf Hpn(4) < liminf pn(A). 
剩 下 只 需 证 (5) 坊 (1). 设 (5) 成 立 . 令 fe Cs(X), 给 定 。 > 0， 
选取 N 及 实数 Q1,Q2,°**,QN-1), 使 得 
-lf -1=a0 <al<: <an-i<an=|fl+1, 
且 使 supi(@i 一 Qi-1) < 及 HA = 0)=0,1<i<N 一 1. 这 里 
fl = sups |f(z)|. 令 B; = [aii < f(x) < aij,i = 1,2,.…,N. 则 
(Bi) 两 两 不 相交 ， 且 2j; Bi = X, 1(6Bi) = 0,1<i<NN. 此 外 ， 对 
N 
一 切 z eX, 有 |f(z) 一 0) <e. 于 是 


limsup| /om — { tau 
N 
< im (tn(X) + p(X)e tlimsup| | DaiTasdlm -0) 
i=1l1 


< 2p(X)et > Iai limsup Ipn(Bi) — p(Bi)| = 2p(X)e. 


类 = 


由 于 se > 0 是 任意 的 ， 故 (1) 成 立 ， 定 理 得 证 . 

从 现在 起 ， 我 们 只 讨论 概率 测度 的 弱 收 敛 . 

6.2.5 引 理 设 h 为 距离 空间 (X,p) 到 另 一 距离 空间 (Y,d) 中 
的 映射 , 令 D(h) 表示 的 不 连续 点 全 体 , 则 D(h) 为 天 中 的 Borel 
可 测 集 . 


“170. 


证 vn,m>1, 令 
hnm ={z eX| 存在 wz EX, 使 p(z,y) < 工 
pas2) < Fd(h(y), h(z)) > 二 }， 


则 hm 为 X 的 开 子 集 显然 有 D( 有 二 UU 站 ,As 故 D() 为 
有 中 的 Borel 可 测 集 . 

6.2.6 定义 设 (X,p) 为 一 距离 空间 ，P 为 B(X) 上 一 概率 测 
度 ，h 为 (X,p) 到 另 一 距离 空间 (Y,d) 的 映射 . 如 果 P(D(h)) = 0， 
则 称 h 为 PP 连续 的 . 

6.2.7 命题 设 (X,p) 及 (Y,q) 为 两 个 距离 空间 ，P, PP, 忆 ,… 
为 B(X) 上 的 概率 测度 ，h 为 X 到 YY 中 的 Borel 可 测 映射 如果 


” 吕 , 邓 P 且 hh 为 P 连 续 的 则 有 Ph-!1 咏 Ph-!. 这 里 Ph-! 为 由 


h 在 (Y,B(Y)) 上 导出 的 概率 测度 . 
证 设 王 为 了 中 的 闭 集 则 有 


h-1(F)C D(h) Uh-1(F). (6.2.1) 
于 是 由 假定 P(D(h)) = 0 知 P(h-1(f)) = P(h-!1(F)). 再 由 假定 
已, 已 PP 及 定理 6.2.4 知 ， 
lim supPah 1(F) = limsup Pa,(h-1(F)) 
< limsup Pa(h™1(F)) < P(h-A(F)) 
= P(h-1(F)) = Ph-1(F). 
这 表明 Pah7! 忆 Ph-!( 见 定理 6.2.4). 证 毕 . 
下 一 命题 是 上 一 命题 的 重要 推论 ， 它 使 我 们 对 测度 的 弱 收 敛 
有 了 更 进一步 的 认识 . 


6.2.8 命题 设 (X,p) 为 一 距离 空间 ， 已 已 ,已 ,为 B(X) 
上 的 概率 ; We 车 忆 , 忆 P, 则 对 一 切 P 连续 的 有 界 Borel 可 测 实 
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值 函数 f, 有 
im . faP, = / fdP 

证 设 f 为 X 上 的 有 界 Borel 可 测 函 数 ， 则 存在 a > 0， 
使 | < a, 于 是 f 为 (X, B(X)) 到 ([—a, a], B([~a, a])) 中 的 可 测 
映射 ， 假定 f 为 P 连续 ， 则 由 命题 6.2.7, Pf-! 急 Pf-!， 令 
9 的 三 bte [a,a], 则 g 为 [-a,a] 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 故 由 弱 收 
敛 定义 知 

加 /say= /oa 

因此 ， 由 习题 3.1.6 知 (注意 gof = 了) 


lim / fdP, = / faP. 


习 题 


6.2.1 证 明 命 题 6.2.7 的 如 下 推广 ， 设 (X,p) 及 (Yq) 为 两 个 距离 空 
间 ，P, P,P,… 为 B(X) 上 的 概率 测度 , 且 P, 号 P. 又 设 hh,hi,h2,… 为 
广 到 YY 中 的 Borel 可 测 映 射 , 如果 存在 X 中 的 Borel 可 测 集 B, Bi， B2,.…., 
使 得 : 

(1) P(B°) = 0， P.(B:) = 0,n = 1,2,.…: 

(2) zn € Bn,z € B,p(zn,7) 一 0 全 hn (zn) — h(z), 
则 Phz! 咏 Ph-1. 

6.2.2 证 明 (6.2.1) 式 . 

6.2.3 设 (X,p) 为 距离 空间 ， 4 为 X 的 一 子 集 ， 书 为 BCX) 上 的 
一 概率 测度 ， 则 为 要 4 为 已 连续， 必须 且 只 需 4 的 示 性 函数 I4 为 P 连续 
函数 . 


6.3 胎 紧 与 Prohorov 定理 


在 本 节 中 ,我 们 恒 假 定 (X, p) 为 可 分 距离 空间 ， 我们 用 P(X) 
表示 B(X) 上 概率 测度 全 体 ， 这 时 ， 我 们 可 以 在 P(X) 上 引入 距离 
d, 使 得 按 距 离 d 收敛 等 价 于 上 一 节 定 义 的 测度 弱 收 伍 ， 本 节 的 主 
要 任务 在 于 给 出 (P(X),d) 中 相对 紧 集 的 一 个 刻画 . 

6.3.1 命题 在 P(X) 上 可 以 引入 距离 d, 使 得 PP 
d(P,, P) 一 0. 

证 由 于 (X,p) 是 可 分 距离 空间 ， 由 Tychonoff 嵌入 定理 ，X 
与 一 紧 距离 空间 (Y,p') 的 某 一 子 空间 同 胚 . 我们 不 妨 设 XX 为 该 子 
空间 ， 于 是 距离 p' 限于 XX 与 p 等 价 . 令 邓 为 在 (Y,p') 中 的 闭 
包 ， 则 (及,p') 为 紧 空 间 ， 且 为 可 分 的 ， 从 而 C( 革 ) 为 可 分 Banach 
空间 (见习 题 5.4.1). 这 里 C( 耻 ) 表示 各 上 连续 函数 全 体 ( 即 有 界 
连续 函数 全 体 ). 另 一 方面 ， 令 Uy (XX) 表示 六 上 按 距离 p' 一 致 连 
续 有 界 函 数 全 体 ， 则 易 知 ， fe U(X), 当 且 仅 当 存在 fe C(X)， 
使 了 为 在 关上 的 限制 这 时 还 有 省 = | 弄 , 因此 Uw(X) 与 
C(X) 同 构 ， 从 而 Up (XX) 可 分 . 令 {五 , 及,…} 为 Up (XX) 的 可 数 笛 
子 集 ， 对 PQ Ee P(X), 令 


Sg 
d(P,Q) = 3 方 (1 和 | /pa 这 /paol)， 
则 4 为 P(X) 上 的 距离 , 且 由 定理 6.2.4 知 d(P,P) 一 0 PP 他 P. 
证 毕 . 

6.3.2 注 阁 立 为 一 波兰 空间 ， 则 可 证 明 P(X) 按 测 度 弱 收 
敛 拓扑 也 是 波兰 空间 . 由 于 下 面 不 需要 这 一 结果 , 我 们 不 在 这 里 给 
出 它 的 证 明 . 

设 人 入 为 P(X) 的 一 子 集 ， 称 ^ 为 相对 紧 的 , 如 果 人 的 闭 包 下 
为 P(X) 中 的 紧 集 . 下 面 我 们 将 给 出 P(X) 中 相对 紧 集 的 刻画 . 为 
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此 ， 先 引进 胎 紧 的 概念 

6.3.3 定义 设 ^ 为 P(X) 的 一 子 集 ,如果 对 任 给 s > 0, 存在 
XX 的 一 紧 子 集 K, 使 得 inf{P(K) :PEeAl>1-e, 则 称 和 为 胎 紧 
的 (tight). 

6.3.4 定理 (Prohorov 定理 ) 设 入 Cc P(X). 

(1) 若 ^ 是 胎 紧 的 ， 则 ^ 在 P(X) 中 是 相对 紧 的 . 

(2) 若 X 是 波兰 空间 ， 则 ^ 的 相对 紧 性 蕴含 ^ 的 胎 紧 性 . 

证 (1) 首先 ， 将 XX 嵌入 到 一 紧 距离 空间 (Y,p') 中 ， 并 令 叉 
为 在 (7,p") 中 的 闭 包 ( 见 命题 6.3.1 的 证 明 ), 则 (又 ,mw) 为 紧 空 
间 . 现 设 ^ 为 胎 紧 的 ， 令 (PP) 为 ^ 中 的 一 序列 ， 要 证 存在 子 列 
(Pr), 使 Pu 马 某 PP (这 等 价 于 人 的 相对 紧 性 ， 因 为 P(X) 是 可 
分 距离 空间 ). 对 4 e B(X), 令 


Qn(A) = P,(ANX), 


则 易 知 Cn 为 (X, B(X)) 上 的 测度 (注意 8(X) = 和 nmB(X))， 设 
{ 凡 , 有 2，,…} 为 C(X) 的 一 可 数 稠 子 集 ， 我 们 不 妨 设 (2) = L,Yz e 
久 . 用 对 角 线 法 则 ， 可 选取 (Qn) 的 子 列 (Qn), 使 得 对 每 个 了 = 
1,2,.…, 下 述 极限 存在 且 有 穷 : 


Jim, /paow =1(). (6.3.1) 
! 可 唯一 扩张 成 为 C( 又 ) 上 的 一 正 线性 泛 函 ， 由 于 !(1) = 1, 故 由 
Riesz 表现 定理 ， 存 在 8 & P(X), 使 对 一 切 fe C(X), 有 8(f) = 
必 f). 于 是 由 (6.3.1) 式 不 难看 出 ， Qn 习 8. 下 面 我 们 将 证 明 ， 存 
在 Pe P(X), 使 Bi 亏 书 . 

由 于 假定 人 是 胎 紧 的 ， 故 对 每 个 m = 1,2,…, 存在 X 的 紧 子 
集 Km( 从 而 也 是 卫 的 紧 子 集 ), 使 得 Po (Km) > 1 二,k = 1,2,.…. 
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上 


显然 有 Qn (Km) = Er (Km,), 于 是 有 (注意 Qn 马 Q) 


1 
Q(Km) > limsup Qi (Km) > 1-—, m= 1,2,.… 
大 一 co Mm 


设 Xo = 了 UKm, 则 Q(Xo)=1. 令 
P(A) = Q(ANXo0), Ae B(X), 


则 PeP(X), 且 P(Xo)=1. 设 捕 为 X 中 的 闭 集 ， 则 存在 基 中 的 
闭 集 4, 使 了 = ANX, 于 是 我 们 有 


P(F)= P(ANX)= P(ANX0)= Q(ANXo0) = Q(A) 
> limsup Qn (4) = limsup Pn (ANX)= edb P,, (FP). 
k—o0 天 一 oo 一 oo 


故 由 定理 6.2.4 知 ， Ps 忆 P. (1) 得 证 . 

(2) 不 妨 设 (X,p) 本 身 是 完备 的 ， 设 ^ 是 P(X) 中 的 相对 紧 
集 . 对 任 给 5 > 0, 因 X 是 可 分 的 ， 故 存在 可 数 多 个 直径 为 6 的 开 
球 41, 42,…, 使 得 UP 4; = 六. 令 Bn = Uicn 4i, 则 Ve >0, 存 
在 n, 使 得 inf{P(Bn) :Pe 人} > 1 一 e. 因为 如 若 不 然 ， 对 每 个 mw， 
存在 Pe 人 ,使 P,(Bn) < 1-e. 由 于 (Pn) 的 相对 紧 性 ， 存 在 子 列 
(Pi) 使 Po 也 P, 这 时 有 (注意 Bn 为 开 集 ， 且 Bn 个 X) 


P(B,) < liminf P, (Bn,) < liminf Py (Br) <1—e. 
天 一 co 天 一 oo 


由 上 式 得 P(X) < 1 - se, 这 不 可 能 .由 上 所 证 ， 给 定 s > 0, 对 每 
个 有 = 1,2,…, 存在 有 限 多 个 直径 为 1/k 的 开 球 Ap1,… ,Akns，, 使 
得 inf{P(U*1 hki) : PE 人 } >1-e/2%， 如 果 令 五 为 全 有 界 集 
门 之 1 U1 hxi 的 闭 包 ， 则 KK 为 紧 集 ( 因 (X,p) 是 完备 的 ), 且 有 
inf{P(K)|Pe 人 人 } > 1 一 e. 依 定义 ， 人 是 胎 紧 的 . (2) 得 证 . 


< 
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习 是 


6.3.1 设 (Ps) C P(X). 若 (已 ) 为 相对 紧 的 ， 且 只 有 唯一 的 极限 点 
P, 则 PP 久 了 P. 


6.4 可 分 距离 空间 上 概率 测度 的 弱 收 敛 


设 (0 和, 忆 ) 为 一 概率 空间 ， (5S,p) 为 一 可 分 距离 空间 ， 9 到 
S$ 中 的 Borel 可 测 映射 称 为 5 值 随机 元 . 对 随机 元 X, 令 


HA4) = P(X (A)), AeB(S), 


则 为 (5,8(5)) 上 的 概率 测度 ， 称 为 XX 的 分 布 , 记 为 L(X). 

6.4.1 定义 ” 设 (0 万 ,P)n>i 为 一 列 概率 空间 ， (9, 丰 , P) 
为 一 概率 空间 ， Xn 及 区 分 别 为 (0 万 ,P) 及 (Q, 天 P) 上 的 5 
值 随机 元 ， 其 分 布 分 别 为 pa 及 4. 如 果品 忆 j, 则 称 (X) 依 分 布 
收敛 于 X, 记 为 X 己 XX. 

设 X 及 羡 都 是 定义 于 同一 概率 空间 (9, 和,P) 上 的 5 值 随机 
元 ,如果 p(XwX) 全 0, 则 称 (X%) a.s. 收 但 于 X, 记 为 X% 号 ; 
如 果 p(X, 羡 ) 号 0, 则 称 (X) 依 概率 收 化 于 X, 记 为 X 马 X. 

显然 ZX 中 和 全 X 和 X. 下 一 命题 表明 XX 马 和 会 和 和 
X. 

6.4.2 命题 设 (X) 及 六 为 (9,,P) 上 的 5 值 随机 元 ， 如 
果 X 马 X, 则 对 任何 fe Co(5), 有 ,lim P(If(Xs)-f(X)|) = 0 
特别 有 X XX. 

证 明 ”由 定理 2.3.4 及 2.3.5 知 : X， 马 X, 当 且 仅 当 对 
(X) 的 任 一 子 列 (Xw) 存在 其 子 列 (X), 使 Xn 只 X， 于 是 
Xn 号 X 草 含 f(X) 马 f(X), Vf es Cs(S). 又 由 于 f 有 界 ， 故 有 
,lim_ P(|f(X) -了 (X)|) = 0. 特别 , 令 pn 及 4 分 别 为 Xa 及 X 的 


176. 


分 布 ， 则 有 
pn(f) = P(f(Xn)) = P(f(X)) = 信访: 


这 表明 po 号 4 即 Xn 亏 X. 证 毕 . 

下 一 定理 称 为 Skorohod-Dudley 表现 定理 , 它 表明 可 分 距离 
空间 上 的 概率 测度 的 弱 收 敛 可 以 表现 为 随机 元 序列 的 a.s. 收敛. 这 
样 一 来 可 以 使 一 些 结果 的 证 明 变 得 简单 和 清晰 ， 原 先 结果 是 1956 
年 Skorohod 在 Theor. Probab. Appls. 1: 261-290 中 对 波兰 空间 情 
形 给 出 的 ， 下 面 的 一 般 结果 

968 年 Dudley 在 Ann. Math. Statist，39: 1563-1572 中 给 出 
的 .这 里 的 证 明 取 自 Dudley[3]. 

6.4.3 定理 ” 设 (5,d) 为 一 可 分 距离 空间 ， 了 ,全 , 人,… 为 
(S, 8(S)) 上 的 一 列 概率 测度 ， 如 果 Pn 一 书 ， 则 存在 一 概率 空间 及 
其 上 的 一 列 5 值 随机 元 Xo,X1,X2,…, 使 得 卫 为 Xo 的 分 布 ，Pn 
为 Xn 的 分 布 ， 且 X» 他 Xo. 

证 明 ”由 于 S$ 有 可 数 稠密 子 集 ， 且 除了 至 多 可 数 多 个 "> 0 
外 ， 开 球 B(z,r) = {yd(z,y) <7} 为 P 连 续集, 故 容易 证 明 : 对 
任 一 m = 1,2,…, 我 们 能 够 将 5 分 为 互 不 相交 直径 小 于 m 的 书 
连续 可 测 集 4im, 42m,…. 不 妨 假 定 对 一 切 7 和 m, P(Ajm) > 0. 
取 k(m) 足够 大 ， 使 得 P(Ui<ko 4im) > 1 一 m-?， 由 定理 624 
知 ， 对 一 切 了 和 m, 有 limn ow P(Ajm) = P(Ajm)， 于 是 可 取 
nm 足够 大 ， 使 得 对 一 切 j= 4…,k(m),n > nm, 有 Pn(Ajm) > 

(1 一 m-?)P(4jm)， 我 们 可 以 假定 nm 严格 单调 增 且 趋 于 co， 对 
n > ni, 存在 唯一 的 m = m(m), 使 得 nm < n<nmty 令 


m(B)=(1-m?) >》 P(Ajm)Pn(BlAjm), Be B(S), 
1<j<k(m) 


其 中 P(BI4) = P(BA)/P(A). 又 令 Qn = Pn — Mn 风 mn 和 an 为 
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=TxT[s f=BD)x I. 


n>0 n>0 


我 们 将 在 (9, F) 上 构造 一 概率 测度 @, 使 得 坐标 X。 的 分 布 为 己 ， 
Xo 的 分 布 为 已 且 d(X, Xo) 一 0 8-as.. 为 此 , 给 空间 (7, BCLD) 和 
(50, 70) 分 别 赋予 Lebesgue 测度 和 概率 测度 已 对 (t,z) ETx Su 
定义 (Sn, 8(5,)) 上 的 概率 测度 如 下 


pn(t,2)() = 号, 如 果 n < ni; 
Hn(lt, 2)(-) 一 Pl: |Ajm(n)), 如 果 +t 之 ma(7) 一 2， TE Ajm(n); 
Hn(t, 2)() 一 an/an(5)， 其 他 情形 . 


令 马 = TI,>， Sn,€ = Fsr 对 (t,xz) EITx So, 用 H(t,z，*) 表 
未 (,E) 上 由 pn(t,z)(-) 产生 的 乘积 概率 测度 ， 则 Ab zz，) 为 从 
(I Xx So, 好 (站 x 0) 到 (五 ,GE) 上 的 概 


屎 在 (9, 大 ) 上 构造 一 概率 测度 Q 如 下 ， 
Q(W) = / 人 Iw(t,z,y)n(t, x, dy)P(dr)dt, We. 


对 yy 二 (zlyz2…) 三 五， 令 Xolt, x,y) 三 久 ， Xn(t, x, y) = Xn, Nn > 1. 
则 当 ”< ni 时 ， 显然 有 CQX71 = 书 ， 对 n> ni, 由 于 


an(H)=1-(1-m’) 》 P(Ajm), 


1<j<k(m) 
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这 里 m= m(n), 我 们 有 
QX# (B)=(1—m?) 2, PlAim)Pa(BlAsm) 


1<j<k(m) 


+(-m?)(1- 5 P(Ajm)an(B)/an(S)) 


1<j<k(m)) 
十 m2an(B)/an(S) 
= mh(B)+ an(B) = P,(B). 


令 Bm, = (pe 4im) ， 则 


> Q(Xo € Bm) = > P(B,,) < > m-? < oo0. 
m=1 m=1 二 


由 Borel-Cantelli 引 理 ( 见 定理 7.1.5(1)) 知 ， Qi: Um-k[Xo € 
Bm]) = 0, 于 是 对 Q-a.s，w, 当 mm 充分 大 ， 存 在 ;< k(m) 使 得 
Xo(w) e Ajm. 男 一 方面 ， 由 于 当 n> ni 时 有 


Hn(t, 2)(Ajm(n)) = 1, 如 果 t > m(n) 2,x € Ajm(n); 
且 hjm 的 直径 小 于 mm 于 是 当 m 充分 大 (这 导致 m 充分 大 ), 我 


们 有 @(d(Xn,X0) > m(n) 悦 ) < m(n)-2. 从 而 由 定理 2.3.4(1) 知 ， 
Xn 一 XX0, Q-a.s., 定理 证 毕 . 


习题 


6.4.1 设 Xn 为 (0m,Fn,P) 上 的 5 值 随机 元 ，a € 5. 则 X 入 
a < 全 Xn, Sa. 

6.4.2 设 Xn 及 了 是 (Qn,,Pn) 上 的 5S 值 随 机 元 ，X 为 (Q, 丰 ,P) 
上 的 随机 元 . 如 果 Ye > 0, 有 lim Pa(p(Xn,Yn) >e)=0, 则 Xs 己 X < 
Y, SX. 

6.4.3 ”证 明 命 题 6.2.7 的 如 下 推广 ， 设 (X,p) 及 (Y,d) 为 两 个 距 
离 空间 ， PP 只, 忆 ,… 为 B(X) 上 的 概率 测度 ， P。 和 P， 又 设 Ce 
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B(XX), f; 有 i; 提 ,… 为 XX 到 YY 中 的 Borel 可 测 映射 , 如 果 P(E e C) = 1 且 
对 sn 一 sEC 有 f(sn) 一 f(s), 则 Pfr! SPf-1. 


6.5 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 Radon 测度 的 淡 收 敛 


由 定理 6.1.2 我 们 自然 引进 如 下 的 定义 : 
6.5.1 定义 设 久 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， ,p14K2,*… 
为 B(X) 上 的 Radon 测度 ， 如 果 对 一 切 fe Ce.(X), 有 


im /ram = | sar. 
则 称 (wa) 淡 收敛 于 p, 记 为 pw 全 内 

由 Riesz 表现 定理 知 ， 淡 收敛 的 极限 是 唯一 的 . 

6.5.2 命题 设 关 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， j,k2,… 为 
2B(X) 上 的 Radon 测度 ， 如果 对 一 切 f € Ce(X), 下 述 极限 存在 且 
有 穷 : 

lim, / pa (6.5.1) 


则 存在 B(X) 上 唯一 的 Radon 测度 凡 使 得 jn 演 几 

证 /为 C.(X) 上 的 正 线 性 泛 函 ， 故 由 Riesz 表现 定理 ， 存 在 
唯一 的 Radon 测度 上 使 Vf e Ce(X), 有 Lf) = p(f). 故 由 (6.5.1) 
式 知 jw 于 

6.5.3 引 理 设立 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 1/ 
为 B(X) 上 一 Radon 测度 ， 则 对 任 一 紧 集 KK, 存在 一 包含 天 的 1 
连续 紧 集 . 

证 由 习题 5.1.9 知 , 存在 一 列 紧 集 (K), 使 Kn C Keri, n>1, 
且 闫 =U Ka. 于 是 存在 某 个 n, 使 KC Ks. 令 p 为 人 上 与 拓扑 
相 容 的 距离 (见习 题 5.1.11), 则 存在 5 > 0, 使 {z|p(zx,K) < 6} C 
Ke. 令 = {zlp(z,K) < tt}, 则 8F = {z|p(z,K) = 甘 . 由 于 
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OF.NOF, =0,t#s, 且 OF: CK,,0 <t<6, 故 存在 某 to€ (0,6)， 
使 AP) = 0( 注 意 (Ks?) = ME) < oo0). 于 是 i 为 包含 KK 的 
4 连续 紧 集 ， 证 毕 . 

6.5.4 定理 设 头 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， ,p41, p42,… 
为 B(X) 上 的 Radon 测度 ， 考 虑 下 列 命题 : 

(1) pm Dp; 

(2) 对 一 切 紧 集 KK, 有 sup Ln( 玉 ) < yp(K), 对 一 切 相对 紧 开 
集 G, 有 4(G) < liminf pn(G); 

(3) 对 一 切 /连续 相对 紧 Borel 集 B, 有 jim Hn(B) = p(B). 
则 有 (1) 全 (2) 全 (3). 若 X 具有 可 数 基 ， 则 上 述 三 命题 等 价 . 

证 (之 (2). 设 mn 一 访 天 为 紧 集 .对 任 给 s >0, 由 4 的 正 
则 性 , 存在 开 集 U0 2 K, 使 (UV) < A( 开 )+s. 于 是 由 命题 5.1.20(2)， 
存在 fe Ce(X), 使 得 Ik < f < Iv. 因此 我 们 有 


limsuppn(K) < lim pn(f) < p(U) < p(K)+e. 


由 于 s 是 任意 的 ， 故 有 lim sup pn(K) < 4(K). 现 设 G 为 相对 紧 
开 集 . 对 任 给 < > 0, 存在 紧 集 KC G, 使 KG) < y(K)++e. 取 
feECc(X), 使 Ik <f<Io, 则 有 
liminf pn(G) > lim pn(f)=4(f) > 4(K) > 4(G)—e. 
由 于 s >0 是 任意 的 ， 故 有 liminf pn(G) > 4(G). 
(2) 坟 (3) 由 下 式 看 出 (注意 B 为 紧 集 ， B? 为 相对 紧 开 集 ): 
limsup pn(B) < limsup pn(B) < p(B) = p(B°) 
< lim inf pn(B°) < lim inf pn(B). 
现在 假定 X 为 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 .为 证 
(1),(2) 及 (3) 等 价 ， 只 需 证 (3) 坊 (1). 设 (3) 成 立 ， 令 f € Ce(X)， 
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由 引 理 6.5.3, 存在 /连续 紧 集 C, 使 C 2supp( 月 . 令 
vn(B)= jm(BNMC), v(B)= p(BNO), 


则 对 任何 v 连续 集 B, 易 知 Bn C 为 连续 集 (注意 8(Bn C) = 
BNCO\B°NC°* Cc BNCO\B°NOC° C (8BUAC)NGC = (8BNC)UOO), 
从 而 由 (3) 知 


lim vn(B) = im Ln(BNMC)=1(BNC)=v(B). 


但 X 为 可 距离 化 空间 ， 故 由 命题 6.2.4 知 内 吃 v. 由 于 supp(f) Cc 
C, 因此 有 


dm Hn(f) = lm va(f)=v(f) = 人. 


由 于 js Ce(X) 是 任意 的 ， 故 依 定义 有 mn 仿 4. 证 毕 . 

下 一 命题 用 弱 收 敛 来 刻画 淡 收 敛 ， 

6.5.5 命题 设 久 为 一 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 
Ki;H2，,"… 为 B(X) 上 的 Radon 测度 . 令 (Gi) 为 一 列 相对 紧 开 集 ， 
使 Gk + 关 .((G) 的 存在 性 见习 题 5.1.9)， 任 取 fi < G(X), 使 
TG < < 1 ( 见 命 题 5.1.20(2)). 令 mn = .pn, 则 下 列 二 断言 等 
价 : 

(1) pn 对 某 ; 

(2) Yk, vp 已 某 vw, n 一 co. 

此 外 ， 这 时 有 vw = fx.p. 

证 (1) 坟 (2) 显然 . 往 证 (2) 一 (0 设 (2) 成 立 , 令 Je Ce(X)， 
则 由 于 supp(f) 为 紧 集 ， 故 存在 某 ko, 使 supp(f) C Gp。. 又 由 于 
Jcu < fr。< 1 故 有 JGu = f. 因此， 下 述 极限 存在 且 有 穷 ， 


lim Hn(f) = im, Lin(f fro) = Lm, Vkon(f), 
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故 由 命题 6.5.2 知 ， (jn) 淡 收 敛 于 某 Radon 测度 上 命题 最 后 一 
断言 显然 ， 证 毕 . 

作为 命题 6.5.5 的 一 个 重要 推论 , 我 们 得 到 一 族 Radon 测度 关 
于 淡 收 敛 拓扑 为 相对 紧 的 准则 . 

6.5.6 定理 设 闫 为 一 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
M 为 B(X) 上 的 一 族 Radon 测度 ， 则 为 要 M 关于 淡 收敛 拓扑 为 
相对 紧 的 ( 即 M 中 的 任 一 序列 有 痰 收敛 子 列 ), 必须 且 只 需 对 任何 
紧 集 KK, 有 supjem HL(K) < co. 

证 由 定理 6.5.4 知 ， 条 件 的 必要 性 显然 . 现 证 充分 性 ， 设 对 
任何 紧 集 KK, 有 supjem HA(K) < co. 令 (Gk) 为 一 列 相对 紧 开 集 ， 
Gk 个 关 , (fx) C Ce(X), 使 IG, < f<1lk>1. 对 jEM, 令 
Kx 二 fk-4. 则 对 每 个 有 及 jE Mfix 在 紧 集 supp( 太 ) 的 余 集 上 为 
0. 又 由 于 supjem Vrx( 关 ) < co, 故 由 Prohorovy 定理 (定理 6.3.4) 易 
知 : 每 个 Mi = {jin | As M} 按 弱 收敛 拓扑 是 相对 紧 的 (参见 引 理 
6.2.2). 现 设 (1) 为 M 中 的 一 序列 ， 则 用 对 角 线 法 则 ， 可 选 (urn) 
的 一 子 列 (jw,), 使 得 Vk > 1, fr.pmn; 忆 某 wk 了 一 co， 故 由 命题 
6.5.5 知 pn 局 某 4. 这 表明 M 按 淡 收 敛 相 对 紧 ， 证 毕 . 

为 了 进一步 研究 Radon 测度 的 淡 收 敛 ， 我 们 需要 下 述 引 理 . 

6.5.7 引 理 设立 为 一 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
令 B 为 一 紧 集 ( 相应 地 ， 开 集 ). 则 存在 紧 集 (相应 地 ， 相 对 紧 开 
集 )Bn, 及 fn &€ Ce(X) > 1, 使 得 


Tp < fn < Tp, 1B( 相 应 地 , Ip > fn > Ip, 人 Ip). 


证 由 习题 5.1.9, 存在 相对 紧 开 集 序列 (G%,n > 1), 使 Gn 个 X. 
设 B 为 紧 集 ， 则 存在 某 no, 使 BC Gw. 任 取 羡 上 与 拓扑 相 容 的 
距离 p, 令 
B° = {zx|p(z,B) < e}, 
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则 当 se > 0 足够 小 有 Be C Gn. 记忆 ,= Bi,n>1, 令 
访 @J =1- =(p(z, B) AS), 


则 fn € Ce(X),Ip < fn < IB, 1B. 对 相对 紧 开 集 B, 类 似 可 证 引 
理 结论 ， 对 一 般 开 集 B, 可 考虑 相对 紧 开 集 G. 我 们 将 证 明细 节 
留 给 读者 . 

下 一 定理 表明 ， 淡 收敛 拓扑 是 可 以 距离 化 的 . 

6.5.8 定理 设 针 为 一 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 
令 及 表示 B(X) 上 Radon 测度 全 体 ， 则 尺 按 淡 收 敛 拓扑 为 波兰 
空间 . 

证 设 5C 为 和 的 可 数 基 , 不 妨 设 C 对 有 限 并 闭 , 且 C 中 的 元 为 
相对 紧 的 . 由 引 理 6.5.7, 对 C ec, 存在 gn es Ce(X), 使 0< gr 个 7 
由 于 C 中 元 素 是 可 数 的 , 我 们 可 以 把 相应 于 所 有 C e C 的 序列 (g,,) 
合并 排列 为 户 , 户 ，…… 则 Radon 测度 显然 由 {A(j)= 1,2,:…} 
唯一 决定 ， 因 后 者 决定 了 在 C 上 的 值 . 

由 定理 6.5.6 容易 证 明 : jn 马 某 1, 当 且 仅 当 对 一 切 及 > 
1, jn(fk) 收敛 于 某 实数 ck. 于 是 若 令 


dp 1) = D2 [1 exp{—lu(fe) — WF, pp eR, 
k=1 
则 a 为 尺 上 的 距离 ， 且 jn 全 人 全 dm) 二 0. 此外， 容易 验证 
(及 ,dg) 为 可 分 完备 距离 空间 .证 毕 . 
习题 


6.5.1 补足 引 理 6.5.7 及 定理 6.5.8 的 证 明细 节 . 

6.5.2 设 针 为 一 具有 可 数 基 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，j,41, 42,… 为 
B(X) 上 的 Radon 测度 , 且 jw 一 px. 则 对 任何 有 紧 支 撑 的 连续 有 界 Borel 
可 测 函 数 f, 有 yn(f) 一 (了 ).( 提 示 : 利用 命题 6.5.5 及 命题 6.2.8.) 
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6.5.3 设 X 为 一 具有 可 数 基 局 部 紧 Hausdor 任 空间 ， ,41, Ha …… 


B(X) 上 的 有 限 测 度 (从 而 为 Radon 测度 )， 则 下 列 断 言 等 价 : 
(1) pn Tp; 
(2) pn > 由 且 pn(X) 一 p(X); 
(3) pn 属 j，inf{lim sup jn(K*) | 为 紧 集 } = 0. 


为 
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第 7 章 概率 论 基础 选 讲 


由 于 本 书 不 是 一 部 概率 论 教材 ， 我 们 不 打算 系统 介绍 概率 论 
的 内 容 . 本 章 着 重 介绍 与 测度 论 有 关 的 一 些 重要 概率 论 基础 问题 . 


7.1 事件 和 随机 变量 的 独立 性 ， 0-1 律 


设 (9, 并 ， Pp) 为 一 概率 空间 在 概率 论 中 ， 我 们 称 大 中 的 元 为 
(随机 ) 事件 , 称 9 为 必然 事件 , 0 上 的 可 测 函 数 称 为 随机 变量 . 
设 《 为 一 随机 变量 ， 若 5 关于 PP 的 积分 存在 ， 则 称 积分 人 EdP 为 
6 的 数学 期 望 , 记 为 已 6]， 概率 为 1 成 立 的 性 质 称 为 几乎 必然 成 
立 ， 简 称 为 a.s. 成 立 . 

事件 的 独立 性 概念 是 概率 论 的 最 重要 的 概念 之 一 . 

7.1.1 定义 设 4,B 为 二 事件 ， 如 果 P(4nB)= P(A)P(B), 
称 4 与 B 独立 . 更 一 般 地 ， 设 41, 42,…, A 为 n 个 事件 ， 如 果 
对 任何 m <n 及 1<ki<ko<…<km<n, 有 


mm 


P({ 4,)= [I[P(4,), 

7=1 7=1 
称 (41, 42,…, An) 相互 独立 注意，(41, 42,…, 4A;) 两 两 独立 不 
一 定 相互 独立 . 

7.1.2 定义 设 D= {4i,t ET 了 } 为 一 族 事 件 如果 对 工 的 任 

何 非 空 有 限 子 集 5, 有 P( 门 ,cs 4。) = [ses P(4。), 则 称 D 中 事件 
相互 独立 ， 设 {Ci,t eT} 为 一 族 事件 类 ， 如 果 从 每 个 事件 类 Ct 中 
任 取 一 事件 41, {4i,t e T} 中 事件 相互 独立 ， 则 称 {Ci,t e T} 为 
独立 (事件 ) 类 . 设 {&i,t e T} 为 一 族 随 机 变量 . 若 {o(&i),t eT} 


为 独立 事件 类 ， 则 称 {i,t es T} 相 互 独立 . 

7.1.3 定理 (独立 类 的 扩张 ) 设 {Ct,t & T} 为 一 独立 事件 类 ， 
如 果 每 个 Ct 为 x 类 ， 则 {c(Co),te 了 T} 为 独立 事件 类 . 

证 不 妨 设 9 属于 每 个 C:( 因 为 添加 必然 事件 9 不 影响 独立 
性 ). 设 n>2,5 = {s1,…,sn} 为 工 的 有 限 子 集 ， 令 


D={4 < F|P(anN Cj)=P(4).TTP(ch),crsc2<7< n}， 
7=2 7=2 


则 2 Cs 了 为 入 类 ， 故 由 单调 类 定理 知 D 2 o(Cs,). 这 表明 
{0(Cs1),Cso，… ,Cs 为 独立 事件 类 . 依 此 类 推 ,，{o(Cs,),…,o(Cs,)} 
为 独立 事件 类 . 由 于 5 为 工 的 任意 非 空 有 限 子 集 , 故 (oe), te7} 
为 独立 事件 类 . 证 毕 . 

下 一 命题 给 出 了 随机 变量 相互 独立 性 的 判别 准则 , 

7.1.4 命题 “ 设 {&i,t € T} 为 一 族 随机 变量 ， 则 为 要 它们 相 
互 独立 ， 必 须 且 只 需 对 了 的 任 一 有 限 子 集 3 = {s1,…,sn}, 及 
2Z1 ,Zn ER 有 ,有 


Plés, < v1 <zn)=][ PCés, < 2;). 
j=1 

证 令 C:= {[&i < 2]) t ET, 则 Ci 为 5 类. 于 是 由 定 
理 7.1.3 立刻 推 得 命题 的 结 

下 一 定理 称 为 Borel-Cantelli 引 理 , 它 在 概率 论 中 非常 有 用 . 
它 的 推广 形式 见 定理 7.1.8 和 系 8.2.18. 

7.1.5 定理 设 {4%,n > 1} 为 一 列 事件 . 

() 车 二 PA) on Ml Da a 0 


(2) 若 进 一 步 {4Aw,n > 1} 为 相互 独立 ， 则 2- P(4,)=oo0 比 
涵 P(A4n,i0.)=1. 


.187 . 


这 里 {hn,i.o.} 表示 {hn,n > 1} 中 有 无 穷 多 个 事件 发 生 (i.o. 
是 infinitely often 的 缩写 ), 即 有 {4x,i.0.}= n LC An. 


证 (1) 设 > (A LAE U 4, 
从 而 


P(An,io.) < P(() An) < >》 P(An) 一 0 一 oo. 
n=k n=k 


(3) 设 {Ann 之 二 相互 独立 ， 假定 汇 P(4%) = oo, 则 对 任何 
m > 上 kk 有 (注意 !' 1 一 <e*,V0<zxz<1) 
-—P(() 4»)=P(() 4:)= [I (P(An)) < exp{— > P(An)}. 
n=k n=k n=k n=k 
因此 ， 对 一 切 k> 1, 有 


0<1- P(LU 4,) )=1- lim P( CU 
n=k =k 


< lim exp{-— D> pi) = 


从 而 有 


P(An, i.0.) P(N U 4%) = lim n PU) 4) = 


k=1 n=k n=k 


7.1.6 系 (Borel 0-1 律 ) 设 {4%,n > 1} 为 相互 独立 事件 ， 
则 依 并 P(L4) < oo 或 = oo 而 有 P(4。io.)=0 或 工 
7.1.7 引 理 设 {hn,1<k<n} 为 一 列 事件 ， 则 有 


(UA > 总 = a (ey 
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(7.1.1) 式 称 为 Chung-Erd6s 不 等 式 ( 见 Trans. Amer. Math. Soc. 
72(1952), 179-186). 
证 令 Xs = Ta 由 Schwarz 不 等 式 得 


(BS XW)) < PO Xs > BO 2 
k=1 k=1 k=1 


由 于 PIT Xs > 0) = PUUZe 44), 故 (7.1.1) 式 得 证 . 

下 一 定理 是 Borel-Cantelli 引 理 的 一 个 推广 , 它 是 Kochen-Stone 
在 Illinois Journal of Mathematics 8(1964)，248-251 中 给 出 的 . 下 
面 的 证 明 是 新 的 . 

7.1.8 定理 设 {4n,n > 1] 为 一 列 事件 , 满足 2%-1 了 (4n) = 
co, 则 
(Ox 1P(Ax) ;> 
2 k=1 P(A Ax) 
= lim sup Dcicrsn PAIP(A) 

nso0 Picick<nPlAiAr) (7.1.2) 


P(Ah,,i.0.) > leup 


特别 地 ， 若 {4%,n > 1} 中 事件 两 两 独立 或 负 相关 ( 即 P(A4;Ax) < 
P(Ai)(P(Ax), Wi 天 有 则 P(A,i.o0.)=1. 

证 令 o = (DPC 加 = Dip-iP(AiAx), 则 由 
lim ooan = oo 及 (7.1.1) 式 知 limn oo bn = 00. 于 是 再 由 (7.1.1) 
式 及 DD?p_mi1 了 (4iAx) < bn 一 bm 推 得 


PC LU 4)=,lm PC LU 4) 


天 一 mm 十 1 k=m+1 
2 
. Sy — Vam) an 
> lim sup 二 全 一 一 一 limsup 一. 
聊 一 Oo bn, 人 bm, 有 一 CO n 


在 上 式 中 令 mm 一 co 即 得 (7.1.2) 中 的 不 等 式 . 由 于 k=1 P(A4x) = 
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co 且 关于 所 有 有 限 置 换 不 变 的 集合 称 为 对 称 集 ,Ss 中 对 称 集 全体 构 成 
S” 的 一 子 o 代数 ， 称 为 置换 不 变 o 代数 . 


人 
( 2 PA) < 2 > P(Ai)P(A) + PCAs) A 
| | 7.1.11 定理 设 (9,F,P) 为 一 概率 空间 ，《 = ( 刀 ,62,…) 为 
i 定义 在 (9, 和,P) 上 取 值 于 (S,S) 的 一 列 独立 同 分 布 随机 元 ，9 为 
Ticeen PUADPHUR) Sr 置换 不 变 o 代数 ， 则 6-1(9) 中 元 素 的 概率 为 0 或 1 
由 此 推 知 (7.1.2) 中 的 等 式 成 立 证 令 mn 为 (S=”,S=) 到 (5",5") 上 的 投影 映射 ， 令 万 ,= 
7.1.9 定义 设 {6,n > 1} 为 一 列 随机 变量 ， 令 A-1(S"). 则 有 sc 二 o(UnF). 设 4 为 在 (5~,S~) 上 的 分 布 . 令 
co 4e9, 则 由 习题 1.3.4 知 ,存在 Be S" 使 得 (AA7a1(Bn)) 一 0. 
De 令 所 = S" x Bu, 则 存在 -有限 置 换 pu, 使 得 Trii(Bn) = 


zl( 坟 ,). 由 于 4 为 对 称 集 ， 我 们 有 
称 人 DD 为 {n,n > 1} 的 尾 o 代数 ,D 中 的 元 素 称 为 {5%,n > 1} 的 尾 3 
事件 nu(AArz (Bn)) = HA(4Arz (Bn,)) 一 0. 

下 一 定理 称 为 Kolmogrov 0-1 律 . 

7.1.10 定理 ”独立 随机 变量 序列 的 尾 事件 的 概率 为 0 或 1. 

证 设 {6%,n >1} 为 独立 随机 变量 序列 .对 任何 n > 1, 由 定 
理 7.1.3 知 : o(Xj,1<j<n) 与 o(Xj,j > 9) 独立 , 从 而 o(&j,1 < 
了 用 与 了 独立 (D 是 必 “ 代数 ) 令 A= 0 o(6,1<j< 鸭 , 则 
4 与 全 独立 . 但 4 为 类 , 故 由 定理 713 知 o(. 人 ) 与 刀 独 立 显 
然 了 ce(4) = (5 > 1), 故 了 与 刀 独 立 于 是 对 任何 DeD， 
我 人 有 P(D) = PLDnD) = P(D)2, 从 而 PLD) = 0 或 1. 证 毕 . 

下 面 介绍 Hewitt-Savage 0-1 律 , 为 此 先 引进 一 些 概念 . 设 (5,S) 
为 一 可 测 空 间 ， 令 (5",S") 和 (5”,S“) 分 别 表示 n 次 乘积 和 无 
穷 乘积 空间 ， 令 p : N 一 N 为 一 双方 单 值 映射 ， 如 果 除 有 限 多 个 
n 外, 恒 有 p(n) =n, 则 称 p 为 N 的 一 个 有 限 置换 . 对 任 一 有 限 置 
换 p, 在 5S” 上 定义 一 置换 到 如 下 : 


于 是 有 


uAA(rz! (Ba)Nra! (Bn))) < pAArz! (Bn))+u( AArz! (Bn)) 一 0, 


从 而 
tra (Bn) Nan (Bn)) 一 MCA) 


但 771(Bn) 与 7a(Bn) 在 由 下 独立 ， 
Mma (Bn) NM Non, 1(B, )) = p(n 1(Bn )) n(n, 1(B, )) = x(4 )2， 


这 表明 y(4) = 0 或 1. 由 于 4e9g 是 任意 的 ，x(4) = P(E€- (4))， 
故 上 (9) 中 元 素 的 概率 为 0 或 1. 

下 一 定理 称 为 Neyman-Pearson 引 理 , 它 是 数理 统计 中 似 然 
比 检验 理论 的 基础 . 

.7.1.12 定理 设 P 和 9 是 可 测 空间 (9, 和 大 ) 为 上 的 两 个 概率 


Tp(s) = (sp(D)，sp(2))，s = (ss3，…) € S$™, 测度 ，P(4) = P(4nN)+ 几 gdQ@ 为 P 关 于 9 的 Lebesgue 分 解 ， 
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这 里 8(N) = 0 在 W 上 约定 9= co. 设 a>0. 令 A(c) =[g > 
则 三 中 任何 满足 8(4) < 8(4(o)) 的 4 有 P(4) < P(A(o)). 

证 设 AeF. 令 下 = Talo) 一 I4. 则 Fl(g--c)>0, 目 在 N 上 
了 7 二 0. 于 是 有 


P(A(e)) - P(A) = / FdP = 站 FdP 二 / FgdQ 
>¢ | FdQ =c(Q(A(e) - @(A)). 
定理 证 毕 . 
习 题 


7.1.1 设 (Xn,n > 1) 为 独立 随机 变量 序列 ， 则 : 

(1) limsup Xn 与 lim inf X 为 退化 随机 变量 ( 即 a.s. 等 于 某 一 常数 ); 

(2) 为 要 P(lim Xn = 0) = 1， 必 须 且 只 需 对 任何 C > 0, 有 
2 P(|Xn| > C) < co.( 提 示 ， 利 用 Borel-Cantelli 引 理 . ) 


7.1.2 设 (Xi,1 <i<n) 为 独立 随机 变量 序列 ， 若 每 个 X; 非 负 或 每 
个 Xi 可 积 ， 则 有 [TT?_, Xi] = [TBLXi]. (提示 从 简单 随机 变量 过 渡 
到 非 负 随 机 变量 . ) 

7.1.3 设 汪 及 为 相互 独立 可 积 随机 变量 ， 且 E[X] = 0, 则 E[|X+ 
Y|] > E[IY|]. (提示 : ll = |B(y+X)| < Bly + X|.) 

7.1.4 设 (6) 为 一 列 非 负 实 值 随机 变量 ， 则 存在 一 正 实数 序列 (cn )， 
使 得 2 no-1 cnén < co a.s.， (提示: 取 一 正 实数 列 (an), 使 得 >， P(é， > 
an) < co, 然后 利用 Borel-Cantelli 引 理 并 令 cn = (27an,)-1.) 

7.1.5 设 (Q, 丰 , 卫 ) 为 概率 空间 , 61,… ,én 为 非 负 随 机 变量 , 且 BE;] = 
11<i<n. 证 明 ]T;_i #71 B[&:&j] > 1. (提示 : 令 €= 汪 部 ,将 

i=1 27=1Ki&j] 写成 exp{ log Bi 由]}, 其 中 ;8] = EI&i4], 然后 

用 Jensen 不 等 式 ， 最 后 再 用 不 等 式 rlogz > z 一 1z> 0.) 

7.1.6 设 (0, 厂 ,PP) 为 概率 空间 ， Ai,:…, An € 大 P(Ai;) > 0,1 < 


, 人 14 1 Im 3 n TSmn P(AiA;) i 4 
i<n. 仿 4= i=1 i 证 明 Tl j=1 PA PY > (zt) , ( 提 
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示 : 利用 上 一 题 的 结果 . ) 


7.2 条 件数 学 期 望 与 条 件 独 立 性 


设 (9, 大, 忆 ) 为 一 概率 空间 ，4 和 B 为 两 个 事件 , 且 P(4) > 0. 
在 4 发 生 的 条 件 下 B 发 生 的 概率 显然 等 于 P(4B)/P(4), 我 们 称 
之 为 B 关 于 4 的 条 件 概率 , 记 为 P(B|4). 

设 (Bj)1<j<m 为 8 的 一 个 有 限 划 分 ， 且 B; € 大 ,P(Bi) > 
0,1 <j<m. 令 9 为 由 (B;) 生成 的 o 代数 ， 对 一 可 积 随 机 变量 


X, 令 
mm EIXIBs,] 


9 = 2, peB)) 


Ip,, 
j=1 


称 E[X|9] 为 XX 关于 9 的 条 件 (数学 ) 期 望 . 如 果 (4i)1<i<n 是 9 
的 一 个 有 限 划 分 ， 且 4 es ,1 < i<n, 久 = Di_iQila; 为 一 简单 
随机 变量 ， 则 易 知 


7=1 i=1 
(X19) 是 一 9 可 测 随机 变量 ， 满 足 : 
EIE[X|9lIp] = EIXIp], vBeS. (7.2.1) 


下 面 我 们 将 条 件 期 望 推 广 到 一 般 随机 变量 及 o 代数 情形 ， 设 
(9, 开 , 卫 ) 为 一 概率 空间 ， 9 为 的 一 子 o 代数 . 设 X 为 数学 期 
望 存在 的 随机 变量 ， 令 vv = XX.P 为 久 关 于 PP 的 不 定 积分 ， 即 


v(4) = | XdP AeF, 
A 


则 vv 为 符号 测度 , 且 v 关于 PP 绝对 连续 . 若 将 v 及 书 都 限于 (9,9)， 
则 仍 有 v 之 P. 令 Y 为 v 关于 PP 在 (0,9) 上 的 Radon-Nikodym 
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导数 ( 见 定理 3.3.11), 则 了 为 9 可 测 随机 变量 ， 且 有 
E[lYIs] = E[XIp], VB € 9, 


我 们 称 随机 变量 Y 为 六 关于 9 的 条 件 (数学 ) 期 望 . 由 命题 3.1.8 
知 : 在 也 等 价 意 义 下 ， 条 件 期 望 Y 是 唯一 确定 的 ， 我 们 把 它 记 为 
EB[X19]j, 它 由 (7.2.1) 式 所 刻画 . 
7.2.1 定理 条 件 期 望 有 如 下 基本 性 质 : 
(1) BILEBIXKI9] = ELX}; 
(2) 车 久 为 9 可 测 ， 则 BLX|9] = X as 
(3) 设 9 = {0,0}, 则 BI[X|9] = BIX] as 
(4) EIXI9] = ELX1+|9] ~ E[X-|9] a.s.; 
(5) X >Ya.s.=> E[X|9] > E[Y|9] a.s.; 
(6) 设 ct ca 为 实数 ， X,Y ciXX 十 c2Y 的 期 望 存在 ， 则 
ElcX+c2Y|9| = ci1E[X|G] + coE[Y|G] as., 
如 果 右 边 和 式 有 意义 ; 
(7) [BLX|O) < BLIXI|O] a.s; 
(8) 设 0< XXX,a.s., 则 E[Xn|9] 个 E[X|9] a.s.; 
(9) 设立 及 XY 的 期 望 存在 ， 且 工 为 9 可 测 ， 则 
BEIXY|9] = YEIX|9] a.s.: (7.2.2) 


(10) (条 件 期 望 的 平滑 性 ) 设 91, 92 为 三 的 子 o 代数, 且 91 cC 
92, 则 
E[E[X|92]|91] = E[X|91| a.s.; (7.2.3) 
(11) 者 XX 与 9 相互 独立 ( 即 oc(X) 与 9 相互 独立 ), 则 有 
E[X|9] = EIX] a.s.. 
证 (1 一 (7) 容易 由 条 件 期 望 定义 直接 看 出 . 
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(8) 由 (5) 知 ， [Xn|9] 个 Y,a.s.,Y 为 一 9 可 测 随机 变量 . 于 
是 ， 对 一 切 Be 9, 


[ YdP = lim / E[X,| 9]dP = lim XdP, 


从 而 Y= E[X|9] a.s.. 
(9) 不 妨 设 关 及 Y 皆 为 非 负 随机 变量 ， 首先 设 了 = Ta,4E9， 
则 [X19] 为 9 可 测 ， 且 对 一 切 Be9, 有 


YEIX|9ldP = oe EIX|9]dP = 1 XdP 
B ANB ANB 


入 / XTadP = 1 YXdP, 
B B 


故 (7.2.2) 式 成 立 ， 然 后 利用 (8) 即 可 由 简单 随机 变量 过 渡 到 一 般 
非 负 随机 变量 , 


人 E[E[X|92]| 91]dP = | EIX|9sldP = | XdP 


故 有 (7.2.3) 式 . 
(11) 不 妨 设 X 为 非 负 随机 变量 . 设 4e9, 由 于 14 与 X 相 
互 独立 ， 故 由 习题 7.1.1 知 


| E[X]dP = EIX]P(A) = EIXI4] = / XdP, 
A A 


故 E[X] = EI[X|9] a.s.. 

关于 条 件 期 望 , 我 们 也 有 相应 的 单调 收敛 定理 ，Fatou 引 理 ， 
控制 收敛 定理 ， Hlder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 ， 它 们 的 证 明 
与 第 三 章 关 于 积分 情形 相应 结果 的 证 明 类 似 . 因此 ,下 面 我 们 只 
述 结果 而 略 去 证 明 . 注意 :对 概率 空间 情形 ， a.s. 收敛 总 蕴含 依 
概率 收敛. 


.195. 


在 下 面 儿 个 定理 中 ， (9, 和 大 , 忆 ) 为 一 概率 空间 ， 9 为 的 一 
子 ca 代数 . 

7.2.2 定理 (单调 收敛 定理 ) 设 (X) 为 随机 变量 序列 ， 且 每 
个 X 的 期 望 存在 . 

(1) 设 Xn 个 关 as., 且 [Xi1] > -co 则 X 的 期 望 存在 ， 且 
五 [X|9] + E[X|9] a.s.; 

(2) 设 Xn 二 和 as， 且 EX < co 则 XX 的 期 望 存在 ， 且 
E[Xnl9] 4 EI[X|G9] a.s.. 

7.2.3 定理 (Fatou 引 理 ) 设 (X) 为 随机 变量 序列 ， 且 每 个 
Xn 的 期 望 存在 . 

(1) 若 存 在 随机 变量 了 , 使 B[Y] > -oo, 且 对 每 个 > 1, 有 
Xn 之 了 a.s., 则 lim inf Xn 的 期 望 存在 ， 且 有 


证 只 需 考虑 a.s. 收敛 情形 . 令 Zn = ,十 Y 一 |Xn 一 XXX 则 
2 二 0, 且 2 = 2Y. 故 由 Fatou 引 理 得 


2E[Y|9] < liminf E[Z,|9] = 2E[Y|9] - limsup E[|X,, ~ X||9), 
W300 no00 


于 是 有 ,lim ElIX, — XI19] = 0. 证 毕 . 
7.2.6 定理 (Holder 不 等 式 ) 设 1<p,g<o%,1/p+1/q=1, 
则 
E[|XY||9] < (E[|X|?|9])?(B[|Yl"| 9]). 


7.2.7 定理 (Minkowski 不 等 式 ) 设 p>1, 则 
(E[|X +Y|?|9])"? < (EI[IXI?|9])"? + (ELIY|?| 9])’?. 
下 面 将 条 件 期 望 的 概念 推广 到 最 一 般 的 情形 ( 见 严 加 安 [13]). 
7.2.8 定义 设 (9,,P) 为 一 概率 空间 ， X 为 一 随机 变量 ， 
9 为 示 的 一 子 c 代数 车 EI[X1|9] 一 BL[X -19] a.s. 有 定义 ( 即 
P(E[X1|9] = co, BIX 19] = co) = 0), 则 称 X 关于 9 的 条 件 期 望 
存在 , 并 令 (约定 co 一 co = 0) 


Ellim inf Xu|9] < liminf E[X,| 9]}; 
no00 no0 


(2) 若 存在 随机 变量 Y, 使 B[Y] < co, 且 对 每 个 n> 1, 有 
Xn <Y a.s., 则 limsup Xn 的 期 望 存在 ， 且 有 


Ellim sup Xn|9] > lim sup E[X.,| 9]. 


7.2.4 定理 (控制 收敛 定理 ) 设 XX 一 》 久 (相应 地 ，X, 驴 XX)， 


若 存 在 非 负 可 积 随机 变量 Y, 使 |Xn| < 了 as, 则 X 可 积 ， 且 有 


,lim E[Xn|9] = E[X|9] a.s.( 相 应 地 ，E[Xn|9] 司 > E[X|9]). 

下 一 定理 是 控制 收敛 定理 的 推广 形式 . 

7.2.5 定理 设 X 一 X,Y, $Y 了 (相应 地 ，XX, 号 和 六 马 
Y), 其 中 了 及 每 个 玫 为 非 负 可 积 随机 变量 .如 果 对 n> 1, |X| < 
Yn as. 且 B[Y%|9] 2 E[Y|9]( 相 应 地 ，E[Y|9] 号 EIY|9]), 则 
有 [|X 一 XX||19] 盖 y 0( 相 应 地 ， E[|X。 一 XX||9] 号 0). 特别 有 
E[Xn|9] = E[X|9]( 相 应 地 ，E[X%|9] 号 E[X|9]). 


“196. 


EIX|9] = EIX*|9] — EIX |9]. 


我 们 称 B[X|9] 为 羡 关 于 9 的 条 件 期 望 . 

若 98 = {0,9), 则 闫 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 当 上 且 仅 当 关 的 
期 望 存在 . 此 外 ,任何 9 可 测 的 随机 变量 X 关于 9 的 条 件 期 望 存 
在 , 且 EI[X|9] = Xa.s.. 

下 一 定理 给 出 了 条 件 期 望 存在 的 随机 变量 的 一 个 有 用 刻画 . 

7.2.9 定理 ”下列 二 断言 等 价 : 

(1) XX 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ; 

(2) 存在 9 可 测 实 值 随机 变量 上 ,| > 0 a.s., 使 上 的 期 望 存 
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证 (D3(2). 设 (1) 成 立 . 令 
A=[E[X*|9]=%], B=[B[IX |9]= ool， 
则 P(A4NB)=0. 令 n=14c 一 I4, 则 |n|=1,7 为 9 可 测 ， 且 有 
(nX)T =7TX+ 十 全-， 故 有 
E[(nX)+|9] = TB[X+9] + I4E[X-|9] < co a.s.. 

令 &= 7/(i + EB[(mX)+|9]), 则 EI(EX)+|9] < 1 a.s.. 特别 ， 
EB[(éX)+] < 1, 于 是 4X 的 期 望 存在 . 

(2) 坟 (1) 由 下 一 定理 的 (1) 推 得 . 

下 一 定理 是 定理 7.2.1 的 推广 . 

7.2.10 定理 7.2.8 定义 的 条 件 期 望 有 下 列 性 质 : 


(1) 设 关 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 则 对 任何 9 可 测 实 值 随机 
变量 上 6, £X 关于 9 的 条 件 期 望 也 存在 ， 且 有 


BEIEX|9] = €E[X|9] a.s.. (7.2.4) 


(2) 设 Xi,Xs 关于 9 的 条 件 期 望 存在 . 若 Xi 十 X2 及 E[X1|9] 十 
E[X2|9]a.s. 有 意义 ， 则 X1 + Xs 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 且 有 

(3) 设 9 及 9 为 大 的 子 c 代数 ， 且 9 cC 92， 若 X 关 于 9 
的 条 件 期 望 存在 ， 则 式 关于 92 的 条 件 期 望 存在 ， E[X|92] 关于 
91 的 条 件 期 望 存在 ， 且 有 


E[E[X|92]|91] = BIX|g1]. (7.2.6) 


证 (DD) 我 们 有 (EX)1 = EtXt 十 EX (EX)- = E+X- + 
-Xt+. 于 是 有 


EI(€£X)*|9] = £* ELX*|9] Te EX-19]， (7.2.7) 
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Pl(EX) 19] = ELIX+|9] +é€+E[X- |9]. (7.2.8) 
由 于 假定 B[X1|9] 一 I[X-|9] a.s. 有 意义 ， 故 &X 关于 9 的 条 件 
期 望 存在 ， 由 (7.2.7) 式 及 (7.2.8) 式 推 得 (7.2.4) 式 . 
(2) 令 4 = [E[X1|9] = -00],B = [B[X2|9] = -cool, 则 依 假 
定 ， 忆 [Xi1|9] 十 EIX2|9]a.s. 有 意义 , 故 在 4 上 a.s. 有 E[X1|9] < co， 
在 已 上 a.s. 有 EB[X2|9] < co, 于 是 有 
TaAE[Xi|9] < co a.s., IBE[X+|9] < co a.s.. (7.2.9) 
令 €= TauB 一 TacnBe; 则 | 引 =1,€ 为 9 可 测 . 记 Y = &(X1 十 XX)， 
我 们 有 
YT <éEt(Xi + X23)+é (XT + Xs), 
ElY1|9] < EI€* (Xi + X2)+é€ (Xi + X32 )|9] 
= TAuB(E[Xi|9] + E[X#|9)]) (7.2.10) 
+ TaAcnBe(E[Xi |9] + E[X; |9]) < ce a.s.. 
特别 ，Y 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 于 是 由 (1) 知 Xi 十 X2 关于 9 
的 条 件 期 望 存在 .此 外 ， 令 
21 = (Xi + X23)+E (Xi + Xs), 
22 =€ (Xi + Xi)+E XT + X23), 
则 YY = 2Z1 一 2Z2, 且 由 (7.2.10) 知 BE[2Z119] < co as 令 7 = 
TEI]; 则 [m21] = BImB[21|9]] < 1, 因此 mY 的 期 望 存在 ， 故 
由 (7.2.4) 式 及 定理 7.2.1(6) 有 


ElY|9] = -BlnY| = (Blnz| 9] — Eln22|9)) 
= >(nBlz1| 9] -9B[Zal9]) = BI21|9] - BIZ2|9] 
= ¢(B[X1|9] + ELX2|9]), 
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由 此 及 (7.2.4) 式 便 得 (7.2.5) 式 . 
(3) 设 关 关于 91 的 条 件 期 望 存在 ， 由 定理 7.2.9 知 ， 存 在 91 
可 测 实 什 随 机 变量 |é| > 0 as, 且 EX 的 期 望 存 在 ， 由 于 为 9 
可 测 ， 故 仍 由 定理 7.2.9 知 ， X 关于 92 的 条 件 期 望 存在 ， 且 由 
(7.2.4) 式 得 
BIX| 092] = ELEXI9 


由 于 BEX|92] 的 期 望 存在 ， 故 由 (1) 及 上 式 知 E[X|92] 关于 91 
的 条 件 期 望 存在 ， 且 有 (利用 (7.2.3) 式 ) 


E[BIX|92]|91] = EBLBLEX| Gyles BLEX| 91] = EIX|91]. 


(7.2.6) 式 得 证 . 

下 面 讨论 一 类 特殊 的 关于 9 条 件 期 望 存 在 的 随机 变量 . 

7.2.11 定义 ” 设 (Q, 了 ,了 P) 为 一 概率 空间 ， 9 为 下 的 一 子 o 
代数 ， 称 随机 变量 X 关于 9 为 o 可 积 , 如 果 存 在 De 9, Q% ?9， 
使 每 个 In, 为 可 积 ， 

下 一 定理 给 出 了 关于 9 为 o 可 积 的 随机 变量 的 一 个 刻画 . 

7.2.12 定理 设 关 为 一 随机 变量 ， 则 下 列 断 言 等 价 : 

(1) 匀 关 于 9 为 o 可 积 ; 

(2) X 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 且 E[X|9]a.s. 有 穷 ; 

(3) 存在 一 9 可 测 实 值 随机 变量 ,|£| > 0 a.s., 使 5 为 可 积 
随机 变量 . 

证 (HU 之 (3). 设 (1) 成 立 ， 选取 De 9,9Qn 个 0, 使 每 个 XTo。 
为 可 积 . 令 


1 
和 各 FJ 
则 & > 0,é€ 为 9 可 测 实 值 随机 变量 ， 且 上 X 为 可 积 . 
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(3) 僵 (2) 显然 . 往 证 (2) 坊 (1)， 设 EB[X|9] as， 有 穷 ， 由 于 
E[X|9] = E[X+|9] — E[X-|9], 故 E[|X||6] < co as 令 0 = 
[EB[|XI19] < 可 则 9% 个 Qas.,Q, € 9, 且 X10, 为 可 积 随机 变 
量 . 故居 关于 9 为 co 可 积 ， 证 毕 . 

下 一 定理 给 出 了 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 的 最 一 般 形 式 . 

7.2.13 定理 (Jensen 不 等 式 ) 设 v:R 一 R 为 一 连续 是 函 
数 ，X 为 一 关于 9 o 可 积 的 随机 变量 ， 则 p(X) 关于 9 的 条 件 期 
望 存在 ， 且 有 


Pp(E[X|9]) < Elp(X)|9] a.s.. (7.2.11) 
证 令 wv' 为 v 的 右 导 数 ， 则 对 任意 实数 x,y 有 
pz)(y — 7£) < p(y) — pz). 
以 E[X19] 及 X 代 替 上 式 中 的 > 及 y 得 
P(ELXIO)(X — EIX|9]) + (EIX|9]) < 2(X)， 


记 上 式 左边 的 随机 变量 为 Y, 则 YY 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 且 
EZ[Y|9] = p(B[X|9]). 特别 由 于 wp(X)- <Y-, 故 Elp(X)-19] < 
ElY 19] < ce a.s.. 因此 ， yp(X) 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 且 有 
(7.2.11) 式 . 证 毕 . 

下 面 我 们 推广 有 关 条 件 期 望 的 单调 收敛 定理 、 Fatou 引 理 、 
控制 收敛 定理 和 L" 收敛 定理 ， 

7.2.14 定理 设 9 为 三 的 一 子 o 代数 ，(Xn,n > 1) 为 一 列 
关于 9 条 件 期 望 存在 的 随机 变量 . 

(1) (单调 收敛 定理 ) 设 X,tXas., 且 EI[Xi|9] < co a.s.， 
则 X 关于 9 的 条 件 期 望 存在 (实际 有 E[X- 19] < co a.s.), 且 有 
E[Xn|9] Tt E[X|9] a.s.. 
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(2) (Fatou 引 理 ) 车 存在 随机 变量 Y, 使 B[Y-|9] < co a.s.， 
目 对 每 个 > 1 有 X， > 了 as, 则 liminf X。 关于 9 的 条 件 期 望 
存在 (实际 有 Bl(iminf X,)-|9] < oo as), 且 有 


Ellim inf X,|9] < liminf E[X,|9] a.s.. 
no00 了 一 OO 


(3) (控制 收敛 定理 ) 设 Xn zs X,Y, 2 了 (相应 地 ， Xn 号 
X,Y, 马 了 ), 其 中 每 个 蒜 为 非 负 随机 变量 ， 且 Y 及 每 个 丈 关 
于 9 为 o 可 积 . 如 果 对 n> 1,|Xn| < Yas., 且 ElYn19] 全 
E[Y|9]( 相 应 地 ，E[Y%|9] 号 BIY|9]), 则 有 E[|X 一 X|19] 2 0( 相 
应 地 ，E[|X 一 X||9] 号 0), 特别 有 E[X|9] SS B[X19]( 相 应 地 ， 
E[Xn|9] SB EIX|9]). 

(4) (ZL” 收敛 定理 ) 设 co >r>1 车 XR 二》 X, 则 
BE[X,|9] 一 EIX|9]. 

证 (1) 令 & > 0 为 一 9 可 测 实 值 随机 变量 , 使 XI 为 可 积 , 则 
&Xn 的 期 望 存在 ， 且 EXn EX a.s., 故 由 定理 7.2.2 得 BIEX|19] 全 
ElEX|9] a.s., 但 有 E[€Xn19] = EB[X,|9], EIEX|9] = £E[X|9], 从 
而 有 E[X|9] ELX|9] a.s.. 

(2) 容易 由 (1) 推 得 . 

(3) 只 需 考虑 a.s. 收敛 情形 . 令 2 = 辣 十 Y 一 |X 一 X|, 则 
Zn >0, 且 2 = 2Y, 故 由 (2) 得 


2E[Y|9] < liminf E[Z,|9] = 2E[Y|9] ~ limsup E[|X» — X||9]. 
于 是 有 lim E[|X" -XI|9]=0. 
(4) 令 f(z)= lz 则 为 及 上 的 连续 凸 函 数 ， 故 由 (7.2.11) 


式 得 
IELXn|9] — ELXI9]|" < E[|X» — XI"|9]. 


在 不 等 式 两 边 取 期 望 即 得 欲 证 结论 . 
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下 一 定理 给 出 了 计算 一 类 条 件 期 望 的 有 用 公式 . 
7.2.15 定理 设 (0, £,P) 为 一 概率 空间 ， 9 为 J 的 一 子 Oo 
代数 ，(5,5) 和 (,E) 为 可 测 空间 ，X 为 一 9 可 测 5 值 随机 元 ， 
Y 为 互信 随机 元 假定 了 和 9 独立 ( 即 Y-1(E) 与 9 独立 ). 令 
ge 为 Sx 五 上 的 SxE 可 测 函 数 ， 使 得 BIg(X, 了 ) 咱 < oo0, 则 
| 
Elg(X,Y)| 9] = Elg(x,Y)]|z=x: (7.2.12) 
证 不妨 假定 gz,g 为 非 负 5 x & 可 测 函 数 . 令 f(z) = 
Elg(z, 了 | 为 证 (7.2.12) 只 需 证 明 对 任意 非 负 9 可 测 随机 变量 2， 
有 
Elg(X,Y)2] = ELF(X)2]. 
为 此 令 
uy(A) = P(Y-1(A), Aeé; 
pxz(B) = P(X, 2)-1(B)), Bes x BR). 
则 有 | 
a 站 5 
由 于 六 和 (X,2) 独立 ， 我 们 有 


Be,Y)2] = { sole uy (dr,z (dr, da) 
= | zf(e)uxaldr, dz) = EL21CO 


定理 证 毕 . 

下 一 定理 是 条 件 期 望 的 Bayes 法 则 . 

7.2.16 定理 设 9 为 一 关于 PP 绝对 连续 的 概率 测度 ，9 为 
大 的 一 子 c 代数 令 


dQ 
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则 7 > 0 Q-a.s.. 如 果 关 为 一 8 可 积 的 随机 变量 ， 则 有 
Eo[X|9] = 7 1!E[XéE|9] Q-a.s.. (7.2.13) 
证 首先 ， 由 于 [m > 0] € 9, 我 们 有 
QI” > 0]) = EléI1m>0] = Elnlin>o] = Eln] = EIé] =1. 
设 关 为 一 可 积 的 随机 变量 ， 则 有 
PIXéI4] = Ee[XT4] = Eo[Eo[X|9]14] 
= ElEolX|9]é14] = ElEo[X|9]nla]l, vAES. 


这 表明 
EIXél9] = Eo[X|9]m P-a.s., 
从 而 上 一 等 式 Q-a.s. 成 立 ， 由 此 立刻 推 得 (7.2.13). 定理 证 毕 . 
设 & 为 一 可 积 随机 变量 ，Y 为 由 (9, 大 ) 到 (E,E) 的 一 可 测 映 
射 ， 我们 常 将 El&|o(7)] 记 为 B[| 耻 . 这 时 令 


(A) = P(Y-1(A)), v(A)= Eltly-i(4], AeE. 
显然 v 关于 绝对 连续 ， 令 g = 屁 , 则 由 习题 3.1.6 知 : VA € 2， 
我 们 有 
a gy) uldy) =v(A4) = ELEm sa] 


这 表明 CS] = g(Y). 我 们 常用 记号 ELEEIY = y| 形式 上 表示 g(y)， 
尽管 函数 g 只 是 j-a.e. 唯一 确定 的 且 [了 = yj 的 概率 可 能 为 零 . 
作为 这 一 结果 的 推论 ， 我 们 得 到 如 下 有 用 的 结果 . 

7.2.17 定理 设 关 = ( 议 ,…,Xm) 和 YY = (了 Y,…, 卫 ) 为 两 
个 随机 向 量 ，h 为 R* 上 的 一 Borel 函数 ， 使 得 h(Xi,…,Xh) 可 
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积 ， 令 /为 了 在 R" 上 诱导 的 测度 ， 


v(A) = h(x1,... ,Tm)dF (Ti Tm Yi Yn), AE B(R"), 
R™xAh 


其 中 F(T1, ,Tm Ys, Yn) 为 X 和 Y 的 联合 分 布 ， 则 vz 关于 4 
绝对 连续 ， 且 有 


Elh(X)Y, ,Yn = g(¥, ,Yn), (7.2.14) 


其 中 9 为 关于 的 Radon-Nikodym 导数 .如 果 五 有 密度 函数 
f(z1, ,Tm UV , Yn), 则 9 有 如 下 表达 式 ; 


g(y1 oY ) Je” h(z1, Tm)f (Zi ‘Tm, V1 ,Yn)dz1: ‘dTm 
》 Yn [Rn F217 Tm Yi Yn) dr1 drm 》 
(7.2.15) 
这 里 约定 0/0 = 0. 


7.2.18 定义 设 (9, 开 ,P) 为 概率 空间 , 对 Be, 令 P[B|9] = 
ElIg|9], 称 P[B19] 为 B 关 于 9 的 条 件 概率 . 设 9,91 及 92 为 丰 
的 子 o 代数 . 如 果 对 任意 Bl e 91 及 Bs。e 92, 有 


则 称 91 与 92 关于 9 条 件 独立 . 
设 91 与 92 关于 9 条 件 独立 ， 则 对 任意 91 可 测 非 负 随 机 变 
量 Xi 及 92 可 测 非 负 随机 变量 Xz, 有 


E[X1X,| 9] 一 五 [| 9 五 [Xa| 9] a.5S.,. 


设 关 及 Y 为 随机 变量 . 车 o(X) 与 o(Y) 关于 9 条 件 独 立 ， 
则 称 X 与 Y 关于 9 条 件 独立 ， 类 似 可 定义 一 随机 变量 与 一 子 o 
代数 关于 9 的 条 件 独立 性 . 

下 一 定理 给 出 了 条 件 独 立 性 的 一 个 判别 准则 . 
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7.2.19 定理 设 (9, 和 大 , P) 为 概率 空间 ， 9,91 及 92 为 下 的 

子 ac 代数 . 则 为 要 91 与 92 关于 9 条 件 独立 ， 必 须 且 只 需 对 任意 
B2€ 92 有 

P[Bz|9iv9] = P[B2|9] as.. (7.2.17) 


(或 等 价 地 ， 对 任意 Bl € 91, 有 P[B1|92 v9] = P[B1|9], a.s..) 
证 首先 (7.2.17) 式 右边 为 91vV9 可 测 且 {BiNB|Bi € 91,B Ee 
9} 为 生成 91V9 的 x 类， 由 条 件 期 望 的 定义 易 知 (7.2.17) 等 价 于 


站 PIBa|9ldP = 上 Jp JpdP Beg,Bieg. (7.2.18) 
BNBI1 B 
另 一 方面 ， (7.2.16) 等 价 于 
/ PIB1|9]PIB2| 9]dP = [ TpnadP Beg. (7.2.19) 
B B 
但 对 BE 9,B1i € 91, B。 € 92, 我 们 有 
/ PIB2s|9JdP = / 总 P(B2|9]dP 
BNBi1 B 
Es . ElIs, PIB2|9]|9]dP 
- ) PIBi|9]P[IB2| GdP, 


即 (7.2.18) 的 左边 与 (7.2.19) 的 左边 相等 ， 因 此 定理 得 证 . 
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习 题 


7.2.1 设 关 ELi(0, 丰 ,P),9 为 下 的 一 子 o 代数 了 EtQ,9, 忆 )， 
为 要 了 = E[X|9], 必须 且 只 需 BX = EY 且 对 生成 9 的 某 7 类 C 中 的 所 
有 集合 4 有 E[XI4] = E[YI4l. 

7.2.2 设 X,Y ETZQ,FP). 车 E(X|Y) = Yas.,EIYIX]=X 
a.s., 则 X=Y a.s.. 

7.2.3 设 XE I?(0,,P),9 为 下 的 一 子 o 代数 ， 则 


E(E[X|9] — X)*? = inf{B(Y — X}|Y € LL?(0,9, P)}. 
7.2.4 设 XX 及 Y 为 (0, 下 ,P) 上 的 实 值 随机 变量 ，f(z,y) 为 R? 
上 的 非 负 或 有 界 Borel 可 测 函 数 . 令 91 及 92 为 下 的 子 o 代数 若 区 与 
91V 92 独立 ，Y 关于 9 ng 可 测 ， 则 有 
Elf(X,Y)|91] = E[Lf (X,Y)|92] 
= E[f(X,Y)|91N92] a.s.. 
(提示 利用 定理 2.2.1.) 


7.2.5 设 关 及 Y 为 (Q, 了 ,P) 上 的 实 值 随机 变量 ，91 及 92 为 大 的 
子 o 代数 ,车 关 与 Y》 及 92 独立 ，Y 与 91 独立 则 有 


EIXY|91V 92] = E[X|91]E[Y|92]. 


7.2.6 设 为 (Q, 下 ,P) 上 的 可 积 随机 变量 ，9 和 戏 为 大 的 子 c 代 
数 ，AEGNMH. 若 ANn9G9 = ANK, 则 有 


Elé|l9]Ia = EI[E| H]Ia a.s.. 


7.2.7 1) 设 X,Y 2,W 为 随机 变量 ， (XX, 2) 与 (Y, W) 有 相同 的 联 
合 分 布 ， 设 f 为 非 负 Borel 可 测 函 数 , 证 明 B[f(X)|2] 与 B[f(Y)|W] 同 分 
布 . 车 2Z=W, 则 EE[f(X)|2] = Elf(Y)|Wl]a.s.. 
2) 设 六 ,Y 为 独立 同 分 布 可 积 随机 变量 ， 试 求 B[X|X 十 六]. 
7.2.8 设 (X,Y) 服从 二 维 标准 正 态 分 布 ， 试 求 B[X?|XY]. 
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7.2.9 设 (2, 下 , 呈 ) 为 概率 空间 ，9, 7 万 > 1 为 下 的 子 o 代数 . 
则 为 要 姑 与 (Fn,n > 1) 关于 9 条 件 独立 必须 且 只 和 需 姑 与 矿 关 于 6G 条 
件 独 立 ， 且 对 一 切 n > 1, 与 万 +1 关于 (9 万 ,万 ) 条 件 独立 . 

7.2.10 设 (Q, 开 ,也 ) 为 概率 空间 ， (&n,n > 1) 为 一 列 非 负 可 积 随机 
变量 ， (Fr,m > 1) 为 一 列 下 的 子 o 代数 ， 使 得 已 [eu|F] 依 概率 趋 于 0, 证 
明 & 也 依 概率 趋 于 0. (提示 利用 习题 3.1.7.) 


7.3 正则 条 件 概率 


设 (9, 记忆 ) 为 一 概率 空间 ， 9 为 下 的 一 子 o 代数 ， 由 条 件 
期 望 的 性 质 知 ， 条 件 概率 P(4| 9) 有 如 下 性 质 : 


P[Q|9] = 1 a.s,， PIA|9] > 0 a.s.， 
‘ab A;|9] = 2_ PLA 9] a.s.. 


这 些 性 质 与 概率 测度 的 性 质 很 相似 , 不 同 之 处 在 于 出 现 了 例外 集 . 
车 对 每 个 4 e 天 , 可 选取 P[4|9] 的 一 个 版 本 P(w, 4), 使 得 对 一 切 
ww € ,PP(w,') 为 (9, 开 ) 上 的 概率 测度 ,这 时 称 {P(w, 4),w € 0,4 e 
了 } 为 了 关于 9 的 正则 条 件 概率 ， 一 般 说 来 ， 即 使 (9, 大 ) 为 可 分 
可 测 空间 ， 正 则 条 件 概率 未 必 存 在 . 本 节 将 对 可 分 可 测 空间 情形 给 
出 使 正则 条 件 概率 存在 的 一 个 充分 条 件 (定理 7.3.10) 及 一 个 充 要 
条 件 (定理 7.3.15). 

7.3.1 定义 设 (0, ,了 ) 为 一 概率 空间 ，9 为 下 的 一 子 o 代 
数 . 令 {P(w,.),w € Q} 为 (9,) 上 的 一 族 概率 测度 ， 称 它 为 书 关 
于 9 的 正则 条 件 概率 , 如 果 : 

(1) VA <s ,PP(., 4) 为 上 的 9 可 测 函 数 ; 

(2) VA € ,Pl(w, 4) 为 P[4|9] 的 一 个 版 本 ， 即 VB e 9 有 


人 P(w,4)P(dw) = P(ANB). 


正则 条 件 概率 的 第 一 个 应 用 是 ， 条 件 期 望 算 子 成 了 关于 正则 


条 件 概率 的 积分 . 
7.3.2 定理 ” 设 {P(w,-),w € Q} 为 PP 关于 9 的 正则 条 件 概 


率 ， 设 X 为 一 随机 变量 ， 其 期 望 存在 ， 则 对 几乎 所 有 w, XX 关于 
P(w,) 的 积分 存在 ， 且 有 


EIX|9](w) = | a 0 


证 从 示 性 函数 过 渡 到 非 负 可 测 函 数 ， 证 明细 节 从 略 . 
在 上 述 定理 中 ， 如 果 有 从 (9, 开 ) 到 另 一 可 测 空间 (B,E) 的 可 
测 映射 <, 则 可 在 ( 互 ,2) 上 引出 一 族 概率 测度 {1Q(w, )w< 0}: 


Q(w, A) = P(w, £71(A)), (7.3.2) 


这 时 ， 对 形 如 /6) 的 存在 期 望 的 随机 变量 (其 中 f 为 (BZ,E) 上 的 
Borel 可 测 函 数 ), 我 们 有 (见习 题 3.1.6) 


ELf (G1) = 人 f(z)Q(w, de). (7.3.3) 


在 许多 情况 下 ， 正 则 条 件 概 率 并 不 存在 ， 但 满足 (7.3.3) 式 的 概率 
测度 族 {Q(w,-),w e Q} 存在 . 我 们 称 {Q(w,.),w EQ} 为 《关于 9 
的 混合 条 件 分 布 . 

下 面 我 们 给 出 混合 条 件 分 布 的 确切 定义 . 

7.3.3 定义 ” 设 (0, 大 ,P) 为 一 概率 空间 ，9 为 下 的 一 子 o 
代数 ， 又 设 (2,5) 为 一 可 测 空间 ，《 为 (Q,) 到 (B,E) 中 的 可 测 
映射 ( 称 为 在 (BE,E) 中 取 值 的 随机 元 ). 令 {Q(w,)w s Q} 为 
(EB,E) 上 的 一 族 概率 测度 ， 称 它 为 《 关于 9 的 混合 条 件 分 布 , 如 
果 : 

(1) VA € E£,Q(.,4) 为 9 可 测 ; 
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(2) VA e 5,Q(w,4) 为 PK-1(4)19] 的 一 个 版 本 ， 即 YB e 9 
/ Qt, dP(as) = P(BNe-1(N)), 
或 者 等 价 地 ， (7.3.3) 式 对 (B,E) 上 非 负 或 有 界 的 Borel 可 测 函 数 
成 立 
7.3.4 注 车 (B,E) = (9, 太 ,6 为 9 上 的 恒 等 映 射 ， 则 上 关于 
9 的 混合 条 件 分 布 就 是 忆 关于 9 的 正则 条 件 概率 ， 因 此 ， 正 则 条 
件 概率 存在 性 的 研究 可 以 归结 为 混合 条 件 分 布 存在 性 的 研究 
下 一 定理 给 出 了 混合 条 件 分 布 存在 的 一 个 有 用 的 充分 条 件 
了 3.5 定理 设 (02, 了) 为 一 概率 空间 ， ( 瑟 ,2) 为 一 可 分 可 
/是 2 上 的 紧 测度 ( 见 定义 4.5.4), 则 对 大 的 任 _ 子 代数 9 存 
在 & 关于 9 的 混合 条 件 分 布 


证 由 第 1 章 知 : 存在 二 上 一 代数 4 其 元 素 个 数 至 多 可 数 ， 
使 得 o(.4) = 2. 此 外 ， 依 假定 ， 存 在 古 上 的 一 紧 类 C cE ,使 得 对 
每 个 4eE, 有 

HA(4) = sup{u(C)| CcA,Ce c}. 
因此 ， 设 4= {4 A2,.…}, 则 Vi, 3cx € C,Cip C Ai,k 二 1, 使 
H(Ai;) = a HA(Cip), 1 = 1,2,... (7.3.4) 
对 每 个 4< 2 , 令 Q(w, 4) 为 BkKE-!1(4)19] 的 一 个 版 本 ， 则 
L(Ai) = sup HA(Cik) = sup P(E€-1(C;x)) 
=sup / dle, Cu)dP < / sup Go, Cin)dP 


< G4)dP = P(e-1(4) -mA 
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因此 有 
sup QO(w, Cik) = G(w, Ai) as.. (7.3.5) 
k 

则 A1i 的 元 素 仍 为 至 多 可 数 ， 且 o(A1) = E. 令 

Qi1 = {w|0(w,E)=1,0(w,A) >0,vAEe Ai}, 

9Q2 = {w19(w,-) 在 A1 上 有 限 可 加 }， 

0s = {w [vi 之 8 Q(w, Cix) Es Q(w, Ai)}, 
则 91,9z 及 93 都 为 9 可 测 集 , 且 P(Q1) = P(9Q2) = P(03)=1. 由 
于 了 D 是 紧 集 类 , 故 由 引 理 4.5.3 知 , 对 we Q1nQ2nQsQo,Q(w,) 
限于 4 为 o 可 加 的 ， 从 而 可 以 唯一 地 扩张 成 为 5 上 的 一 概率 测 
度 ， 我 们 用 Q@(w,-) 表示 之 . 对 ws QR \ Wo, 我 们 令 Q(w，) = p, 则 
于 9 的 混合 条 件 分 布 . 令 


XH= {AeEl Q(, 雹 为 9 可 测 且 VBe9 有 
| Ql AP(dw) = P(BNE (A))}. 
B 


依 Q(w, 4) 的 定义 ， 显 然 有 4 C XH. 此 外 ， 易 见 区 为 单调 类 ， 故 
X=E( 因 ol(4) = E). 这 表明 {8Q(w,*),w€ Q} 为 & 关 于 9 的 混合 
下 一 定理 是 定理 7.3.5 的 直接 推论 ( 见 注 7.3.4), 它 给 出 了 正则 
条 件 概 率 存 在 的 一 个 充分 条 件 . 
7.3.6 定理 设 (9, 和 大 ) 为 一 可 分 可 测 空间 ， 了 为 下 上 的 一 紧 
概率 测度 ， 则 对 三 的 任 一 子 o 代数 9, 存在 关于 9 的 正则 条 件 
下 面 两 个 定理 是 定理 7.3.5 及 7.3.6 的 直接 推论 . 
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7.3.7 定理 设 (9, ,也 ) 为 一 概率 空间 ， (B,E) 为 一 Radon 


可 测 空间 ， 则 对 任何 取 值 于 (B,E) 的 随机 元 上 及 三 的 任 一 子 o 代 
数 9, 存在 上 关于 9 的 混合 条 件 分 布 . 

7.3.8 定理 设 (9, 太 ) 为 一 Radon 可 测 空间 ，P 为 玉 上 的 一 
概率 测度 ， 则 对 大 的 任 一 子 o 代数 9, 存在 P 关于 9 的 正则 条 件 

对 可 分 可 测 空间 情形 ， 下 一 定理 进一步 给 出 了 正则 条 件 概率 
存在 的 一 个 充 要 条 件 ( 见 参 考 文献 8). 

7.3.9 定理 设 (9, 太 ) 为 一 可 分 可 测 空间 ， f 为 (9, 大) 到 
(R,B(R)) 的 可 测 映射 ， 使 得 f 在 不 同 的 原子 上 取 不 同 的 值 ， 且 使 
/7 (B(f()))= 工 . 令 P 为 (0, 下 ) 上 的 概率 测度 ，9 为 三 的 一 子 
0 代数 ，{Q(w,-),w Ee 0} 为 了 关于 9 混合 条 件 分 布 则 为 要 卫 关 
于 9 的 正则 条 件 概率 存在 ， 必 须 且 只 需 存在 9 可 测 的 概率 为 1 的 
集合 Qo, 使 得 对 每 个 ws 90, Q*(w, (09)) = 1. 这 里 Q*(w,.) 表示 
Q(e,) 的 外 测度 . 

证 充分 性 设 定理 中 所 给 条 件 满足 对 4 e 大 , 令 

Q*(w, f(A)), weo, 
a { P(A), w ¢ Qo, 
往 证 {P(w,*),w es Q} 为 关于 9 的 正则 条 件 概率 ， 首 先 ， 对 
w E Qo, 由 于 Q*(w,f 了 (09)) = 1, 故 由 习题 1.4.1 知 ，Q*(w,.) 限于 
f(90) nn B(R) = B(f(9)) 为 一 概率 测度 ， 从 而 P(w,-) 为 丰 上 的 概 
率 测度 (由 于 依 假定 ，AnmB=0 坟 (4)n7(B) = 风 . 此 外 ,对 任 
何 4e 大 ,存在 BeB(R), 使 f(4) = f(Q)nB, 故 有 


Plw,A)= 8"(w,7(4)) = "(wf(0) NB)= Q(w,B), we Qo. 
因此 ， P(., 4) 为 9 可 测 的 ， 并 且 有 


Ptw,4) = Q(w,B) = P[f-1(B)|9] = PL419] a.s.. 
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这 表明 {P(w,-),w € Q} 为 P 关 于 9 的 正则 条 件 概率 . 
必要 性 ， 设 存在 P 关于 9 的 正则 条 件 概 率 {P(w, ),w e Q}. 

令 

QO(w, A) = Plw, f-1(A4)), A e B(fF(0)), 
则 易 见 {@(w,),w € Q} 为 关于 9 的 混合 条 件 分 布 , 对 任何 满足 
G2 f(9) 的 Ge 8(R), 我 们 有 广 !(G) = 9, 从 而 8(w,G)=1, 因 
此 ， 对 一 切 we 9,G@*(w,f(0)) =1 设 A= {41,42,…} 为 生成 三 
的 可 数 代数 ， 令 

Qo = {v1Q(0, 4,) = OQ(w, An), vn > 1}, 


则 Qo 为 9 可 测 集 , 且 P(Qo) = 1. 此 外 ,对 we Qo,Q(w)) 与 GG(w,) 
限于 4 一致 , 从而 在 和 大 上 一 致 . 特别 , 对 we Qo 有 8*(w,f(0)) =1. 

下 一 结果 称 为 测度 的 分 拆 (desintegration of measures)( 见 
参考 文献 6), 它 部 分 地 推广 了 定理 7.2.15. 

7.3.10 定理 ” 设 (Q, ,PP) 为 一 概率 空间 ， 9 为 下 的 一 子 o 
代数 ; (8,S) 和 (EB,E) 为 可 测 空间 ， 和 为 9 可 测 5 值 随机 元 ， 
Y 为 一 忆 值 随机 元 ,假定 了 关于 9 的 混合 条 件 分 布 Q(w,-) 存 
在 (例如 ， 若 (已 ,2) 为 Radon 空间 ， 则 该 条 件 成 立 ). 令 g(z,y) 为 
5 x 马上 的 SxE 可 测 函 数 ， 使 得 Bl|g(X, 了 ) < co, 则 对 几乎 所 
有 we 9, g(X(w),-) 关于 概率 测度 Q(w,.) 可 积 ， 且 有 


Elg(X,Y)|9] = | gX Qs dy) as.. (7.3.6) 
2 
证 不 妨 假 定 g(z,y) 为 非 负 8 x E 可 测 函 数 ， 令 
G(z,w) = 人 scene 人 wd res. 
则 G(z,w) 为 Sx9 可 测 ， 并且 对 一 切 zeE 有 


Gl(z,:) = Elg(zx,Y)|9] a.s.. 
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在 空间 (S x E,S x 2) 上 用 函数 形式 的 单调 类 定理 容易 证 明 : 对 任 
意 非 负 9 可 测 随 机 变量 2, 有 


Elg(X,Y)2] = EI[G(X,.)2]. 
于 是 有 
Blo(X,Y)91 = G(X,) = f g(x dy) as 
定理 证 毕 . 
习 是 
7.3.1 补足 定理 7.3.12 的 证 明 . 
7.4 随机 变量 族 的 一 致 可 积 性 


7.4.1 定义 设 (9, 和 大 , 忆 ) 为 一 概率 空间 ， HH 为 一 族 可 积 随机 
变量 . 称 九 为 一 致 可 积 的 ， 如 果 当 C 一 oo 时 ， 职 分 


/ Iélap, ¢ eH 
[>C] 


一 致 赵 于 和 夫 
下 一 定理 给 出 了 一 个 一 致 可 积 性 准则 . 
7.4.2 定理 令 戏 cz 大 PP), 则 为 要 XH 为 一 致 可 积 族 ， 必 
须 且 只 需 下 列 条 件 成 立 : 
(1) a = sup{E|é|,t€ € H} < +o0; 
(2) 对 任 给 。 > 0, 存在 6 > 0, 使 得 对 任何 满足 P(4) < 5 的 
4Ee 大 有 
ap/ ltlaP < <. (7.4.1) 
EHNJA 
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证 必要 性 . 设 XH 为 一 致 可 积 族 . 对 给 定 s > 0, 取 C 足够 


大 ， 使 得 
SS 
gen J 2 
另 一 方面 ， 我 们 有 


/Klar < cea+ / 
A [|él> 


在 (7.4.2) 式 中 令 4 = 9 得 到 条 件 (1); 令 5 = e/2C 得 到 条 件 (2). 
充分 性 ， 设 条 件 (1) 及 (2) 成 立 ， 对 任 给 。 > 0, 选取 5>0 
使 条 件 (2) 中 结论 成 立 ， 令 C > a/5, 则 


élaP. (7.4.2) 
a 


P(g| 20) < SB] < S$ <5 ¢ en, 
故 由 条 件 (2) 知 


lglaP < e, ¢ EXH. 
Llél>2d] 


这 表明 ZX 是 一 致 可 积 族 . 证 毕 . 

7.4.3 定理 设 姑 是 一 致 可 积 族 , 则 在 了 (9, 大 ,P) 中 的 闭 
凸 包 也 是 一 致 可 积 的 . 

证 ”由 定理 7.4.2 易 知 一 致 可 积 族 在 L! 中 的 闭 包 是 一 致 可 积 
的 , 因此 只 需 证 3t 的 凸 包 34 是 一 致 可 积 的 . 显然 3f; 满足 定理 7.4.2 
的 条 件 (1). 往 证 1 满足 条 件 (2). 对 给 定 。 > 0, 选取 5 > 0, 使 条 
件 (2) 中 的 结论 对 ZH 成 立 ， 则 对 任何 n> 2 人 名 6 E 和 及 
满足 > ui = 1 的 非 负 实 数 a1, az,… ;ar, 和 对 任何 满足 P(A4) <5 
的 4e 大 有 


/于 “elez < D0: /ee 六 
这 表明 Yi 满足 条 件 (2), 故 i 为 一 致 可 积 族 ， 证 毕 . 
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下 一 定理 给 出 了 L1 收敛 准则 . 

7.4.4 定理 ” 设 (已 ) 为 一 可 积 随 机 变量 序列 ，《 为 一 实 值 随 
机 变量 ， 则 下 列 条 件 等 价 ; 

(Dé OEé; ， 

(2) én 全 6 且 (&;) 为 一 致 可 积 ; 

(3) €» 2 €, HL Elén| = Elé| < oo. 

证 (1) 台 (3) 见 定理 3.2.9. 只 需 证 (1) 仿 (2). 

(全 (02). 设 刀 也 . 令 4e 大 ,我 们 有 


/ lénldP < / IélaP + E[lén, — é&|]. (7.4.3) 
A A 


给 定 s > 0, 取 一 正 数 NW, 使 得 当 n > N 时 ， 有 El[|é&, ~- &|] < e/2. 
再 选取 4 > 0, 使 得 对 任何 满足 P(4) < 5 的 Ae 大, 有 


| KlaP < >， | énldP < 5 (7.4.4) 
A A 


于 是 由 (7.4.3) 式 及 (7.4.4) 式 知 ， 对 任何 满足 P(4) <56 的 Ae 
有 sup, fa |&nldP < e. 此 外 有 sup,, B[|&|] < eco. 故 由 定理 7.4.2 
知 ， (én) 为 一 致 可 积 族 ， 最 后 ， 显 然 有 6 -了 6. 

(2) 全 (1)， 设 (&%) 一 致 可 积 ， 且 6 全 &， 由 Fatou 引 理 ， 
B[I6l] < sup [énl] < +eo, 故 可 积 ， 从 而 (6 一 自 为 一 致 可 
积 . 对 任 给 。 > 0, 由 定理 7.4.2 知 ， 存 在 5 > 0, 使 得 对 任何 满足 
P(4) <5 的 4e 大 有 


ap / |én— éldP < es. 
n JA 


取 N 充分 大 ， 使 得 当 m > N 时 ， 有 P([|éa -外 > a]) < 5. 于 是 当 
n 达 NN 时， 我 们 有 
mt 4]=/ 


élap+ / jén ~ laP < 2e， 
[ [én —€]<e] 


[|é»,.—é|>e] 
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这 表明 6 二 86. 定理 证 毕 . 

下 一 定理 给 出 了 一 致 可 积 性 的 又 一 准则 . 

7.4.5 定理 设 4C I(Q, 丰 ,PP), 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) XH 是 一 致 可 积 的 ; 

(2) 存在 R+ 上 满足 lim 2 = oo 的 非 负 Borel 函数 w 使 得 
全 人 3 < co. 

证 (1) 坟 (2)， 设 XK 为 一 致 可 积 族 .由 于 对 任何 a。> 0, 有 
Ja(l 引 一 a)tdP < fi awa ltldP, 故 存在 自然 数 wk T co, 使 得 


sup 人 (| 一 nk)+dP < 2 大 之 1. 
EN JQ 


人 少 


p(t) = 》 (一 rp)+， n<t<nt+t+l1,n=0,1,2,..- 
k>1 


则 ” 非 负 ， 单 调 非 降 且 右 连续 ， 此 外 有 


Blpol 络 =》 (mn—n)tP(n < | <n+1)) 
k= 
=》y (nn)tP(n < | <nt+y)) 


(lg|— ns)tdP <1. 


Sh 
~、 


2 
(全 (2) 得 证 . 
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(2) 坊 (1). 设 (2) 成 立 ， 对 给 定 e > 0. 令 a= M/s, 其 中 M = 
sup lp o él]. 选取 充分 大 的 C, 使 得 当 t+ > C 时 ， 有 w(t)/t > a. 


则 在 [ls| > CI 上 ,我 们 用 | < 2 站， 帮 有 


1 
i 2 a J ps 
因此 7 为 一 致 可 积 族 . 
7.4.6 系 设 关 CLIP(Q,,P),(p >1). 如 果 Sup Ellél?] < oo， 
则 为 一 致 可 积 族 , 
证 令 w(t) = t,t > 0. 由 定理 7.4.5 立 得 系 的 结论 ， 另 一 直 
接 证 明 如 下 令 。= sup B[l& 四 , 则 VC > 0, 有 


M 
5 EN. 


人 klaP< / | 全 二 El|él?] < ~ 
[Il 引 >C] [>cl CP 1 ~ Cr-! ~ Gp-1? 


故 由 定义 知 ， Kt 为 一 致 可 积 族 . 

7.4.7 定理 设 (0, 了) 为 概率 空间 ，& 为 一 可 积 随机 变量 ， 
(9ijisr 为 一 族 丰 的 子 c 代数 . 令 m= BIE|9i], 则 (mi,ieE 站 为 一 
致 可 积 族 . 

证 对 任何 C > 0, 我 们 有 


P(ml> 0)) < 5B[hnl] < 去 BE ie Lh, 
于 是 有 (注意 m| > Ce 9 
ildaP < dP < 6P([|mn|>C aP 
ee a J et 证 


0 
<E52tel+ 上 人 


élaP. 
| 之 引 


对 > 0, 取 5>0, 使 得 [iesa ltldP <e/2. 则 当 C > (25/e)B[IE|] 
时 ， 有 /fsa lildP < e,ie 了 7. 这 表明 (mi,ie 了 ) 为 一 致 可 积 族 . 
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下 面 我 们 进一步 研究 一 致 可 积 随机 变量 族 的 性 质 . 设 61,€2,… 
为 可 积 随机 变量 ， 如 果 对 一 切 有 界 随机 变量 7, 有 lim Elé] = 
五 [上 可, 则 称 &% 在 L! 中 弱 收 敛 于 《( 见 定义 3.4.16). 

7.4.8 引 理 设 (6%) 为 (0, 下 ,P) 上 一 可 积 随机 变量 序列 ， 则 
为 要 &% 在 L! 中 弱 收 敛 于 某 可 积 随机 变量 上 , 必须 且 只 需 对 每 个 
A EeE ,BlénIa| 的 极限 存在 且 有 穷 . 

证 必要 性 显然 . 往 证 充分 性 . 设 引 理 的 条 件 成 立 . 令 jn 为 对 
关于 PP 的 不 定 积分 ， 由 Vitali-Hahn-Saks 定理 (定理 3.3.15) 知 ， 
sup uml = sup B[|énl] < oo. 此 外 ， 存 在 下 上 一 有 限 测度 使 对 
一 切 4e ,有 (4)= lim pn(4), 且 有 <P. 令 = 器. 则 易 
见 &% 弱 收 敛 于 &.( 这 里 用 到 习题 2.1.3 及 sup Pllén|] < co 这 一 事 
实 . ) 

下 一 定理 是 著名 的 Dunford-Pettis 弱 紧 性 准则 的 一 个 部 分 
(对 概率 论 最 有 用 的 部 分 ). ; 

7.4.9 定理 设 光 CZLi(9, 下 ,也 ), 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) ZH 为 一 致 可 积 族 ; 

(2) 对 ZX 中 的 任 一 序列 (&%), 存在 其 子 列 (én), 使 之 在 Li 中 
弱 收 敛 . 

证 ”(1) 坟 (2). 设 ZL 为 一 致 可 积 族 . 令 (&%) 为 中 的 一 序 
列 ，9 =o(&1,&2,…), 则 9 为 一 可 分 的 o 代数 ， 故 存在 一 可 数 代 
数 A= {41,42,…}, 使 o(4) =9. 由 对 角 线 法 则 ， 可 选 (&%) 的 子 
列 (en ) 使 得 对 一 切 了 > 1 极限 lim Bl&w,14,] 存在 且 有 穷 ， 令 


X= {4€9| lim Elén14] 存 在 且 有 穷 }. 


利用 (&%, ) 的 一 致 可 积 性 ( 见 定理 7.4.2) 不 难看 出 91 为 一 单调 类 . 
由 于 A Cc Xt, 故 由 单调 类 定理 知 允 = 9. 于 是 由 引 理 7.4.8 知 ， 
(én) 在 L(Q,9, 了 PP) 中 弱 收 剑 ， 从 而 对 一 切 有 界 9 可 测 随机 变量 ”， 
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极限 lim Elén,7] 存在 且 有 穷 . 现 设 Ae va 令 7 二 ElIal9), 则 有 
Elén 1a] = BLEIén,, Tal9]] = 五 [9 从 而 极限 dm [énTa| 存在 
且 有 穷 ， 再 由 引 理 7.4.8 知 ， (én) 在 LL1(9, 大 ,PP) 中 弱 收 敛 ， 

(2) 坊 (了 1D). 我 们 用 反 证 法 . 假定 (1) 不 成 立 ， 则 存在 区 中 一 序 
列 (&%), 使 得 ， 或 者 Lm, [|é&%|] = %; 或 者 存在 某 <>0 和 三 中 
的 一 列 集 合 (4n,n > 1), 使 得 Jim P(4n) = 0, 且 inf /a [én| > &. 
由 Vitali-Hahn-Saks 定理 知 ， 该 序列 不 可 能 有 弱 收 敛 子 列 . 

习 题 
7.4.1 设 (&) 为 一 致 可 积 随机 变量 序列 ， 则 有 
im Bl sap | 和] = 0. 
7.4.2 设 XCLi(Q, 丰 ,也 ), 若 X 满足 如 下 条 件 : 


An EF,An bo lim sup ltéldaP = 0， 
nso0 ec 天 An 


则 对 任 给 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 


4sFPO<5 吕 上 ltlaP < =. 
EHJA 


7.4.3 设 Xl 及 H2 为 一 致 可 积 随机 变量 族 . 令 


H= {ti+é2| & € Hi,é2 € H2}, 


则 戏 为 -- 刍 可 积 族 . 


7.5 本 性 上 确 界 


7.5.1 定义 设 (9, ,了 ) 为 一 概率 空间 ， XH 为 随机 变量 的 非 
空 族 . 称 随机 变量 7 为 X 的 本 性 上 确 界 , 如 果 7 满足 下 列 条 件 : 
(i) 对 一 切 &E XH, 有 €<7nas.; 
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人 设 7 为 任 一 随机 变量 ， 使 得 对 一 切 & EH 有 & < as.， 
则 有 ”<w a.s.. 

容易 看 出 ， 若 XH 的 本 性 上 确 界 存 在 ， 则 必 唯 一 (不 计 a.s. 相 
等 的 两 个 随机 变量 的 差别 ) , 我 们 用 ps 或 ess.sup XH 表示 之 . 

在 上 述 (i) 及 (让 中 将 不 等 号 反 向 ， 就 得 到 本 性 下 确 界 的 定 
义 ， 的 本 性 下 确 界 记 为 ep 或 ess.inf Kt. 

下 一 定理 表明 , 随机 变量 的 非 空 族 的 本 性 上 (下 ) 确 界 总 存在 . 

7.5.2 定理 令 XH 为 随机 变量 的 非 空 族 . 则 Kw 的 本 性 上 (下 ) 
确 界 存在 ， 且 有 rw 中 的 至 多 可 数 个 元 素 (&), 使 得 


ess.sup H = Vs (ess.inf 3 = A 


若 进一步 , 对 取 有 限 上 (下 ) 端 运算 封闭 ( 即 : &,n7€ XH 过 jf EH， 
使 得 =vVn(f = 人 ,as.), 则 (&) 可 取 为 一 a.s. 单调 增 ( 降 ) 
序列 . 

证 只 考虑 本 性 上 确 界 情形 . 第 二 结论 显然 . 为 证 第 一 结论 , 不 
妨 设 基 中 的 元 一 致 有 界 ,否则 可 以 考虑 随机 变量 族 H= {arctg& |€ e 
7X}. 此 外 , 显然 可 以 进一步 假定 区 对 取 有 限 上 端 运算 封闭 . 这 时 ， 
令 (6n) CH 为 一 单调 增 序列 ， 使 得 


lim Elé,| = sup Elél. 
了 有 一 CO EE 孔 


令 7= 二 Vién; 往 证 7 为 的 本 性 上 确 界 . 为 此 只 需 验 证 定义 7.5.1 
中 的 两 个 条 件 . 条 件 (i 显然 成 立 , 故 只 需 证 条 件 (i) 成 立 . 设 € XH， 
令 所 = 二 nVé&, 则 (&%) CH, (5%) 单调 增 ， 且 lim &% =7Vé, 我 们 
有 


Elnvé = lim Elé,] < sup El[é] = Elnl. 
也 一 CO étéENH 
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由 于 nVé& > 7n, 上 式 表明 nVE = 7 as., 此 即 7 > a.s.. 条 件 (i) 
得 证 .定理 证 毕 . 
注 令 (0, 研 , 卫 ) 为 一 概率 空间 . 设 CcA, 且 C 非 空 
H= {lclC ec}, 
则 由 定理 知 ， 存 在 (Cn) CC, 使 得 


TU cv = Vlo, = ess.sup XH. 


我 们 称 UC 为 C 的 本 性 上 确 界 ， 并 用 ess.supC 记 之 ， 类 似 定义 
C 的 本 性 下 确 界 . 

下 一 定理 称 为 Halmos-Savage 定理 . 

7.5.3 定理 设 (9, 和 大, 乙 ) 为 一 概率 空间 ， A4 为 下 上 的 一 族 P 
绝对 连续 的 概率 测度 , 且 对 可 列 凸 组 合 封闭 . 如 果 对 任 一 P(4) > 0 
的 4e 大 存在 Qe M, 使 得 Q(4) > 0, 则 存在 Qo s AM, 使 得 Qo 
与 卫 等 价 . 

证 令 S= [| 器 >018 eM} 由 于 M 对 可 列 凸 组 合 
封闭 ，S 对 集合 可 列 并 运算 a.s. 封闭 ， 于 是 存在 Qo € At, 使 得 
[ 芍 > o 二 ess.sup S, 即 有 


P([2 > ol) 和 sup {P(9)| 已 运 s}. 


往 证 Qo 与 已 等 价 . 令 50 = [他 > 0], 只 需 证 P(50) = 1. 如 果 
P(So) < 1, 则 依 假定 存在 Qi < M, 使 81(Q \ So) > 0. 于 是 若 令 
Q = 84, 则 QEM， 且 P(| 跟 > ) > P(| 欧 >0|), 这 导致 
矛盾 .定理 证 毕 . 
下 一 定理 ( 见 参考 文献 11) 在 蒜 论 及 金融 数学 中 有 重要 应 用 . 
7.5.4 定理 ” 设 (9,, 卫 ) 为 一 概率 空间 ， 五 为 1! 中 的 一 凸 
集 ， 且 0€ K. 则 下 列 三 个 条 件 等 价 : 
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(1) 对 任 一 ne (ZL')+ \ {0}, 存在 c>0, 使 cngK--(L%)+; 

(2) 对 任 一 非 不 足 道 4e 大 存在 c > 0, 使 cm 4 K--(L%)+; 

(3) 存在 Ce ee 使 得 (> 0 a.s. 且 suUpecK 五 [CS < co， 
这 里 表示 B 在 L! 中 的 闭 包 . 

证 (1) 全 (2) 显然 . 往 证 (2) 一 (3). 令 4e 左 且 PC4) > 0. 
由 假设 ， 存 在 c> 0 使 cla KK-(L%)+. 由 于 天 (Zee)+ 是 孔 
中 的 凸 集 ， Ze 是 L 的 对 偶 空间 ， 由 泛 函 分 析 中 的 Hahn-Banach 
定理 知 ， 存 在 ge Zee 使 


sup El0(€ — 7)] < cElOIal. (7.5.1) 
éEK,ne(L™)+ 


在 (7.5.1) 式 中 取 t=0, 7 = a9-, 及 a>0 得 到 
aE[(0™)?] < cEloIal. (7.5.2) 


由 于 (7.5.2) 式 对 一 切 a > 0 成 立 , 必 有 90- = 0 as, 即 ge (eco)+. 
此 外 显然 有 P(9 > 0) > 0. 车 以 局 可 代替 9, 可 假定 B19] = 1 
于 是 由 (7.5.1) 式 得 supeek 已 [9 < c. 令 
H={0€(L™)t|E0=1, sup 五 [ge] < o0}. 
EK 
我 们 已 证 五 非 空 . 令 C = {8 = 0]|9 € 五 }. 往 证 C 对 可 列 交 封 


闭 . 设 (0.,) C H,cen 3 supeer BlOn,é], dn, = 0%, i~. 取 严 格 正 实 
数列 (bn), 满足 


Dl nb SD 


设 9= 部 ,bnbw. 显然 9e 互 且 划 =0j= 门 lg。 = 0]. 这 表明 C 对 
可 列 交 封 闭 ， 于 是 存在 Ce 已, 使 


Pl =0)) = if P(9 =0)). (7.5.3) 


223. 


往 证 5 > 0 as.， 假定 P(C= 0]) > 0. 令 4= =0, 由 上 所 
证 ， 存 在 9€ 五 使 (7.5.1) 式 成 立 ， 特 别 有 Bl91ic_o] > 0. 这 蕴含 
P(9 > 0 NEK=0) >0. 从 而 P(9=0jn[C=0)<P(C=0). 但 
[9 二 0]n[C=0] eC, 这 与 (7.5.3) 式 矛 盾 . 

(3) = (1). 设 (1) 不 成 立 ， 则 存在 ne (ZL1)+ \ {0} 使 对 所 有 
c>0 都 有 ce 五 - (Tc)+. 对 每 个 n 存 在 6 € K,meE (L~)+ 及 
和 < 王 使 四 = 名 一 和 一 各 , 且 |5nllz < 二. 我 人 有 如 之 m+ 
且 对 任 一 严格 正 的 随机 变量 C 有 


sup E[Cé] > sup ElCén] = 十 oo， 
EK 也 


这 表明 (3) 不 成 立 ， (3) ~ (1) 得 证 . 

7.5.5 系 设 天 是 三 中 一 凸 集 车 对 天 中 的 任 一 点 列 (6o)， 
有 二 续 马 0 (或 者 等 价 地 ，Ve > 0, 存在 c> 0 使 < 及 PGE> 
c) < < 小 则 存在 Ce zc, 使 56> 0, as. 且 supecr 一 Ce < co. 

证 只 需 证 明定 理 7.5.4 的 条 件 (1) 成 立 ， 不 妨 设 0 e K, 否 
则 任 取 ne K, 以 fz 一 nlz < K} 代替 天 从 定理 7.5.4(3) 一 (1) 
的 证 明 看 出 ， 若 (1) 不 成 立 ， 则 存在 9e (ZL1)+\ {0}, (én) CK 及 
(in) C 玉 ， 使 得 对 每 个 几 有 6ozs < 二 及 名 之 n+ 守 . 这 与 
二 续 马 0 矛盾 ， 证 毕 

下 一 定理 给 出 了 本 性 下 确 界 与 条 件 期 望 可 交换 的 一 个 充 要 条 
件 ( 见 参考 文献 12). 

7.5.6 定理 ” 设 光 CLi 满足 inf{E[&]|& eH}> 一 00, 则 下 列 
条 件 等 价 : 

(1) 对 任意 的 ,m2 €E XH 及 e > 0, 存在 m3 & XH, 使 得 


El(n—m 和 An)!] <e; 


(2) Eless.in{ H]=inf{ EIE]| £ € H)}; 
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(3) ess.infX 可 积 ， 且 对 每 个 三 的 子 o 代数 9, 有 
Eless.inf H|G] = ess.inf {EIE| 9] | € € H}. (7.5.4) 


证 (1) > (2). 设 (1D) 成立 取 (6n) C XH, 使 lim Be] = 
infeex 五 [二 对 给 定 。 > 0, 令 六 = 对 并 归纳 选取 mm < KH, 使 
El[(m—mm-iNén)t] < 1/2°71, n>2. 令 6n = (mmm-iN\tén)t, n> 
2, 51 = 0, 并 令 


Ce 


Yn 二 > Ok, Nh = Mn 十 Yn, n 二 1. 
k=n+1 


则 有 

Mi = Mt Natl S (Mnt bnti) +t It = mm, n>1. 
于 是 mm, 单调 下 降 趋 于 一 极限 7. 由 于 

h < Elnn] < Elén] + Elin], Eln,] = Elnn] + Elyn), 
且 lim Elin] = lim EB[yn]=0, 我 们 有 
Elm] = lim Elm]= lim Plén]=h. 

现 令 &* = 人 216,, 往 证 EL] = 及 &* =ess.inf KK, 由 此 扒 

得 (2). 我 们 有 (注意 4: = 0) 
Mm=mm+t yn éntont yn < ént+m, n>1, 


从 而 
7 = 人 四 < A (én + 1) = 二 + 


因此 有 
EE*] > Eln] ~— Em] 之 六 一 < 
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由 于 se > 0 是 任意 的 ， 且 已 6] < infn Elén] = h, 故 有 EB[8*] =h. 
另 一 方面 ， 对 任 一 6 < 对, 考虑 序列 (&%,n > 0). 由 已 证 结果 得 


Bléo Aé"] = 可 人 全 二 = 了 
k=0 


由 此 知 0 > 6*,a.s.. 于 是 最 终 有 &* =ess.inf XK. (1) 全 (2) 得 证 . 

(2) > (DD). 设 (2) 成 立 ， 令 6* 二 essinfH， 依 假定 有 BE*] = 
infeex B[ 引 =h. 于 是 对 任 给 s > 0, 存在 te€E XH 使 EI&] <h+e, 即 
Bl 一 6] < s, 这 蕴含 (1). 

(1) 全 (3). 设 (了 ) 成 立 , 令 XW = {EL&19]|& € X}. 对 任 给 
四 ,10,7 E 9 由 Jensen 不 等 式 ， 

(Elnsl9] — Elm|9] A Eln2|9])+ < (Blns — m72|9])+ 


< E[(ns — mn 人 72)*|19)], 
从 而 XW 满足 条 件 (1). 对 任 给 A eH, 令 
Ha= {Iaé|é eH}, Ha= {at| eH). 
显然 Ka 及 Ha 满足 (1). 因此 由 (1) 全 (2) 有 


ElIaess.inf H] = Eless.inf Ka] = 2a EléIal 
-如 BIB 9 =- , 避 
= Eless.inf |] 
= El[Iaess.inf H'), 
由 此 推 得 (7.5.4) 式 . 


(3) 过 (2) 显然 ， 事实 上 ， 在 (7.5.4) 式 中 令 9 = {0,9} 即 得 
(2). 


226 . 


td ee 


习 题 


7.5.1 设 (9 大, 己 ) 为 一 概率 空间 ， 9 为 下 的 一 子 o 代数 ，AEe 工 ， 
则 
[EB[14|9] > 0] =ess.inf{BEeSG|BD 4}， 
[E[I4|9] =1]=esssup{BESG|BC A}. 


7.5.2 设 (&,é&n,n > 1) 为 一 列 实 值 随机 变量 ， 令 
s-limsup én = ess.inf {7| lim P(é, > 7) = 0}, 


s- lim inf &, = ess.sup {7| lim P(én, < 7) = 0), 
则 
lim inf 6 < s- lim inf én, < s- lim sup én < limsup én,, 
n Tn n n 


én BE SO s-limsupén = s-liminf é,. 


7.5.3 ” 设 定理 7.5.6 中 的 三 个 等 价 条 件 之 一 成 立 . 令 大 C 对, 使 得 
infeex 三 [6] = infeex BIé], 则 ess.infK= ess.inf XH, 上 且 有 


Eless.inf H| 9] = ess.inf{ E[E| 9] |é€ € K}. 


7.6 解析 集 与 Choquet 容 度 


设 (0 ,三 ) 为 一 可 测 空间 .本 节 主 要 介绍 三 解析 集 的 概念 和 基 
本 性 质 ， 并 借助 于 Choquet 容 度 证 明 和 解析 集 是 普遍 可 测 集 . 

7.6.1 定义 ” 设 了 为 一 抽象 集合 ， 三 为 上 一 集 类 ， 且 
$e 开 . 令 4 为 的 一 子 集 ， 如 果 存 在 一 可 距离 化 紧 拓 扑 空间 古 
及 瓦 x 下 的 一 子 集 Be (K(E)@)zs,; 使 得 4 为 B 在 ff 上 的 
投影 ， 则 称 4 为 正解 析 集 . 这 里 K(B) 表示 EB 中 紧 子 集 全 体 ， 
K(E)®F={KxG|KeEeK(E),GeEeF)}. 
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今后 用 A() 表示 大 解析 集 全 体 ， 由 定义 立刻 推 知 如 下 

7.6.2 引 理 设 下 为 上 一 集 类 ， 且 9 e 下. 则 : 

(1) FC A(F); 

(2) 4e .4(F) 人 存在 了 Be 厂 , 使 已 2 4; 

(3) Fe A(F)SOF EF; 

(4) 车 9 为 上 一 集 类 , 且 92DF, 则 A(9) 2 4(F). 

7.6.3 定理 设 三 为 上 一 集 类 ， 且 VE, 则 A( 玉 ) 对 可 列 
并 及 可 列 交 运 算 封闭 . 

证 设 4。e A(),n >1. 依 定义 ,对 每 个 n, 存在 一 可 距离 化 
紧 空间 Bn 及 Bn x 下 的 一 子 集 B。e (K(En) @ 入)o5, 使 得 A 为 
B, 在 上 的 投影 ， 令 B 为 乘积 拓扑 空间 llP , 则 易 知 五 是 可 
距离 化 的 紧 空 间 . 令 Cn = Bi x… Xx Eni x Bnx Entri…( 下 面 简 
记 为 lB” x Bn), 则 有 


门 4 = /C7) = (人 Ch， (7.6.1) 


这 里 r 表示 x 了 到 请 上 的 投影 并 将 Cn 视 为 xF 的 子 
集 . 设 B,, > (Bnr, 其 中 Bk & (K(E,) ® fF)o,k > 1. 由 于 
I Bmx Brm € (K(E)BF)o, 故 Cn € (K(E)8F)os, 从 而 (| Cn € 
mAn ny 
(K(E) @ 开 )zs. 由 (7.6.1) 式 知 门 4 e 4(F), 这 表明 -44F) 对 可 列 
交 运 算 封闭 . 

现 令 一 为 (BE,) 的 拓扑 和 并 B 的 单 点 紧 化 ， 则 五 为 可 距离 
化 紧 空间 .我 们 将 (En x 耳 ) 与 (Dj, En) x 卫视 为 同一 并 用 


表示 已 x 互 到 下 上 的 投影 ， 则 有 
r(》 Bu) =[ 4 (7.6.2) 
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由 于 > Br e(K(B)@F)o 且 yzmBuenBni = 0, 故 有 
> B=》 (Brn = 门 > Box € (K(E) ® F)os. 
n n 大 k n 


于 是 由 (7.6.2) 式 知 ， U4 < -CD) 这 表明 A( 下 ) 对 可 列 并 运算 

7.6.4 引 理 设 焉 为 F 上 一 集 类 ， 且 V9e, 令 万 为 一 可 距 
离 化 紧 空 间 ， 则 Y4 e A(K(E) @ ),4 到 上 投影 为 和 解析 集 . 

证 依 定义 , 存在 一 可 距离 化 紧 空间 G 及 (K(G)@K(E)8@ 了 )。s 
的 一 元 素 41, 使 得 4 为 hi 在 巨 x 上 的 投影 但 Gx 三 为 可 距 
离 化 紧 空间 ，K(G) @ K(E) Cc K(G x E), 且 hi 在 上 的 投影 与 
4 在 五 上 的 投影 一 致 故 r(4) 为 和 解析 集 (因为 依 定义 r(41) 
为 三 解析 和 集 ). 证 毕 . 

7.6.5 定理 设 丰 为 己 上 一 集 类 ， 且 0 e 和 则 有 ; 

(44(F)) = -4(P); 

(2) 为 要 c(F) C 4( 大 ), 必须 目 只 需 ， 4e 丰 全 4ce A(F). 

证 (1) 设 4 € A(A()), 则 存在 一 可 距离 化 紧 空间 EE 及 一 
A'€ (K(E)® A(A(F))zs, 使 得 4 为 水 在 已 上 的 投影 但 显然 有 


K(E)® A(F) C A(K(E) @ #), 


故 由 定理 7.6.3 知 4 e A(K(B) @ 太 ). 因此 ， 由 引 理 7.6.4 知 A e 
4( 太 ).(1) 得 证 . 
(2) 只 需 证 充分 性 . 设 (2) 中 条 件 成 立 ， 令 


9={Ae AF)|A € AF)), 


则 大 C9, 并 由 定理 7.6.3 知 ，9 为 o 代数 ， 故 c(F) Cc 9c A(F). 


证 毕 . 
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7.6.6 定理 设 (Q, 太 ) 为 一 可 测 空间 ， 天 为 一 具 可 数 基 的 局 
部 紧 Hausdorf 空间 ， 则 有 : 

(1) B(X) C A(K(X)), A(B(X)) = AK(X)); 

(2) A(K(X) ® fF) = A(B(X) x ); 

(3) VA €E A(K(X) 8 开 ),4 在 0 上 的 投影 为 下 解析 集 . 

证 (1) 设 KeKk(X), 则 Kr° 为 开 集 . 令 U 为 X 的 可 数 基 , 则 
对 每 个 z & Ks, 存在 开 集 U, 其 闭 包 为 紧 集 , 使 得 zeEUV CU Cc Ks. 
于 是 存在 Te U, 使 得 7 为 紧 集 , 且 zx EVCVcCKe. 令 y= 
{V EUI|V 为 紧 集 且 VCK°), 则 VV 为 可 数 类 ， 且 K*= Uw 
故 K° e K(X)s, 从 而 K* € A(K(X)). 由 于 o(K(X)) = B(X). 故 
由 定理 7.6.5 知 ， K(X) C B(X) C A(K(X)), 从 而 有 A(8(X)) = 
A(K(X)). 

(2) B e K(X) ® F, 则 Be € (K(X) ® F)s C AK(X) 8 F). 
又 由 于 o(K(X)8) = B(X)x 了, 故 K(X)8 丰 CB(X)xF Cc 
.4(K(X)@ 太 )( 定 理 7.6.5(2)). 因此 由 定理 7.6.5(1) 知 ， A(K(X)@ 
太 ) = A(B(X) x 万 ). 

(3) 由 于 关 是 o 紧 的 (习题 5.1.8), 存在 Kn EeE K(X),n 过 1, 使 
和 = Kn. 对 每 个 mw 我 们 有 (见习 题 7.6.1) 


(Kn x A)N AK(X) ® F) 
= A((K, x NN (K(X) ® F)) 
= A((K, NK(X)) ® F). 

由 于 Ki 为 可 距离 化 紧 空 间 ， 且 K(Kn) = 大 (和 ), 故 对 任何 


Ae A(K(X) BF),(K,, 0 ( 引 理 
7.6.4). 但 4= UL x QQ)n 43, 故 4 在 9 上 的 投影 也 是 三 解析 


集 ， 证 毕 . 
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下 面 我 们 定义 Choquet 容 度 . 

7.6.7 定义 设 丰 为 王 上 一 集 类 ， 它 对 有 限 并 及 有 限 交 运算 
封闭 ， 且 0e 天 . 令 4(P) 表示 的 所 有 子 集 全 体 ，I 为 A(F) 上 
的 一 非 负 集 函数 称 1 为 上 的 一 Choquet 了 容 度 , 如 果 了 工具 有 
下 列 性 质 : 

(1) I 单调 非 降 ， 4 Cc B= 1(4) < 了 (B); 

(2) 了 从 下 连续 4,1 4A 二 IT(4%)+I(4); 

(3)T 沿 三 从 上 连续 ， 4, € ,An 4 A 壤 了 I(4,) 4I(4). 

玉 的 子 集 4 称 为 1 可 容 的 , 如 果 


1(A) = sup{I(B)| B Cc A,B e Fs}. (7.6.3) 


7.6.8 引 理 设 I 为 上 的 Choquet 大 容 度 ， 则 js 中 每 个 
元 素 都 是 了 可 容 的 . 

证 设 Ace Foes 若 T(4) 二 一 00， 则 1(0) 二 一 59. 故 (7.6.3) 式 
成 立 . 现 设 T(4) > 一 De， 令 An,m EF 使 得 A= NU Anm. 由 于 
对 有 限 并 运算 封闭 ， 故 不 妨 设 对 固定 n, (An,m,m > 1) 为 非 降序 
列 . 令 4， =U Anmn 之 1. 为 证 (7.6.3) 式 ， 只 需 证 明 ， 对 任何 
a < 1(A), 存在 Be Fs,Bc A 使 I(B)>a. 

现 设 a < I(4), 由 了 的 从 下 连续 性 ， 我 们 有 

T(4) = 了 T4na4i) = ,im_ T(4mn Aim). 
故 存在 mi, 使 I(4n him,) > a. 这 时 有 
I(ANA1m)= I(AN Aimi NM A2) = im I(AN Aim, N A2,m), 

于 是 存在 mz, 使 I(4Nn Ahimi 丫 42,ms) > a. 依 此 类 推 ， 我 们 得 到 一 
自然 数列 (mx)x>1, 使 得 对 一 切 k > 1, 有 
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令 B, = U Mem B = 人 B,, 则 B。e 大 ,BE 万 .由 于 
TB ,) > a 故 由 了 沿 天 的 从 上 连续 性 知 1(B)= lim 1(Bn)2> a. 
由 于 Bn C 4 故 BC 4. 引 理 证 毕 . 

下 一 定理 称 为 Choquet 定理 . 

7.6.9 定理 设 I 为 上 的 Choquet 大 容 度 ， 则 一 切 和 解析 
集 都 是 了 可 容 的 . 

证 设 4e A(), 则 存在 一 可 距离 化 紧 空 间 EB 及 一 B € 
(K(E) @ 开 )zs, 使 得 4 = 7(B). 这 里 + 为 xF 到 上 的 投 
影 . 令 入 = (KX(E) @ P)ur(Cuyr 表示 用 有 限 并 运算 封闭 C 所 得 
集 类 ), 由 于 K(E) @ 下 对 有 限 交 运算 封闭 ， 故 区 亦 然 ， 此 外 有 
Hos = (K(E)®F)os. 令 


J(H)=I(r(H)), HOExH, 
往 证 了 为 瑟 x 玉 上 的 Choquet XH 容 度 ， 显 然 7 满足 定义 7.6.7 中 


的 性 质 (1) 及 (2). 剩 下 只 需 验证 性 质 (3). 
设 He XH,H = UU (Cn x Dx), 其 中 Cn EK(E),， Dk € 开 , 则 对 
k=1 


z ET( 甩 ), 我 人 有 (Bx{zD)nH=Cx{z}, 其 中 C0, 且 


C= (J Ck e K(E). 
{k|zEDk} 


现 设 B, € 3 Bn 4. 令 ze 位 x(B,), 则 对 每 个 n, 存 在 Ce K(E)， 
= 
使 得 
(Ex {2z}) NB,= Cn x {rx}. 
由 于 BJ 故 Cw. 又 因 Ci 为 五 的 非 空 紧 子 集 ， 故 们 Cn 去 9, 于 


是 
(Bx{z) nf|B,= /Cn, x {r} #9, 
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即 有 z € x( 门 , Bn). 这 表明 门 。r(B。) c r( 门 。Bu). 但 相反 的 包含 
关系 恒 成 立 ， 故 有 


站 (5 = 7 |B,). (7.6.4) 
于 7(Bn)€ ,mn(Bn) 站 故 由 工 沿 大 的 从 上 连续 性 得 


7( 们 Bo) = TIr 门 Bo)) = 区 门 r(Bo) 
= im I(r(Bn)) = lim J(Bn)， 
这 表明 7 了 沿 从 上 连续 . 因此 为 互 x 玉 上 的 Choquet 3 容 度 . 
下 面 借助 于 容 度 了 证 明 4 是 了 可 容 的 . 由 于 B € Hos, 故 由 引 


理 7.6.8,B 为 了 可 容 的 . 但 由 (7.6.4) 式 看 出 : C e Hs 全 fr(C) e 万 ， 
于 是 有 


1(A)= I(x(B))= J(B)= sup(J(C)|IC cB,Ce Hs} 
= sup{I(7(C))| C ¢ B,C e Hs} 
< sup{I(D)ID < A,D e 万 


但 恒 有 I(4) > sup{I(D)|D c 4,D e 万 }, 故 实际 上 等 号 成 立 ， 这 
表明 4 是 了 可 容 的 ， 定 理 证 毕 . 

作为 Choquet 定理 的 一 个 重要 应 用 , 我 们 证 明 可 测 空间 (Q ,万 ) 
中 一 切 三 解 析 集 都 是 普遍 可 测 的 . 

7.6.10 定理 ” 设 (9, 万 ) 为 一 可 测 空间 ， 令 天 表示 下 的 普遍 
完备 化 ( 即 天 = Te , 其 中 P 为 (9, 入) 上 概率 测度 全 体 ), 则 有 
A(F) CF= A(F). 

证 设 忆 为 (9, 太 ) 上 一 概率 测度 ， 令 


1(A)= inf{P(B)| BOA,BEeF}, AcQ, (7.6.5) 
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易 证 了 是 9 上 的 Choquet 入 容 度 ， 由 定理 7.6.9 知 ， 对 一 切 4 < 
4(F), 有 (注意 和 = 万 ) 


T(4) = sup{P(B)| Bc A,BeF}. (7.6.6) 


由 (7.6.5) 式 及 (7.6.6) 式 知 4 e 匹 ,但 概率 测度 P 是 任意 的 ， 故 
A e 全. 这 表明 4(F) C 天 ,进一步 有 


ve ed a 


从 而 4( 力 = 天. 证 毕 . 

7.6.11 注 ” 设 (9, 大 ) 为 一 可 分 且 可 离 的 可 测 空间 ， 若 存在 
4e-4(B(B)) 使 人, 入) 与 (4,B(4)) 同 构 , 则 称 (9, 和 三) 为 Souslin 可 
测 空间 . 由 定理 7.6.10 知 Souslin 空间 为 Radon 可 测 空间 . 


习 题 


7.6.1 设 三 为 上 一 集 类 ,， 且 0E 开设 4 为 的 一 子 集 , 令 
4nF={4nBIBe 户 , 则 有 -44nF) = ANA(). 这 里 AN 大 考虑 
为 4 上 的 集 类 . 

7.6.2 设 I 为 上 的 Choquet 大 容 度 , 则 了 工 为 已 上 的 Choquet Fs 
容 度 . 
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第 8 章 离散 时 间 拷 


诸 (martingale) 这 一 概念 是 J. Ville 于 1939 年 首先 引进 概率 论 
的 , 他 借用 了 法 文 martingale 有 “ 倍 赌 策 略 ” ( 即 赌 输 后 加 倍 赔 注 ) 这 
一 含义 . 中 译名 “ 款 ”( 马 颌 缠 ) 则 是 该 法 文 词 的 另 一 含义 ， Levy 最 
时 研究 了 款 序 列 ， 1953 年 Doob 在 他 的 <<S$tochastic Processes>> 
这 部 历史 性 专著 中 首次 系统 总 结 了 Lévy 和 他 自己 有 关 款 的 理论 及 
应 用 成 果 ， 使 款 论 成 了 随机 过 程 理 论 的 一 个 独立 分 支 

本 章 介绍 有 关 离 散 时 间 蒜 的 主要 结果 ， 如 蒜 不 等 式 、 Snell 包 
络 、 款 的 Doob 停止 定理 、 Doob 收敛 定理 、 靳 极限 定理 和 局 部 园 
等 . 


81 蒜 不 等 式 


设 (8, 下 ,了 ) 为 一 概率 空间 ， (Fwm > 0) 为 一 列 单调 增 的 不 
的 子 o 代数 . 令 三 o(Un7n). 随机 变量 序列 (X,n > 0) 称 为 关 
于 Cn) 适应 的 ， 如 果 每 个 X 为 可 测 的 . 

8.1.1 定义 ” 设 (Xn,n > 0) 为 一 关于 (三) 适应 的 随机 变量 
序列 ， 称 (X%,n > 0) 为 著 (上 拷 ， 下 著 ), 如 果 每 个 X 为 可 积 ， 且 


ElXn+1 | 万 ] = Xn(< Xn, > Xn) a.s.. 


如 果 进 一 步 每 个 X 为 平方 可 积 , 称 (Xn,n > 0) 为 平方 可 积 蒜 (上 
著 ， 下 鞍 ). 

8.1.2 定理 (1) 设 (Xn),(Y7;) 为 对 (上 款 ) 则 (Xn 十 二,) 为 款 
(上 园 ), (Xn 信 二 ) 为 上 软 . 


(2) 设 (Xn) 为 款 (下 款 ). f 为 及 上 一 连续 (连续 非 降 ) 凸 函 
数 ， 如 果 每 个 f(CXn) 可 积 ， 则 (f(X)) 为 下 靳 . 

证 (1) 显然 . (2) 由 Jensen 不 等 式 推 得 . 

8.1.3 定义 ” 令 No = {0,1,2,…,o0}. 设 工 为 No 值 随机 变 
量 . 如 果 对 每 个 ne No,[T =n] € 万, 则 称 了 为 关于 (所 ,) 的 停 
时 . 对 停 时 了, 令 


={4e 厂 14n 了 =me 万 ,>0}， 


称 万 为 工 前 事件 c 代数 . 

下 一 定理 列 出 了 有 关 停 时 的 一 些 基 本 结果 ， 其 证 明 都 是 不 足 
道 的 ， 故 从 略 . 

8.1.4 定理 设 5,T 为 停 时 ， (Sn) 为 停 时 列 . 

(1) AnSn,VnSn 为 停 时 ; 

(2) AefFs= AN[IS <TI efr, AN[S=T Fr; 

(3) S <T > 万 c Fz: 

(4) 设 4 € Fs, 令 S54 = SI4 十 ooIae ,， 则 54 为 停 时 ， 且 
sa 站 4= Fsn 4. 我 们 称 54 为 S 到 4 上 的 局 限 . 

8.1.5 定理 ” 设 (Xn) 为 一 适应 随机 序列 ， 了 为 停 时 ， 则 
XTIT<ow] 为 Fr 可 测 . 

证 设 B 为 一 Borel 集 ，n > 0, 则 


[XTlir<w] € BIN[T = 0%0] = 1, 
[Xrlr<w] € BINIT =7n]= [Xn EBINT=n) eR, 


这 表明 [XTI1r<w] & B] &€ F7, 即 XTIr<wl 为 Fr 可 测 . 
下 一 定理 是 有 界 停 时 的 Doob 停止 定理 . 它 是 证 明 下 面 的 靳 不 
等 式 的 基础 . 
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8.1.6 定理 设 (Xn) 为 款 (上 拷 ), 5,T 了 为 有 界 停 时 ,， 且 S < 了， 
则 有 
五 [X7 | Fs] 一 Xs(< Xs) 83.S.， . (8.1.1) 


证 ”只 需 证 上 蒜 情 形 . 设 了 < n, 由 于 |Xz| < ?|Xjl 
|Xs| < 7?_i|Xjl, 故 Xs, XT 可 积 . 令 4e fs,7 > 0, 则 


Aj=AN[S=jINIT>j ef. 
首先 假定 了 -5 < 1. 这 时 由 上 著 性 质 


| Cs — Xr)dP = >/ (Xj; — Xjri)dP >0. 
4 J=0Y 4; 


对 一 般 情形 ， 令 Rj =TA(3S+J1<7<m. 则 每 个 Rj 为 停 时 ， 
且 S<R<..<R,R-S<l, Rn-R<ll<i<n-1). 
令 4 & Fs. 由 定理 8.1.4(3) 知 4 & FRj,l < j < n. 故 由 前 面 已 证 
结果 得 


| Xsap> | XadP >.> | xraP. (8.1.2) 
A A A 


由 于 Xs 为 Fs 可 测 (定理 8.1.5), 故 由 (8.1.2) 式 推 得 (8.1.1) 式 . 
8.1.7 定理 设 k > 1, (Xn)n<k 为 一 上 款 ， 则 对 入 >0 有 


AP(sup Xn > A) < EL[Xo]— XrdP ， (8.1.3) 
n<k [sup<e Xn <A 
es 上 人 (8.1.4) 
n<k [linfn, <k Xn <—A 
MP(sup | Xn |> 和) < E[Xo] + 2E[Xi]. (8.1.5) 
n<k 


证 令 T=inffn >0|X> 和 jk, 则 TT 为 有 界 停 时 ， 且 在 


[supn<nXn 富 上 有 Xr> 入 在 [supn<sXn< 轩 上 有 T= .于 
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是 由 定理 8.1.6 得 
ElXo] > E[Xr] = / XrdP+ | XrdP 
[supn<x Xn>A] | [supn<r Xn<A] 
> AP(sup Xn > 入) +/ XxdP, 
n<k [supn <k Xn<A] 


此 即 (8.1.3) 式 ， 同 理 可 证 (8.1.4) 式 . 由 (8.1.3) 式 及 (8.1.4) 式 立 
得 (8.1.5) 式 . 


SUPn<k [Xnl. 


(1) 对 任何 >0 及 p>1 有 
P(X > N) < NP?EI Xi 门 ， (8.1.6) 

(2) 对 任何 p>1 有 
HR < sXe (8.1.7) 


其 中 中 | 为 L? 范 数 . 


不 等 式 (8.1.6) 及 (8.1.7) 分 别称 为 极 大 值 不 等 式 及 Doob 不 
等 式 . 对 p = 2 情形 ， 不 等 式 (8.1.6) 称 为 Kolmogororv 不 等 式 . 


证 不 妨 设 E[|Xx|?] < co. 由 Jensen 不 等 式 易 知 EI|Xn|?] < 
00,0 <n < 一 1 故 由 定理 8.1.2(2), (|Xn|P,n < 月 为 下 款 . 对 上 
蒜 (-|X|?,0 < n <k) 及 Xr 应 用 不 等 式 (8.1.4) 即 得 (8.1.6) 式 . 


往 证 (8.1.7) 式 . 设 更 为 及 上 一 右 连续 增 函 数 且 &(0) = 
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由 Fubini 定理 及 (8.1.4) 式 得 
Boo) = | |, ,OaP 
可 Po > M)d5() 


3 Be Dm ‘XaldP)aB(N) 


a = Bllx:l( (8.1.8) 
在 (8.1.8) 式 中 令 @(A) = X? ,p > 1 则 由 (8.1.8) 式 及 Halder 不 等 
式 得 
BX < 二 TENICCD 
< BUX)? (BX . (8.1.9) 
由 于 (| Xp, n < 月 为 一 下 款 ， 有 
xxlls < > In < (k+ DlXslls < 00. 


n=0 


在 (8.1.9) 式 两 边 同 乘 (B[(Xi)]) 即 得 (8.1.7) 式 . 
下 面 我 们 将 证 明 上 款 的 上 穿 不 等 式 . 为 此 ， 先 交代 一 些 记号 . 
设 (Xi) 为 一 (5,) 适应 随机 序列 ， [a, 相 为 一 闭 区 间 ， 令 


To = inf{n >0|X, <a}, =inf{n > T | Xr, >0}, 


7T2; 一 inf{m > T2j_1 | Xn < a} » Toj+1 一 inf{m > 7T2; | Xn > 地 5 


则 (7%) 为 一 停 时 上 升 列 . 我 们 用 Ze[R, 同 表示 序列 (Xo,:…, Xk) 
上 穿 [中 的 次 数 ， 则 显然 有 


[ 帮 区 有 同 = 悦 =-<E< 有 HE 万 ， 
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从 而 U2[X, 有 为 及 可 测 随机 变量 . 
8.1.9 定理 设 N>l(CC)n<w 为 一 上 蒜 ， 则 


BIDIN< 产 -BC a)]. 61I0) 
证 由 定理 8.1.6, 对 k>0 有 


0 > ELXT,, AN XT ,AN] 
BE E[(Xz,, ,1AN .> XT AN) Tr <N <Tans1] 机 TIN>7T2441])] 
之 五 [(XN EE. oa) Try <N<Tot i] +(b— a)TIN>Fan41]] 有 


由 于 [Ue[X,N] >k+1] CIN> Tp] Rh [Te < N < Treni] c 
[US[X, N] > k]， 故 有 


‘pl 1 - 
P(UrIX, N] > 下 十 1) < pelXN a) Trus[x,N]=n]] 。 (8.1.11) 


在 (8.1.11) 式 两 边 对 k 求 和 得 (8.1.10). 
8.1.10 定理 ” 设 (2Z,0 < n < N) 为 一 可 积 随机 变量 的 适应 
序列 ， 我 们 倒 向 归纳 定义 序列 (0%) 如 下 : 令 UN = Zw， 


Un 一 Max( 2 五 [CH 万])， n < AN 一 |. 


则 有 如 下 结论 : 

(1) (Um) 为 一 上 蒜 ， 且 它 是 控制 (Zr) ( 即 U5 > 2 Vn > 0) 
的 最 小 上 鞠 . 称 (Un) 为 (2n) 的 Snell 包 络 . 

(2) 令 万 w 表示 在 {j,…,N} 中 取 值 的 停 时 全 体 ， 并 令 工 = 
inf{l > j|U = 和 1}, 这 里 约定 inf0 := N, 则 每 个 工 为 停 时 ，(UD) 
为 蒜 ， 且 对 一 切 J < Ni， 


U; = ElZ7, | 万 ] = ess sup{ BIZ7 | IT eT,n}. 
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特别 ， E[2z] 在 万 w 上 的 最 大 值 在 T 达到 ， 且 等 于 BI0], 即 有 
E[lU;] = ElZ7;] = sup{ BIZ7]|T € Ti,n}. 


证 (1) 由 于 Uh > BlUnti| 4] 且 Un > Zn, (Un) 为 一 控 
制 (2Z) 的 上 蒜 ， 令 (Vi) 为 一 控制 (2%) 的 上 款 ， 由 倒 向 归纳 易 知 
( 克 ) 控制 (0%). 于 是 (Un) 控制 (Zn) 的 最 小 上 黑 . 

(2) 易 知 T, 为 停 时 ， 由 于 Uw?’ = Un 对 mn 和 NI 有 


UF) -UD = I > n+ 1(Unti ~ Us) 
另 一 方面 ， 由 和 Ui 的 定义 知 ， 在 [ 太 之 n+H 上 有 
D = 五 [Di | Fnl. 


于 是 有 


人 — Un = Tr;>nt+1(Unt1 E[lUn+1 | fn]). 


注意 到 [> nn 二 = [和 tJ e 万 ,上 一 等 式 昔 涵 
OJ oe pA ea 
因此 对 每 个 j, (Un’) 为 款 ， 由 于 Uz, = 27,, 我 们 有 
UV; =U = EIUN | 万 ] = BlZr, | 万] 
现在 对 每 个 了 e 万 ,w, 由 于 Ur > Zr 且 (Un) 为 上 蒜 ， 我 们 有 


ElZr | £;] < BEIUr | 万 ] < Us. 


(2) 得 证 . 
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习 题 
8.11 设 拓 = 人 6) 为 一 独立 随机 变量 序列 ， BE[&1] = 0, 且 
这 1 [| < oo， 试 证 : 2 as， 收敛， (提示 考虑 著 (X。 = 
2_;_1n 之 1), 利用 Kolmogorov 不 等 式 及 定理 2.3.4 证 明 (XX,) a.s. 收敛 . ) 
8.1.2 设 (Xn) 为 一 靳 ， 工 为 一 有 穷 停 时 ， 使 得 |Xz| < oo. 试 证 : 
BE[X7] = E[X1] 当 且 仅 当 lim E[Xn lr>"] = 0. 


8.2 持 收 敛 定理 及 其 应 用 


下 一 定理 是 款 的 Doob 收敛 定理 . 

8.2.1 定理 ” 设 (X) 为 一 上 款 ， 如 果 sup。 BLX5] < oo( 或 者 
等 价 地 ， supv B[|Xl] < co, 因为 EI|Xnl|] = E[X,] + 2 已 [X7])， 则 
当 半 一 oo 时 ， Xn a.s. 收敛 于 一 可 积 随机 变量 X. 若 (X) 为 非 
负 上 团 ， 则 对 一 切 n> 0 有 = 


Pl[Xow | 万 ] 近 万， as.. (8.2.1) 


证 令 Q8 表示 有 理 数 全 体 . 设 a,be 8,a <b. 令 UL(X) 为 序 
列 (Xn)n>o 上 穿 区 间 [a,6] 的 次 数 , 即 U2(X) = limw_ yoo U(X,N), 
由 (8.7) 我 们 有 


EIUs(X)] < 


po sup E[(Xy 0) < 


1 
= (0 +sup E[XN]) < oo. 
N 


于 是 U(X) <o0a.s.. 令 
Wa,s = [lim inf X,, < a , lim sup 和 > 0]， 
Re. no0 


W= U WwW. 
a,bEQ,a<b 
由 于 Wop C [U2(X) = +ool, 故 P(Was) = 0, 从 而 P(W) = 0. 
车 WwW ¢ W, 则 limn, yoo Xn(w) 存在 ， 记 为 Xo (w); 若 w €W, 令 
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Xe。(w) = 0. 于 是 一 》 芝 a.s., 且 册 Katou 引 理 ， 


BllXol] < sup PIIX%l] < oo ， 


另 一 结论 由 条 件 期 望 的 Fatou 引 理 推 得 . 
8.2.2 系 ” 设 (Xn) 为 一 蒜 (上 款 )， 如 果 (Xn) 一 致 可 积 ， 删 
Xn as. 朋 了 收敛 于 XX. 此 外 ，vn >9 


BE[Xoo | Fn] = Xn(< Xn) as.. (8.2.2) 


8.2.3 系 ” 设 & 为 一 可 积 随机 变量 , 令 &% = Elé | 万 9 = 
BE | wj, 则 a.s. 且 瑟 收敛 于 7 
证 ， 由 于 (&%) 一 致 可 积 (定理 7.4.7), 故 由 定理 8.2.1 知 ， 台 
a.s. 且 L1 收敛 于 某 C. 设 4 e 册 。 万 , 则 存在 某 mw 使 4e 万 ,于 
是 有 
E[CI4] = ElénI4] = Elé14] = Blnlal. 


由 于 6¢, 7 均 为 Fo 可 测 ， 故 由 习题 7.2.1 知 ，《〈 三 ,as.. 

8.2.4 系 设 1<p<oo. 如 果 (Xh) 为 一 靳 ,， 且 sup, BIXnl? < 
co, 则 关 % a.s. 且 L? 收 依 于 Xo. 

证 由 Doob 不 等 式 (8.1.7) 及 已 知 条 件 知 Blsupn |Xnl?] < ce， 
这 蕴涵 (|Xn|?,p > 1) 为 一 致 可 积 . 于 是 Xn a.s. 且 Z 收敛 于 Xe. 

现在 我 们 研究 “ 反 向 上 团 ”( 即 以 -No = {:…, 一 2, 一 1,0} 为 参 
数 集 的 上 款 ) 的 收敛 性 . 

设 (( 环 ))ne-No 为 一 列 大 的 子 c 域 , 对 一 切 n€ -No, fn-1C 
万 ,关于 (万 )ne-Ne。 适应 的 随机 序列 (Xi)wne-No 称 为 蒜 (上 鞭 )， 
如 果 对 每 个 ne -No, X 可 积 ， 且 有 


五 [Xn | _1| 一 Xn_1(< Xn_1) a.S.. 


8.2.5 定理 ” 设 (Xn)ne-_No 为 一 上 款 ， 则 极限 lim，，。 XX 
a.s， 存 在 ， 如果 lim -ww B[Xw] < +oo0, 则 (X) 一 致 可 积 ， XX 
a.s. 且 7 收敛 于 和 

证 我 们 用 Us[X, 一 N] 表示 序列 (X_N, X_w+…,Xo) 上 穿 
区 间 [a,4] 的 次 数 ， 则 由 (8.1.7) 式 得 

BUSIX,—N] < 0 Bl(Xo— 0)-]. 
令 Us(X) = limN ;+oo U2[X, —N], 我 们 有 
EUL(X) < BI(Xo —a) ]<+o. 


由 于 U5(X) 为 序列 (一 Xo, ~X_1, ~X_2,…) 上 穿 [bq 的 次 数 , 
故 由 定理 8.2.1 的 证 明知 X, 一 X_w a.s.( 但 不 必 有 |X|_w。<o0 
a.s.). ; 

当 n 一 -co 时 ， BIXn] 4 > -oo 假定 4 < +oo. 往 证 
(Xn)ne-No 一 致 可 积 ， 由 于 (B[Xo|Fn])we-No 一 致 可 积 ， 只 需 证 
(Xn 一 也 [XolFn]) 一 致 可 积 ， 于 是 ， 不 妨 假定 (X) 为 非 负 上 识 ， 
给 定 < > 0, 取 自 然 数 有 足够 大 ， 使 得 4 一 EI[X_k] <e/2. 对 c>0 
及 n < 一 k, 由 上 鞠 性 ， 我 们 有 


人 XndP = E[X,] 一 | XndP 
[Xn >q [Xn<d 


< E[X,|— / X_nxdP 
[Xn<d] 


= E[X,] — E[X_n]+ 人 X_ndP. 
[Xn >d] 


由 于 4> [Xn] > BIX-n], 故 对 n<k, BIXa] -EIX_k] < 5. 另 
一 方面 ， 由 于 P(X > 9 < BIXn] < 全. 故 当 。 足够 大 时 ， 对 一 


切 ne 一 No 有 
/ XdP< < 
[Xn>d] 2 
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由 人 
[X7 >e] 


于 是 当 c 足够 大 时 ， 有 


n 


ap / XndP <e, 
[Xn >dad] 


这 表明 (Xn) 一 致 可 积 ， 既然 Xn 一 X_。as., 故 (Xn) L1 收 
敛 于 X_。. 

8.2.6 系 设 : 为 一 可 积 随机 变量 ， (9%)nen。 为 一 列 单调 下 
降 的 大 的 子 c 域 . 令 扣 = 了 6E|9, 则 纪 as 且 瑟 收敛 于 
El | NN, 9 

证 对 一 切 n€ 一 No, 令 不 ,= 9_n, nn = &_n) 则 (Wm)ne_No 
关于 () 为 一 致 可 积 款 ， 故 由 定理 8.2.5 推 得 结论 . 

作为 蒜 收 敛 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 介绍 Lévy 给 出 的 强大 数 定 
律 的 一 个 简单 证 明 . 

8.2.7 定理 (Kolmogorov 强大 数 定律 ) 设 上 = (&1,&2,…) 为 
一 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 且 E[|&1|| < oo. 令 Xn = > 6 则 
2 — E[é1],a.s.. 


证 由 假定 ， V1 < i<n, Elé;|Xn] = [1 | Xn], 故 有 


Xn == 二 》 Bk, | Xn] 一 五 [上 | Xn] = 五 [和 | Kn, Ent1, Ent2, -] 


nN S 
i=1 


= 五 [和 | Kn, Xnt1, et 让: 


令 9n = 0(Xn, Xnt1,…),2 = | nn9a, 则 由 系 8.2.6 知 区 
a.s. 且 5 收 伍 于 Z. 2 作为 极限 ， 显 然 有 2 € nnac(e Ent1,……)， 
故 由 Kolmogorov 0-1 律 知 2 a.s. 等 于 一 常数 . 由 于 EB[2] = E[&], 
从 而 有 2 = 五 和]. 证 毕 . 
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8.2.8 定义 一 靳 (上 鞭 )(Xnn es No) 称 为 可 右 闭 的 , 如 果 存 
在 一 可 积 随 机 变量 X。。e 矿 。, 使 得 对 一 切 me No, 妃 [Xo| 万 ] = 
Xn(< Xn) a.s.. 这 时 (Xn,n < No) 称 为 右 闭 蒜 (上 蒜 ),， Xe 称 为 
(Xn,n € No) 的 右 闭 元 . 

下 一 定理 是 右 闭 著 及 右 闭 上 默 的 Doob 停止 定理 . 

8.2.9 定理 ” 设 (Xn,n e No) 为 一 蒜 (上 款 )，S,T 为 两 个 停 
， 时 ， 且 S$ <7T. 则 Xs,Xz 可 积 ， 并 且 有 


五 [X7 | Fs] 一 Xs(< Xs) a.S. . (8.2.3) 


证 设 (Xi,ne No) 为 款 ， 令 Sn = Sliscnj 十 (+o0)Jisswj, 由 
于 集合 {0,1,…,n, 十 o0} 与 集合 {0,1 ,mm 二 1 保 序 同 构 ， 故 
由 定理 8.1.6， 
Xs,, = E[Xw | fs,)] a.s.. 


令 n 一 oo 得 
E[lXow | Fos] = Xs a.s.. 


特别 ， 这 表明 Xs 可 积 ， 对 停 时 了 也 有 同样 等 式 ， 故 有 
五 [X7 | fs] 一 E[E[X., | 7| | fs] 一 Xs Qa.S. . 


现在 设 (Xn,n e No) 为 上 靳 ， 令 ,= E[Xw|f], Zn = XY, 
Ye = Xo 及 Zoo = 0, 则 (Zn, ne No) 为 非 负 上 靳 , 由 于 E[25s,] < 
忆 [Zol( 定 理 8.1.6), 故 由 Fatou 引 理 ， Zs 可 积 ， 从 而 Xs = Ys 十 Zs 
可 积 . 令 T= TIran] 十 (+00)Jir>w], 则 由 定理 8.1.6 


Zs, > ElZ7, | fs,] a.s.. 
但 由 于 fs, Nn[S <n]= Ffsn[s<n], 由 习题 7.2.6 有 
BlZ7, | Fs, Jllscn] = BlZ7, | Fsl]lls<n] . 
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从 而 有 
Zsliscn] = Zs, lscn] > BlZr, | Fsllis<n . (8.2.4) 
由 于 Zz Zz, 在 (8.2.4) 中 令 n 一 oo 得 
Zslisco0] > ElZr | Fsllls<oo] as.， 


由 于 Zoo = 0, 故 有 Zs > EB[2Z7 | fs], a.s.. 但 由 已 证 结果 ， Ys = 
[YrT|Fs] a.s., 所 以 最 终 有 
Xs > E[XT | vad| 23.S. . 
8.2.10 定理 ” 设 (Xi,n e No) 为 一 蒜 (上 蒜 ),5,T 为 两 个 停 


时 ， 则 
E[Xr | Fe] = XrAs(< XTAS) a.s.. (8.2.5) 


证 由 于 Xryir<sl 为 fs 可 测 ， 故 由 (8.2.3) 式 得 
E[Xr | Fs] = E[XTIIr<sl 十 XsvTTir>sl | Fs] 
= X7TTIr<sl 十 XsTIr>sl(< Xrllr<sl + Xsllr>s)) 
一 XTAS, a.s.. 
8.2.11 系 ” 设 为 一 可 积 随机 变量 ，5, 了 为 两 个 有 穷 停 时 ， 


则 
E[IElé | Fs] | Fr] = El€ | Foenr], as.. 


下 一 定理 是 一 般 蒜 及 上 款 关 于 有 穷 停 时 的 Doob 停止 定理 . 
8.2.12 定理 (1) 设 (Xn,n > 0) 为 一 款 ，S,7 为 两 个 有 穷 售 
时 ， 如 果 Xz 可 积 ， 则 


五 [X7 | Fs| = XTAS, 3.S.， 
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当 且 仅 当 
ji ElXn, Trsn) | fs]| 一 0， 3.S. . 
(2) 设 (Xn,n > 0) 为 一 上 蒜 ，S,T 为 两 个 有 穷 停 时 ， 如 果 Xz 
可 积 且 
lim sup E[Xn Trsn] | Fs] > 0, as. 


Nn 00 


则 
五 [X7 | Fs] < XTAS a.s.. 
证 我 们 只 证 (1), (2) 的 证 明 类 似 . 设 (X,n > 0) 为 一 靳 ， 由 
系 8.2.11 和 定理 8.1.6 知 ， 
五 [X7 | Fs] = Lim, E[XrIren] | Fs] 
三 Lm, E[XTan 和 Xn Tr>n] | Fs] 
= lim (X7rAsAn — E[Xn lir>n] | Fs]) 
= XTAS 一 Lm ElXn Tr>n] | Fs]. 
定理 证 毕 . 
下 一 定理 称 为 上 款 的 Doob 分 解 定理 . 
8.2.13 定理 设 关 = (X) 为 一 上 款 ， 则 和 可 唯一 地 分 解 为 


An 二 一 4n (8.2.6) 


其 中 (24n) 为 一 款 ， (An) 为 一 增 过 程 ， 满足 Ao = 0, A 为 Fn-1 
可 测 ， n>1. 
证 设 有 满足 定理 要 求 的 分 解 (8.2.5), 则 


Ant1 一 4n = ElAnt1 — A | Fn] > El[X, — Xl | 三 
二 及 五 [Xi | By 
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从 而 有 


n—l 
An = (Xi BIXin | A), n>1. (8.2.7) 
j=0 
这 表明 : 满足 要 求 的 分 解 如 果 存 在 ， 则 它 是 唯一 的 . 另 一 方面 ， 由 
(8.2.6) 定义 (4%), 再 令 Ms = Xs + 4, 则 易 知 (Mi) 为 蒜 ， 从 而 
Xn = Mn An, 为 满足 要 求 的 分 解 . 
8.2.14 系 设 筷 = (Xi,n >1) 为 一 平方 可 积 驶 ， 令 


[x] = AX?; (X)a = BIAX?|Fi), n>1, (8.2.8) 

i=1 i=1 
其 中 Xo = 0, AX? = (Xi 一 Xi_1)?, 则 (X82 一 (X)n,n 过 T 和 
(X? 一 [Xn,n 1) 为 靳 . , 

证 由 上 拷 (-X2) 的 Doob 分 解 定理 的 证 明 推 知 (X# 一 (XX)n) 
为 款 . 由 于 ([X]n 一 (XX)) 为 靳 ， 故 (X2 一 [X]n) 为 蒜 . 

8.2.15 定理 ” 设 关 = (Xn,n >1) 为 一 平方 可 积 款 ， 则 X 在 
[(X)。 < col 上 a.s. 收敛 . 

证 对 任意 a > 0, 令 Ts= inf{n|(X)n>a), 则 (XT,an,n> 1 
为 一 蒜 , 且 由 系 8.2.13 知 [XZ,Aw] = BL(X)T。An] < a. 故 由 蒜 收 敛 
定理 知 ， 当 一 co 时 ， Xuwna.s. 收敛 ， 特别， 在 [Ts = col 上 ， 
Xn a.s. 收敛 . 由 于 a 是 任意 的 , 且 [(X)。 < col = U1[(X)w < 月 ]， 
故 (Xn,n>1) 在 [(X)w < ool 上 a.s. 收敛 ， 定 理 证 毕 . 

8.2.16 定理 ” 设 (Xn,n > 1) 为 一 零 均 值 蒜 ， 且 Elsup, |X,, 一 
Xn_il] < co. 令 Qo = [sup, Xn < olUlinfn Xn > —o0], 则 (Xn,n > 
1) 在 Qo 上 a.s. 收敛 

证 令 & = Xn 一 Xn_1. 对 任意 a > 0, 令 T= inf{n| Xn > ah 
则 (Xz,an,n > 1) 为 一 零 均 值 蒜 ， 且 有 


Xn 大 KTCn) 十 Ln <at sup(&2). 
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由 于 如 [|Xzswnl = 2 加 [X 支 An] 且 已 supu |énl] < oo, 故 El|Xz An 
关于 一致 有 界 ， 从 而 当 n 一 oo 时 ， Xz,nn as. 收敛 特别， 在 
supn Xn < ql 上 ，Xn as. 收敛 . 由 于 a 是 任意 的 , 故 (Xn > 1) 在 
up Xn < coo] 上 a.s. 收敛 . 对 (-X) 应 用 已 证 结果 知 (Xn,n > 1) 
在 [inf% Xn > 一 o0] 上 也 a.s. 收敛 . 

8.2.17 定理 设 (Zn,n > 1) 为 一 关于 (有 天) 适应 的 随机 变 
量 序列 且 0 < .<1 令 万 = 人 {09}, 则 [> 2 < col =- 
[Dm BIZn|F, 1] < col a.s.. 

证 令 


én= Zn ElZn|F i 和 =》 二 n>1, 


8 一 也 
则 (Xn,n > 1) 为 一 零 均值 鞠 ， 目 sup,, |X， 一 XX,_1| < 2. 由 于 


[>， Zn < cool © [supX。 < oo]， 
n=1 的 


故 由 定理 8.2.16 知 ， (Xn,n > 1) 在 [ 工 2 2 < col 上 as 收 伍 
因此 由 


>》 ElZn1F,_1 = D2 < 0 lim X, 
ds 和 =: EE 


推 知 [Dj Zn < o0] Cc 区 2 El[Zn|Fn_1] < oo] as.. 对 (一 XX ) 应 
用 上 述 推理 可 证 相反 的 包含 关系 .定理 证 毕 . 
作为 定理 的 一 个 推论 ， 我 们 得 到 Borel-Cantelli 引 理 的 如 下 推 
广 . 
8.2.18 系 设 4。E n,n 二 1, 则 


lsup 区 直 三 | > PlAntilF,] < oo a.s.. 


n=1 
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证 ”在 定理 中 令 Zn = Ta 由 limsup hn = [Dn-114, < 00] 

利用 推广 了 的 Borel-Cantelli 引 理 和 定理 8.2.16, 我 们 得 到 如 下 
Kolmogorov 三 级 数 定理 的 条 件 形式 ( 见 Hall-Heyde[4]). 

8.2.19 定理 设 (Xn,n >.1) 为 一 关于 (到,) 适应 的 随机 变量 
序列 ，5% = > Xi > 1,c>0 为 一 常数 ， 则 5， 在 满足 如 下 三 
个 条 件 的 集合 上 a.s. 收敛 

(1) Bie1 P(IXi| < c| fi-1) < ooi 

(2) 之 1 BXiZ0xil<q | 三 -1 收敛 ; 

(3) DBELX? Txd<a [Fi]— (BIXiTxisql Fi-1))?} < oo. 

证 令 4 表示 使 (1),(2) 和 (3) 成 立 的 集合 ， 由 (1) 和 推广 了 
的 Borel-Cantelli 引 理 得 


[5; 收 例 = | > B[XiTixiza 收 化] = | > 25 收 印 |， 
i=1 i=1 
其 中 
Y= Xilllxil<d ~ ElXillxil<a [Fi-1], i>1. 
由 于 (i117,n > 1) 为 一 零 均 值 蒜 ， 且 
E(Y?|£;1] = EIX? xi<ad | Fi] ~ (BIXiTxi<a | Fi-2)]), 


故 由 定理 8.2.16 知 > 在 4 上 a.s. 收敛 ， 定 理 证 毕 . 

8.2.20 定理 ” 设 (Xn,n > 1) 为 一 关于 ( 亡 ,) 适应 的 随机 变量 
序列 ， (Sn = 并” Xi,n 之 1) 为 蒜 ， (Un,n > 1) 为 一 非 降 的 非 负 
随机 变量 序列 ， 每 个 Zr 关于 万 -1 可 测 . 若 1<p<2, 令 


ni = [二 DB[IXiP| 天 -< oo|， 


4 一 工 
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Qs = | lim, Un = oo > Ur?EIXil? | Fi 1] < oo], 


则 在 Qi 上 有 ?U7TXi a.s. 收敛 ,在 Q。 上 有 lim, U-1S, =0 
a.s.. 若 2<p<o, 令 


(二 D> Uj! < oo， > PR es Mb A co|， 
| i=1 
则 在 Q3 上 有 ?1 UF!1X; a.s. 收敛 和 jlimn， wo U1S, = 0 a.s.. 
为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 先 证 明 如 下 的 Kronecker 引 理 . 
8.2.21 引 理 设 (zi,i > 1) 为 一 实数 序列 ， (bi,n > 1) 为 二 
正 实数 序列 ， 目 limn ;oo bn = oo. 令 s = Di Li rn = Dr biri. 
如 果 极 限 lm sn = s 存在 且 有 穷 ， 则 lim, ,crny/b = 0. 
证 令 so=0. 由 于 biz; = bi(si 一 s;_1), 我们 有 


n—l 
Tn, 一 bn, sn 5 >》 (bi et bi )si, n 之 2， 
i=1 


也 一 工 
Ty 1 
limsup— < 1 一 i a ny 人 和 和 
up < lim lsn s| +limsup | Dit bi)s: s|. 


也 一 OO n 


对 给 定 。 > 0, 存在 no > 1, 使 得 对 n> no, 有 |sn - s| < s. 故 有 


区 bn —b;)si 一 | = ESD — bi)(si — 5)+ | 
4 二 
no—1 


1 b 
三 全 机 素 > (2+1 — bi)|si ~ s|++ ls 


i=1 


因此 有 lm ;oo rn/bn a 0. 
定理 8.2.20 之 证 令 记 =UriXn,n>1, 则 (Yi,n>1) 
为 鞭 . 当 1<Pp< 2, 由 定理 8.2.11 推 知 , 在 Qi 上 ?U71X; as 
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收敛 ， 从 而 又 由 Kronecker 引 理 推 知 , 在 Q 上 limnyoo Ux 1Sn 二 0 
总 ,5 
下 面 考 虑 2 < p < % 情形 .由 于 当 [BI|Xnl?|Fn_1]?/? > Un 
时 ， 有 
BUX Ra < Us /BIXaP [7 


故 有 


E[Y?2|F,1] = Ui? EIX2| Fi] < [DT 局 (2 Fi)]2/2 
< max{UzD Ux! ?/2EIXn,? | Fi)}. 


余下 证 明 与 上 面相 同 . 证 毕 . 


习 题 


8.2.1 设 (&,én,n >1) CL(N,F,P),étn obo,as Hlén| < 
,vn >1 则 BE[&n | 万]as. 且 LL 收 合 于 Eléoo | Fool. 

8.2.2 设 (Xn,n > 0) 为 一 款 (上 蒜 ), T 了 为 一 有 穷 停 时 , 且 E[T] < co. 
如 果 存 在 常数 C > 0, 使 得 对 一 切 n > 1, 在 [>n+ 中 上 as， 有 
El|Xnt1 — Xn| | Fn] < C0, 则 BIXT] = BLXol(< BIXo]). (提示 利用 定理 
8.2.12.) 

8.2.3 设 上 = (&1,é2,…) 为 一 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 且 [|&11] < 
ce. 令 厂 = o(&1,…,&n), 下 >1 为 关于 (万 ) 的 有 穷 停 时 ， 且 BE[T] < co， 
证 明 Wald 等 式 成 立 ， BE[Y 7， 人] = B[&1]B[T]. 如 果 进 一 步 假定 马 [6] < 
co, 证 明 另 一 Wald 等 式 成 立 : 


T 
BEI(》 和 -TB = El(é — EBLE) ELT. 
Tt 
(提示 : 利用 习题 8.2.2.) 
8.2.4 利用 Kolmogorov 三 级 数 定理 证 明 如 下 结果 ( 见 Chow, Ann. 
Math， Statist， 36，552-558): 设 1 < p < 2，(Xn,n > 1) 为 一 关于 
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(Zn) 适应 的 随机 变量 序列 ， (S。 = ?Xi,n > 1) 为 款 ， 则 5 在 
[D2 BXiP?|5_1] < col 上 as. 收敛 . 

8.2.5 设 久 = (Xn,n > 1 为 一 平方 可 积 蒜 ， 证 明 在 [(X)。 = co] 上 
有 limnyoo(X)7i 1 Xn = 0 a.s.. 

8.2.6 设 关 = (Xn,n > 1) 为 一 上 拷 ，Xn = Mi 一 An 为 其 Doob 
分 解 . 证 明 在 Ao。< ce 上 Xn a.s. 收敛 . 

8.2.7 设 X= (Xn,n > 1) 为 一 平方 可 积 著 ,证 明 在 [(X)。 < oo] 上 
Xna.s. 收敛 ， (提示 考虑 下 拷 (X2) 和 ((X。 + 1)?) 并 利用 习题 8.2.6.) 

8.2.8 设 = (人 a, 人) 为 一 独立 随机 变量 序列 , 且 E[E2] < co, vn > 
1. 令 Xn = i_1&. 如 果 bn 人 oo 使 得 局) 导 < oo, 证 明 
2 一 0 a.s.. (提示 : 利用 习题 8.1.1 和 Wrongdter 引 理 . ) 


8.3 局 部 款 


下 面 我 们 对 款 的 概念 作 三 种 推广 ， 并 将 证 明 这 三 种 推广 的 等 
价 性 . 

8.3.1 定义 ” 设 针 = (Xn,n > 0) 为 (万 ,) 适应 的 随机 变量 序 
列 ， 称 X 为 局 部 蒜 , 如 果 存 在 一 列 停 时 Ti + oo, 使 得 对 每 个 有 > 1 
(XnaTi lm,>o],n > 0) 为 一 款 ; 称 义 为 广义 拷 , 如 果 对 每 个 n， Xnt1 
关于 万 为 ac 可 积 ， 且 有 E[Xnyi | 万 ] = XX as. 

8.3.2 定义 ” 设 (Mn,n > 0) 为 一 适应 序列 ，( 刁 ,) 为 一 可 料 
序列 ( 即 每 个 (于) 为 万 -1 可 测 ，n > 0 大 1 二 7 站) 令 AM = 
Mn 一 Mn-1, 并 令 


Xo= HoMo, Xn = HoMo + HiAMi, n>1, (8.3.1) 
i=1 
记 为 H.M. 如 果 (Mn,n > 0) 为 一 靳 ， 称 HH.M 为 M 关于 五 的 著 
变换 . 
下 一 定理 是 Meyer 在 Martingales and Stochastic Integrals I 
(LN in Math., 284 (1972), Springer-Verlag) 中 给 出 的 . 
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8.3.3 定理 设 和 = (Xn,n > 0) 为 一 适应 序列 ， 则 下 列 断 言 


等 价 : 

(1) XX 为 局 部 加 ， (2) 蕊 为 广义 蒜 ; (3) X 为 款 变 换 . 

证 (1) 坊 (2). 设 X 为 局 部 款 ， 令 Th T eco 为 一 列 停 时 ， 使 得 
对 每 个 k > 1, (XnaT TT >01,7 之 0) 为 一 靳 . 故 有 


五 [XDA Tz >o] | ,| 一 KnAT TT >o， nN > 0， 


从 而 有 
E[Xntilim sn | fn] = Xnlr,>n n>0. 


由 于 当天 一 co 时 [Tk > 中] 1 9, 我们 推 得 关 为 广义 软 . 
(2) 僵 (3). 设 X 为 广义 鞭 ， 令 


Ho 一 [Xol, Hn, 2 五 [|Xn | Xn_1| | 万 1， 70 之 1, 
V ee >0]， n>=0, 
n FH 到 


则 (V;) 为 一 可 料 序列 . 令 M = V.X, 则 M 为 款 ， 且 有 拓 = 五， 
这 表明 X 为 蒜 变 换 . 

(3) 坟 (1). 设 X = H.M 为 一 鞭 变 换 ， 其 中 M 为 一 款 ， (H") 
为 一 可 料 序列 . 令 


T, = inf{n| [Hi| > £}. 


则 每 个 TZ 为 一 停 时 ， Th 个 o0, 且 五 停止 于 TT 在 [Ts>0 上 被 k 
界 住 ， 于 是 每 个 XnAmJirs>ol 为 可 积 ， 且 有 


E[(X(nt DAT 一 KnaT )TIT, >0l | | 
= Halir, soB[(MntisT, — MnnTi) | Fr] = 0. 


这 表明 (XnAmTirs>o)m > 0) 为 款 ， 于 是 XX 为 局 部 鞭 . 


255 . 


8.3.4 系 ” 设 M 为 局 部 蒜 . 如 果 每 个 M,, 可 积 ， 则 MM 为 款 . 
特别 ， 如 果 M 为 非 负 局 部 蒜 ， 且 Mo 可 积 ， 则 M 为 蒜 . 

8.3.5 系 设 X 为 局 部 款 ， (Zn) 为 一 可 料 序列 ， 则 K.X 为 
鞭 变 换 . 

证 由 定理 8.3.3, X = HH.M 为 一 磐 变换 ， 其 中 M 为 一 舟 ， 
(HH) 为 一 可 料 序列 . 令 W = HK, 则 W 为 一 可 料 序列 ， 且 容易 
验证 K.X = W.M, 故 K.X 为 靳 变换 . 

8.3.6 定理 。 如 果 (Mn,0 < mn < N) 为 一 可 积 随机 变量 的 
适应 序列 ， 使 得 对 任 一 有 界 可 料 序列 ( 玉 ,,0 < n < N), 对 任意 
1 <j<N, 有 Bj HjAMj]=0, 则 (Mn,0 <n<N) 为 一 抽 

证 对 1<j<N,AeF-y, 人 SH,=0,n#7H;= Ia. 则 
(Hn) 为 一 有 界 可 料 序列 ， 且 依 假定 B[I4(M; - Mj_1)] = 0. 这 表 
明 B[Mj|5-1] = Mj-1. 于 是 (Mn) 为 一 鞭 . 


习 题 


8.3.1 设 M 为 一 局 部 款 . 令 Xo = 1 X = TI” (1+AMi),n>1. 
则 X 为 一 扶 变 换 ， 特 别 ， 若 对 每 个 及 > 1, AMs > -1, 则 X 为 一 蒜 , 
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第 9 章 Hilbert 空间 和 Banach 空间 上 的 测度 


本 章 首先 介绍 欧 氏 空间 上 有 限 Borel 测度 的 Fourier 变换 和 
Bochner 定理 ， 然 后 介绍 Hilbert 空间 上 有 限 Borel 测度 Fourier 
变换 的 刻画 (Minlos-Sazanov 定理 ) 和 它 的 一 个 更 加 常用 的 形式 一 
一 Minlos 定理 ， 给 出 Hilbert 空间 上 Gauss 测度 Fourier 变换 的 
刻画 ， 最 后 介绍 Hilbert 空间 上 Gauss 测度 到 Banach 空间 上 的 
提升 (Gross 定理 ) 和 一 个 有 关 Banach 空间 上 对 称 Gauss 测度 的 
Fernique 定理 .本 章 的 9.2 至 9.5 节 内 容 取 材 于 参考 文献 5 的 第 1 
章 部 分 内 容 . 


9.1 Rn 上 Borel 测度 的 Fourier 变换 和 Bochner 定理 
9.1.1 定义 设 1/ 为 及 ”上 的 一 有 限 Borel 测度 . 令 
no eitsj(dz), te R™, (9.1.1) 
R™ 


称 久 为 上 的 Fourier 变换 . 

显然 ， 且 具有 如 下 几 条 性 质 : 

(1) 2(0) = p(BR™); 

(2) 在 Rm 上 连续 ; 

(3) 及 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 自然 数 %n>2 及 本 ,… ,tn € R™ 
和 复数 ai,… ,an, 有 


n 
> R(t tr)QGk > 0. (9.1.2) 
l,k=1 


事实 上 ， (9.1.2) 式 可 由 下 式 推 得 
2 
> AQpete 了 


9.1.2 定义 设 是 Rm 上 的 一 非 负 右 连续 增 函 数 (关于 Rm 
上 的 增 函 数 的 定义 见 定 义 1.5.3), 目 F(-o0) := lims ，。 F(z) > 
0, (co0) < co,pp 为 与 了 联系 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ( 见 定理 
1.5.4). 令 


n 


> ， R(t 一 tx) QQk = 


l,k=1 


kK(dz). 


f(t) = Re = 人 edF(z)te R™, 
R™ 


也 称 f 为 的 Fourier 变换 . 

9.1.3 定义 ” 设 (9, 丰 , 忆 ) 为 一 概率 空间 ，& = {éi,1 <i<m} 
为 m 维 实 值 随机 变量 ， F(z1,…,zm) = PE < za ,Em < 
Tm), 工 二 (ZT1,…,Zm) < R" 为 其 分 布 函 数 ， 令 


f=ar = Be = {edple), t= (ttn) ER™, 
了 及 一 


称 f 为 随机 变量 (或 分 布 函数 下 ) 的 特征 函数 
下 一 定理 是 Lévy 关于 增 函 数 的 Fourier 变换 的 反 演 公 式 ， 特 
别 地 ， 由 该 定理 知 特征 函数 唯一 决定 其 相应 的 分 布 函数 . 


9.1.4 定理 设 天 是 及 "上 的 一 非 负 右 连续 增 函 数 , 日 F(-co) := 


lims-,-oo 了 F(z) = 0F(co) < co, f 为 下 的 Fourier 变换 ， 则 对 任意 
满足 a < 的 下 的 连续 点 %, 有 


m WA —it;b; —itjaj 
A (去 ) mm/ I (一 
27 了 一 co [-T,T]™ 了 和 21 —; 2 
x flti,: ,tm)dti 5 “dtm, 
其 中 记号 AsaF 见 定义 1.5.3. 
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证 考虑 积分 


ME itjb; _ po—itjaj 
r=/ II (二 ) f(t tm) dt dtm 
[一 也] 


j=1 


eitib; ~ e-it; =) 
J 


j=1 


e 2 Fi ,Tm)dti dt 


R 
1 2 TI (一 一 27) — 一 
二 zn —itji 


dt :dtmdF(z1,..., zm) 


[ / I (2 — Xi) sin 好 (oj 一 2 
a [-T,T]™ j=1 区 2 


dl .dtmdF(z1,..., Tm). 
于 是 我 们 有 


lim Ir = 人 II (rsgn(b; — 2;) 一 Tsgn(aji — 2;)) dF (21,.::, Tm) 


To 00 


= (27)™" ApaF. 


定理 证 毕 . 

下 一 定理 是 Lévy 关于 特征 函数 的 连续 性 定理 . 

9.1.5 定理 设 ( 瑟 ) 为 Rw 上 的 一 列 分 布 函 数 ，( 所 ) 为 相应 
的 特征 函数 列 ， 则 为 要 (Zr) 全 收敛 于 有 ”上 的 一 分 布 函数 FF( 即 
测度 (yn) 弱 收 敛 于 pF), 必须 且 只 需 (所) 在 Rw 上 处 处 收敛 于 
一 在 0 处 连续 的 函数 f. 这 时 f 必 为 五 的 特征 函数 .特别 若 特征 
函数 列 (fn) 在 Rw 上 处 处 收敛 于 一 在 0 处 连续 的 函数 f, 则 f 必 
为 特征 函数 . ， 

证 必要 性 显然 , 因为 若 (五,) 全 收敛 于 一 分 布 函 数 下, 令 f 为 
的 特征 函数 ， 则 由 定理 6.1.3 知 ， (万 ) 在 Rm 上 处 处 收敛 于 f. 
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往 证 充分 性 . 设 (五 ,) 为 一 列 分 布 函数 ，( 访 ) 为 相应 的 特征 函数 列 
. 设 (所 ) 在 Rm™ 上 处 处 收敛 于 一 在 0 处 连续 的 函数 f. 我 们 只 需 
证 (,) 全 收敛 于 一 分 布 函 数 下. 由 Helly 定理 (定理 6.1.4) 知 ， 存 
在 (Fn) 的 一 个 子 序列 (Fi) 弱 收 敛 于 一 非 负 右 连 续 增 函数 下 ( 即 
测度 (x ) 淡 收敛 于 Ar). 下 面 我 们 证 明 F 是 一 分 布 函数 ， 且 序 
列 (Fh) 本 身 全 收敛 于 分 布 函数 FF. 

首先 考虑 m = 1 情形 . 假定 不 是 分 布 函 数 ， 即 F(o0) 一 
F(-o0)=5<1. 令 。e>0 使 得 5 <1-s 由 于 f(0) = 
lim oo fn(0) = 1, 且 f 在 0 处 连续 ， 可取 7 > 0 足够 小 ， 使 
得 | 

去 /fa >6+5. 


现 取 z > 去 使 得 x 和 -zx 都 是 下 的 连续 点 ， 则 


EPE 
‘eh dn ly) 和 . a 


ee + 和 Eap, 
lyl2z 


< Fn (7) — Fn (—7)+ 7 


在 上 式 中 令 玉 一 co 得 


去 ls fdi| < F(z) — F(-w)+ 5 <5+5, 

这 导致 矛盾 .因此 FF 必须 是 一 分 布 函数 ， 于 是 (五, ) 全 收敛 于 分 
布 函 数 F, 且 f 为 f 的 特征 函数 .由 于 特征 函数 唯一 决定 分 布 函 
数 ， 故 (五,) 的 任 一 弱 收 分子 序 列 都 全 收敛 于 同一 分 布 函 数 了. 再 
由 Helly 定理 推 知 ， 序 列 (fF) 本 身 全 收敛 于 分 布 函数 FF. 
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现在 考虑 m > 1 情形 . 任 取 tj eRt;z0,1<j<m. 令 
t= (t,tn),Ss = {y EE RTIt.y < zr},rz eR. 又 令 Gn(z) = 
HE。(Sz). 如 果 及 是 m 维 随机 变量 E(n) = (&1(n),… ,és(n)) 的 分 
布 函数 , 令 Xn = t.&(n), 则 P(X < x) = P(Eé(n) € Se) = jp, (5;), 
从 而 G" 是 X 的 分 布 函数 ， 其 特征 函数 如 (w) = Elei*X"] = 
BE[evee] = fn(ut),u € 及 令 p(w) = jb, 依 假定 ，5 处 
处 收敛 于 在 0 处 连续 的 函数 $, 于 是 由 上 面 已 证 结果 ， G 全 收 
敛 于 一 分 布 函 数 G， 另 一 方面 ， 设 (F) 弱 收 敛 于 一 非 负 右 连 续 
增 函 数 FF, 即 测度 (J,, ) 淡 收 敛 于 pp, 则 对 下 的 连续 点 zx 有 
lm yoo Gn (7) = limy soo pp, (Sz) = jp(S2). 于 是 对 的 连续 点 
2 有 G(x) = LF(Ss). 最 终 有 


uF(R™)= lim pF(Sz) 加 im G(xz)=1 


因此 F 是 一 分 布 函数 ， 且 (Fi ) 全 收敛 于 分 布 函数 F. 再 由 Helly 
定理 推 知 ， 序 列 (fF) 本身 全 收敛 于 分 布 函 数 FF. 定理 证 毕 . 

9.1.6 引 理 设 m>1,0<T< oo0,97 为 Rm 上 的 一 复 值 连续 
函数 ， 满 足 如 下 性 质 : 


$7T(0) = 1, $7(t) =0, vite R™\[-T, TI™. 


天 所) 过 (去 ) eitepr(t)dt > 0 
则 J Pr(z)dz 一 1; pT(t) 太吉 et Pr(z)dzr 为 一 特征 函数 . 
证 对 N>0, 令 wn(z)= Tll - (zyl/N)]I_nN(zi),z € 


及 ”, 则 
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Pr(z)dz = dm 0 吉 WN(zZ)Pr(z)dz 


去) 人 9 人) 9 人 ev(z)dz( 
去) rt 用 < 


j=1 


= (1) /me ll qu. 


R™ 


= 人 人 $7(0) ly 一 5dol dvm = $7(0) =1. 


在 上 述 推导 中 我 们 用 了 单调 收敛 定理 和 控制 收敛 定理 . 这 表明 Pr(z) 
为 R 上 一 分 布 函数 的 密度 函数 ， 类 似 可 证 


| 过 etzPr(z)dz = () | pT(t— PI 
= $7(t). 

从 而 好 的 为 一 特征 函数 . 

下 一 定理 是 著名 的 Bochner 定理 , 它 给 出 了 Rm 上 有 限 Borel 
测度 Fourier 变换 的 一 个 刻画 . 

9.1.7 定理 设 f 为 一 Rm™ 上 的 有 界 复 值 连续 函数 ， 则 f 为 
一 有 限 Borel 测度 的 Fourier 变换 ， 当 且 仅 当 f 是 非 负 定 的 . 

证 只 需 证 充分 性 ， 不妨 假定 1(0) = 1, 这 时 只 需 证 f 为 特征 
函数 . 令 


1 m™m ; 
ee = iws eiv's gud : eR™. 
Pr(z) (去 ) ] f(u—w)e eT?dudv, Zz 


将 Pr(z) 视 为 Riemann 和 的 极限 ， 由 f 的 非 负 定性 知 Pr(z) > 0. 
在 上 述 多 重 积 分 中 做 如 下 变量 代 换 。 w = u,v = w 一 t, 则 变换 
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Jacobi 行列 式 为 J = (ai,;), 其 中 
Qi = Qi jtm = 6ijy Qitmi =0, Qitmjitm = 6,j, 1 <i,j<m. 


于 是 有 

aa ft fe 
-二 [Le ee 
的 ff fr or 
-的 [eos 


故 由 引 理 9.1.6 知 $7(t) := II (1 一 名 )7rmmfGb 为 特征 函 
数 , 由 于 limz_ yw 9$7(t) = f(t),tE 及" 且 f 为 一 Rm 上 的 复 值 连 
续 函 数 ， 故 由 特征 函数 的 连续 性 定理 知 f 为 特征 函数 .证 毕 . 

9.1.8 系 设 / 为 及 ”上 的 一 复 值 连续 函数 ， 且 f(0) = 1 则 
f 为 特征 函数 ， 当 且 仅 当 f 是 非 负 定 的 . 

由 定理 9.1.7 的 证 明 我 们 得 到 Rm 上 有 限 Borel 测度 Fourier 
变换 的 另 一 个 刻画 (属于 Cramér). 

9.1.9 定理 设 f 为 一 Rm 上 的 有 界 复 值 连续 函数 ， 则 f 为 
一 有 限 Borel 测度 的 Fourier 变换 ， 当 且 仅 当 对 一 切 T > 0， 


Pr(z) = 人 f(u— ve audv > 0， reR™. 
[0,T]? 


9.2 测度 的 Fourier 变换 和 Minlos-Sazanov 定理 


设 瑟 为 一 实 可 分 Hilbert 空间 ， 8B( 瑟 ) 为 它 的 Borel o 代 
数 . 易 知 B( 五 ) 为 可 分 o 代数 ( 即 8B( 五 ) 是 可 数 生成 的 ). 可 测 空间 
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( 环 ,B(Z)) 上 的 测度 称 为 上 的 Borel 测度 . 下 面 我 们 只 讨论 如 
上 的 有 限 Borel 测度 . 
9.2.1 定义 设 / 为 互 上 的 一 有 限 Borel 测度 令 


me = |/ ei(®W (dy), zr €H, 
H 


称 及 为 4 的 Fourier 变换 . 

显然 ， 有 请 具有 如 下 几 条 性 质 : 

(1) £(0) = p(H); 

(2) 及 在 五 上 连续 (甚至 关于 互 的 弱 拓 扑 连续 ); 

(3) 是非 负 定 的 ， 
人 们 自然 要 问 ， 是 否 与 有 穷 维 欧 氏 空间 情形 类 似 ， 无 穷 维 Hilbert 
空间 上 的 任何 非 负 定 连 续 泛 函 都 是 某 一 有 限 Borel 测度 的 Fourier 
变换 ? 答案 是 否定 的 . 下 面 我 们 将 致力 于 给 出 Hilbert 空间 上 有 限 
Borel 测度 的 Fourier 变换 的 一 个 刻画 (Minlos-Sazanov 定理 ). 为 此 
先 证 明 若 干 引 理 . 

9.2.2 引 理 ” 设 v 为 瑟 上 一 非 负 定 泛 函 ， 则 : 


(1) Ip(z)| < 2(0), p(7) = 9(-7), ve EH:; 
(2) |Ip(z) — (WW| < 2vVp(0) VIP(0) ~ plz — |, vr,y EH; 
(3) |p(0) ~ p(x)| < V2p(0)(¢(0) — Re yp(7x)), Vr < H. 


证 设 z,y€EH. 令 


(0) 2(Z) 2(9) 
人 2- (2 p(0) < 
Ce 区 pW yl) wp) 


* 264 . 


由 9 的 非 负 定性 推 知 4 和 B 为 非 负 定 矩阵 .特别 有 A7 = 4, 这 
里 47 表示 4 的 转 置 . 故 有 2(z) = 2(-z). 此 外 由 det 4 > 0 推 知 
Ilp(z)| < wp(0). (1) 得 证 . 由 (1) 知 , 矩阵 B 中 的 元 素 p(-2), p( 一 9) 
及 ply 一 z) 可 用 p(x),p(y) 及 plz 一 y) 替换 .计算 B 的 行列 式 可 
得 


‘det B = p(0)3 — p(0)Ip(z — ?~ plz) lp(0) (7) — Pz — YPOY) 


+ p(y Ip(z) P(r 一 人 一 2(0)e(9)] 
= 9(0)° — vp(0)lp(z — WP — op(0)|p(z) — p(y 


+ 2Relp(y)p(z) (pz —y) ~— p(0))]. 
因为 
p(0)® — plO)|p(z — WD < 2¢(0)|p(0) ~ yp(z ~ Y)), 
所 以 
0 < det B < 4p(0)2lo(0) — p(z —Y)| — v0) p(x) — oy), 
由 此 推 得 (2). (3) 式 可 由 如 下 不 等 式 推出 
le(0) - p(T = (9(0) -2(z))(2(0) — pz)) 
= p(0) — 29(0)Re p(z) + |p(2)P 
< 2p(0) — 2p(0)Re p(z). 


引 理 证 毕 . 

设 4 为 瑟 上 线性 算 子 , 若 (Az,z) > 0,(Azx,y) = (zx, Ay), Vz,y € 
五 , 则 称 4 为 非 负 对 称 算 子 . 若 进一步 有 (4z,z) > 0,Vz 关 0, 则 称 
4 为 正 对 称 算 子 . 设 4 为 厂 上 的 一 非 负 对 称 算 子 ， 令 {en} 为 五 
的 一 组 标准 正 交 基 ， 则 TY 4 := j,(Aen,en) 不 依赖 标准 正 交 基 的 
选取 . 车 Tr 4 < co, 则 称 4 为 对 称 迹 算 子 , 并 称 Tr4 为 4 的 迹 . 
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设 4 为 巨 上 的 非 负 对 称 迹 算 子 , 则 存在 五 中 的 一 标准 正 交 系 
{en} 及 一 列 非 负 实数 {Aw}, 满足 2%-1 An < co, 使 得 4en = Xnen， 
且 有 

Azx = Mn(z, en)en , YTEH. (9.2.1) 


我 们 称 (9.2.1) 式 为 对 称 迹 算 子 4 的 谱 分 解 . 这 时 有 Tr4 = m1 An. 


9.2.3 引 理 设 4 为 吾 上 的 有 限 Borel 测度 ， 则 下 列 断 言 等 
价 : 

(1) fa llzll?p(dz) < oo; 

(2) 存在 一 正 对 称 迹 算 子 5, 使 得 Vx,ye 瑟 有 


(Se,y) = CO (9.2.2) 


如 果 (2) 成 立 ， 则 
i 1 lzll2u(dz). (9.2.3) 
H 


证 设 (2) 成 立 ， 令 {en} 为 甩 的 一 组 标准 正 交 基 ， 则 有 
化 2 了) 一 司 多 5 了 2 T 
a 2ndz) > fen) 
一 ye = TrS. (9.2.4) 
j=1 
这 表明 (1) 成 立 并 有 (9.2.3) 式 ， 反 之 ， 设 (1) 成 立 则 
/ Ce, 2)(y, lalaz) < llzll llal [ lall2p(az). 
H H 


于 是 存在 五 上 一 有 界线 性 算 子 5, 使 得 (9.2.2) 式 成 立 ， 显然 5 是 
正 的 和 对 称 的 ， 此外， 由 (9.2.4) 式 知 


Tr 9 = / IzllSu(dz) < oo. 
H 
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从 而 5S 是 迹 算 子 . 
下 一 定理 是 Minlos-Sazanov 定理 , 它 给 出 了 有 限 Borel 测度 
的 Fourier 变换 的 一 个 刻画 . 
9.2.4 定理 设 v 是 五 上 的 一 正定 泛 函 ， 则 下 列 断 言 等 价 : 
(1)w 为 五 上 某 一 有 限 Borel 测度 / 的 Fourier 变换 ， 
(2) vs > 0, 存在 对 称 迹 算 子 5。, 使 得 


(Sez,z) <1—> Re(p(0) ~ p(x)) < si (9.2.5) 
(8) 存在 五 上 对 称 迹 算 子 5, 使 得 p 关于 五 的 如 下 范 数 | .|， 
连续 (或 只 在 z = 0 处 连续 ): 
lzll, = (Sz, 2)Y2 = 1SY2zl (9.2.6) 
证 (1) 一 2). 设 w= 反对 一 切 7>0, 我 们 有 
Re(p(0) — plo)) = 人 -coated 
H 


1 
< 3 ,nds) +2n(zl al > 7) 


令 ja(4) = Al4nllzl< 功 . 对 各 应 用 引 理 9.2.3 知 存在 一 正 的 
对 称 迹 算 子 B 使 得 
(Braua)= 人。 (20)(e m0)plas). 


zlsy 


对 给 定 。 > 0, 先 选 取 7 > 0 使 得 [zl > 让 ) < e/4, 再 令 5。 = 
-1B,, 则 有 


Re(p(0) - p(z)) < 3(Sez, z) + > 


(2) 一 (D). 设 (2) 成 立 , 则 Rew(z) 在 > = 0 处 连续 故 由 引 
理 9.2.2 知 2 在 互 上 连续 . 现在 任意 取 定 五 上 的 一 组 标准 正 交 基 
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{en}, 并 对 每 个 自然 数 n> 1, 令 
faiin (WI Wn) = p(wWieu t+ wnei,), Ww; ER, 1<j<n, 
(9.2.7) 
则 fi 为 R" 上 的 一 正定 函数 . 由 Bochner 定理 知 ， fed 
为 R* 上 一 有 限 Borel 测度 /pa 的 Fourier 变换 ， 显 然 ， 测 度 
族 {pi..…is} 满足 Kolmogorov 测度 扩张 定理 的 相 容 性 条 件 ， 于 是 
存在 (R™”, 8(R”)) 上 唯一 的 有 限 测度 > 使 得 
Niein = Vo (Xi, Xi) (9.2.8) 
其 中 Xj(w) = wj w = (wi1,w2,.…) € R™. 
下 面 我 们 要 证 明 De xX? < 00, L-a.e.. 为 此 ， 令 书 , 为 及 ”上 
标准 Gauss 测度 ， 则 


下 eiloiyt tanyn) PP (dy) 一 exp{ 一 > (9.2.9) 


任 给 s > 0, 依据 假定 ,存在 正 的 对 称 迹 算 子 3。 使 (9.2.5) 式 成 立 . 
于 是 有 


2(0) — Rew(zx) < ei+2¢p(0)(Sez,7), vr < 万 . (9.2.10) 
由 Fubini 定理 得 


2(0) 一 人 exp{ 一 3 ja 
ww eof) 


和 


Wie (dy) 
= 人 [p00) Rev (Dyerss)|Pa(dy), 


j=1 
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由 (9.2.10) 式 ， 上 式 不 超过 


eo 人 (Se Dents, yients) Paldy) 
j=1 j=1 


二 Ee 十 2p(0) 》 (Seek+h， ek+7)， 
7=1 


由 于 n>1 是 任意 的 ， 故 由 上 式 推 知 
2(0) -人 exp{ -5 一 二 3 XY}av < < 十 2p(0) > (Seej, ej). 
2 j=k+1 
(9.2.11) 
在 (9.2.11) 中 先 令 有 一 oo 再 令 e+ 0 即 得 (注意 po(0) = v(BR”)) 


2(0) 一 人 exp{ 一 二 3 xX?}dr =0, 


2 =k 十 1 
这 表明 DT X? < 00,V-a.e.. 
最 后 ， 令 XX(w) = >j?1Xi(w)ej, 则 区 在 有 ”上 ae 有 定 
义 ， 且 蕊 为 五- 值 可 测 函 数 , 令 4 二 voX71, 则 4 为 瑟 上 的 有 限 
Borel 测度 ， 且 由 (9.2.8) 式 知 


n 


2( De,e07)e;) = frmnl(es 01), ee, (0 en)) 


jl 
三 ¢( > (cej)e) 
j=1 
令 n 一 00 即 得 人 = wp. (2) 一 (1) 证 毕 . 

(2) < (3). 设 (2) 成 立 . 令 51y4 为 与 s= 1/k 相应 的 正 的 对 
称 迹 算 子 , 选取 和 > 0, 使 得 > 和 TrSijk < 00, 令 5 = ARS1/k. 
则 5 为 正 的 对 称 迹 算 子 ， 显 然 有 | 
(Sz,72) < MM 一 (Sir, 7) < 1 


= Re(p(0) — p(®)) < z. 
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于 是 Rey(z) 在 zx = 0 处 关于 范 数目. 连续 , 从 而 由 引 理 9.2.2 知 P 
在 互 上 关于 范 数 |, 连续 . 这 表明 (2) 一 > (3). 反之 , 设 (3) 成 立 . 
对 给 定 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 ||zll. < 6 一 Re(Pp(0) -po(z)) < <. 
令 Se =0 9, 则 (9.2.5) 式 成 立 ， 从 而 (3) 二 > (2) 得 证 . 


9.3 Minlos 定理 


下 面 我 们 将 给 出 Minlos-Sazanov 定理 的 一 个 更 加 常用 形式 一 
一 Minlos 定理 .为 此 ， 先 引进 若干 记号 和 准备 一 些 引 理 . 

设 刀 为 互 上 一 正 的 对 称 可 道 迹 算 子 . 在 互 上 引进 新 的 内 积 
()- 及 范 数目 |- 如下: 


(2,9)- = (Bz,y), llel- = (Bz,z)? = B22l. 


我 们 用 五- 表示 五 关于 |- 的 完备 化 ， 则 内 积 (，)- 可 以 连续 
扩张 到 厂 - 上 ， 且 五- 关于 (,)- 为 一 可 分 Hilbert 空间 ， 另 一 方 
面 ， 令 H+ 表示 B-1/? 的 定义 域 ， 则 易 知 H+ 为 B12 的 值 域 ( 即 
Hi = B12(H)). 在 Hi 上 引进 内 积 (，)+ 及 范 数 上 -I+ 如 下 : 


(Zz,Y)+ 人 (B-1/2%, B-1/2y) 》 zl 二 1B8-Y2z| ,TE H+. (9.3.1) 


则 显然 有 
|Bzl+ = lzll-， ze€H, (9.3.2) 
1B-:zl- =|zll+ , ze€B(H), (9.3.3) 
lzll < BI /lz ， ze H:. (9.3.4) 


关于 空间 且 - 及 Hi, 我 们 有 如 下 结果 : 
9.3.1 引 理 在 上 述 假定 及 记号 下 ， 我 们 有 : 
(1) Hj 按 内 积 (,)+ 为 一 可 分 Hilbert 空间 ; 
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(2) B 可 延 拓 成 为 H- 到 Hi 上 的 保 范 算 子 ， 了 3-:! 可 延 拓 成 
为 吾 ; 到 如 上 的 保 范 算 子 ; 
(3) 作为 也- 中 的 线性 算 子 ， B 是 正 的 对 称 迹 算 子 ， 并 且 有 
Tr_B = TB. 这 里 TY_B 表示 在 H_ 中 计算 B 的 迹 . 
(4) Hi 与 了- 互 为 对 偶 ， 瑟 ; x 五 - 上 的 典 则 双 线 性 型 《.,*) 
为 
(zx,Y) = (Br,y-, rEH:,yEH.. (9.3.5) 


证 (1) 设 {zn} 为 H+ 中 按 范 数 上 外 .| 的 基本 列 . 由 (9.3.4) 式 
知 ， {zn} 亦 为 H 中 的 基本 列 ， 记 其 极限 为 z， 令 Yn 一 B-1/27,, 
则 {yn} 为 五 中 的 基本 列 ， 其 极限 为 y. 于 是 有 

rh 
这 表明 rE Hj, 且 有 
lzn — zll+ =1B- 2(2n — zo) = yn -= 0. 

于 是 ，H 按 范 数目- 上 | 是 完备 的 ， 即 Hj 按 内 积 (, )+ 为 Hilbert 
空间 . 

(2) 直接 由 (9.3.2) 式 及 (9.3.3) 式 推 得 . 


(3) 作为 H- 上 的 线性 算 子 ， B 的 正 性 及 对 称 性 容易 验证 . 
往 证 B 是 五 - 上 的 迹 算 子 . 设 B 在 瑟 上 的 谱 分 解 为 


Bz = DS_ Mn(z,en)en ， XEH. 
由 于 假定 B 可 逆 ， {en} 构成 互 的 一 组 基 . 令 有 = en/V 和 hm, 则 


(Bfn, fm) = (MAm)- ?2(Ben, em) Es bn,m.: 故 {fn} 为 H_ 的 一 组 
基 . 我 们 有 


Tr_B= 》_ (Bfn, fn)- = 2 1Bfall? = = TrB. 


n=1 
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(4) 由 (2) 知 (9.3.5) 式 定 义 的 双 线性 型 (.) 有 意义 ， 此 外 有 
I(z,9)| < 1B7 zy = llzll+llyll- . 


这 表明 (，) 为 使 H+ 和 五- 相互 对 偶 的 典 则 双 线 性 型 . 
有 了 上 面 的 准备 以 后 ， 我 们 可 以 证 明 如 下 的 Minlos 定理 . 
9.3.2 定理 设 y 为 五 上 一 连续 正定 泛 函 ，B 为 卫 上 一 正 
的 对 称 可 逆 迹 算 子 ， 五 - 如 前 面 所 定义 ， 则 存在 H- 上 唯一 的 有 
限 Borel 测度 y, 使 得 


/ wa) j(dz) 一 plz) ， VreH,. (9.3.6) 
证 对 ze H-, 令 (zx) = p(Bz). 则 显然 少 为 妃 上 的 正定 
沁 函 .由 引 理 9.2.1 知 ， B 为 五 - 上 的 正 的 对 称 可 逆 迹 算 子 .在 


zl = 11B2Y2zl- = Bzll . 


由 vw 在 五 上 连续 性 推 知 多 在 瑟 - 上 关于 范 数 ] .| 的 连续 性 . 
故 由 定理 9.2.4 知 少 为 了 -上 某 一 有 限 Borel 测度 /的 Fourier 变 
换 ， 即 有 

eilyz)-p(dz) = wy), vweH-. (9.3.7) 


在 (9.3.7) 式 中 令 y = Biz, ze Hi, 则 由 (9.3.5) 式 推 得 (9.3.6) 


9.4 Hilbert 空间 上 的 Gauss 测度 


下 面 我 们 研究 及 上 的 一 类 特殊 的 Borel 概率 测度 
测度 ， 首 先 ， 我 们 对 互 上 一 般 的 Borel 概率 测度 引进 均值 向 量 和 
协 方差 算 子 概念 . 


Gauss 
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9.4.1 定义 设 / 为 互 上 的 一 Borel 概率 测度 ， 如 果 对 一 切 
z € 万 , 函数 z my (z,z) 关于 4 可 积 ， 且 存在 互 的 一 元 素 m, 使 得 


(m, z+) = fle Dna) ， XED, (9.4.1) 


则 称 m 为 4 的 均值 向 量 . 如 果 进 一 步 存在 卫 上 的 一 正 的 对 称 线 


-性 算 子 B, 使 得 


(Bz,y) = fe —m,z)(z—m,yp(dz), vr,yE H, (9.4.2) 


则 称 B 为 4 的 协 方 差 算 子 . 

均值 向 量 和 协 方差 算 子 一 般 未 必 存 在 . 但 若 [1 lzll4(dz) < %， 
则 由 Riesz 表现 定理 知 均值 向 量 m 存在 ， 且 lml| < fy lzllp(dz). 
如 果 进 一 步 有 万 zl?u(dz) < co, 则 由 引 理 9.2.3 知 ， 存 在 一 正 的 
对 称 迹 算 子 8, 使 得 


基站 的 二 [ 人 (9.4.3) 
H 
令 
Bz = S57 — (m,z)m. (9.4.4) 
容易 验证 B 满足 (9.4.2) 式 ， 即 B 为 4 的 协 方差 算 子 ， 这 时 B 亦 
为 正 对 称 迹 算 子 . 


9.4.2 定义 设 风 为 互 上 的 一 Borel 概率 测度 ， 如 果 对 每 个 
z EH, 随机 变量 (zx,-) 服从 Gauss 分 布 ， 则 称 4 为 Gauss 测度 . 

下 面 我 们 将 通过 Fourier 变换 来 刻画 Gauss 测度 ， 为 此 ， 我 们 
需要 一 个 分 析 引 理 . 

9.4.3 引 理 ” 设 {Qj} 为 一 列 实数 ， 满 足 并 ?ao? = co. 则 
存在 一 列 实数 {8;},- 使 得 ajB; > 0, Vi > 1, i < oo 且 
Di Qjb; = co. 
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证 明 令 no = 0 并 归纳 定义 wk 如 下 : 
nx =inf{l| 并 ,od21}, k>1. 


显然 有 mk f co. 令 


部 一 112 
bB; = a 2 o3) ;Ng+1l<I<npti, k=0,1,2,... 
J 一 mb 十 1 


条 Ooe Nk+1 1 
2 < co， 
4=1 k=0 7 一 mk 十 1 和 
oo CO Ng+l oo Nk+1 1/2 
1 
D0 oi( 旦 9 
7=1 k=0 j=ng+t+l1 k=0 了 IJ 一 mk 十 1 
< 1 
2 
人 十 1 
引 理 证 毕 . 


下 一 定理 给 出 了 Gauss 测度 的 一 个 刻画 . 


9.4.4 定理 互 上 的 Borel 概率 测度 / 是 Gauss 测度 的 必要 


充分 条 件 是 其 Fourier 变换 及 有 如 下 表达 式 : 
A(z) 二 exp{i(m, 2Z) 3(Bz, 2)} ) (9.4.5) 


其 中 me HH, B 为 卫 上 的 一 正 的 对 称 迹 算 子 .这 时 ，m 为 的 均 
值 向 量 ， B 为 4 的 协 方差 算 子 ， 此 外 还 有 


| lall2p(az) = Tr B + limll>. (9.4.6) 


证 必要 性 . 设 4 为 一 Gauss 测度 ， 先 证 太 |zll2x(az) < ox. 
依 假定 ， 对 每 个 x, (z,) 服从 Gauss 分 布 ， 于 是 存在 实数 m。 及 正 
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数 cz, 使 得 
f(z) = ea = exp{fimz — $02}. (9.4.7) 
令 {ej} 为 五 的 标准 正 交 基 ， 则 


/latas) = > ;Jie 


设 {6;} 为 一 列 实数 ， 使 得 Pime; 之 0， Dj 63 < oo. 令 


= . (9.4.8) 


7=1 


= DBilens), (9.4.9) 


则 & 为 一 Gauss 随机 变量 (因由 Schwarz 不 等 式 ， 上 述 级 数 绝对 
收敛 ), 其 均值 必 有 限 ， 即 ?2 6jme， < coo， 于 是 由 引 理 9.4.3 
知 ， 必 有 Pm, < oo， 因 此， 为 证 flzll?w(dz) < co, 只 需 
证 ?2103 < oo. 由 定理 924 知 存在 正 的 对 称 迹 算 子 5, 使 得 
(Sz,z) <1 二 > 1 一 Ref(x) <3. 于 是 我 们 有 


1 
1 一 exp{—302} <1— Ref(z) < (Sz,7) 3 =, vrE€EH. (9.4.10) 


不 妨 设 5S 的 零 空 Le I UE rz 0, [3(Sz,z)]- 1/27, 
则 0 = [3(Sz, x)]- 02， (Sy, y) = 一 3- 用 y 代替 (9.4.10) 中 的 >， 得 


到 ， 
_ az | -< 
| mre} 


即 有 2 < (6log 3)(Sz,z), Vz € 互 . 由 此 推 知 


2 oe 


因此 ， 最 终 证 明了 fy zll2x(dz) < co， 由 定义 9.4.1 下 面 的 说 明 
知 ，/ 的 均值 向 量 m 及 协 方差 算 子 B 存在 . 采用 前 面 的 记号 , 我 
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们 有 
ma = | (0, 5ds) = (ma 
H 
2= /cap(o- 吧 = 人 — (ms auld) 
= / (z,z 一 mm)20(dz) = (Bz, 2). 
H 


故 由 (9.4.7) 式 推 得 (9.4.5) 式 ， 由 (9.4.8) 式 推 得 (9.4.6) 式 . 
充分 性 .， 设 me 五 , B 为 五 上 的 一 正 的 对 称 迹 算 子 ， 


2(z) = exp{i(m, 2) — 3(Bz, 7)}, 
则 容易 验证 p 是 互 上 的 正定 泛 函 . 令 
Sz = Bz + (m, x)m, 
则 5 为 五 上 正 对 称 迹 算 子 . 在 互 上 定义 范 数 ‖ -| 如 下 : 
上 zl = 11SY?z|| = (Bo, 2) + (m, 2)2)1?. 


显然 p(z) 在 zx = 0 处 关于 范 数 外 |, 连续 ， 故 由 定理 9.2.4 知 p 为 
妃 上 某 一 Borel 概率 测度 的 Fourier 变换 .显然 在 测度 1 下， 对 
一 切 z € 态 , (z,:) 服从 均值 为 (m, zx), 方差 为 (Brz,z) 的 Gauss 分 
布 ， 于 是 依 定义 4 为 Gauss 测度 ， 定 理 证 毕 . 


9.5 Banach 空间 上 的 Gauss 测度 


现在 我 们 转向 研究 Banach 空间 上 的 Gauss 测度 . 首先 引进 
柱 集 及 柱 测度 等 基本 概念 . 

设 X 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， X* 为 其 对 偶 空间 ， 我 们 用 
上 | 和 xy 分 别 表示 X 和 X* 上 的 范 数 , 并 用 (.，) 表示 X x XX* 
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上 的 典 则 双 线 性 型 ， 令 下 (X*) 表示 X* 的 有 限 维 线性 子 空间 的 全 
体 ， 对 给 定 K€ 下 (X*), 我 们 称 形 如 


C={fze 和 (ce 加 (加 )E 本 (9.5.1) 


的 集 为 以 KK 为 底 的 柱 集 , 这 里 mn > 1, 五 为 及 "的 Borel 子 集 ， 
01 ,yn & 长. 我 们 用 C(K) 表示 由 以 为 底 的 柱 集 在 X 上 生成 
的 o 代数 . 令 
R(X)= 人 cA), (9.5.2) 
KEF(X*) 

则 R(X) 为 代数 . 

9.5.1 引 理 ” 设 XX 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， 则 co(R(X)) = 
B(X). 这 里 8(X) 为 X 的 Borelo 代数 . 

证 首先 , 显然 有 o(R(X)) C 8(X). 由 于 X 为 可 分 距离 空间 . 
每 个 开 集 可 表 为 可 数 个 闭 球 的 并 . 因此， 为 证 o(R(X)) = B(X)， 
只 需 证 每 个 闭 球 属于 o(R(X)). 设 3S = {z|llz -zol < 7}, 其 中 
zo € 六 ,7 > 0. 令 {an} 为 X 的 可 数 稠 子 集 ， 由 Hahn-Banach 定 
理 , 对 每 个 n> 1, 存在 zn < X"*, 使 得 ||zn|x* = 1 (an, zn) = Danl|. 
令 Oo 

下 二 /|{z ex | |(z — zo, zn)| < 7}. 


n=1 
显然 SCT,TEeo(R(X)). 往 证 S$=T. 如 果 z 5, 即 jz 一 zol| = 
71 之 7 则 存在 某 个 7， 使 得 |z 一 Y0 一 an|| < (ri 5 7)/2. 这 时 必 有 
lon| > (m1 十 7)/2, 且 有 
|(z — Zo, zn)| > |(an, zn)| 一 | 人 z 一 2zZo 一 an, Zn)| 


>lanl lz — zo—anl>r. 
这 表明 x 4 T. 于 是 Tc 5. 最 终 有 5 = Teo(R(X)). 证 毕 . 
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”9.5.2 定义 设 为 尼 (X) 上 的 非 负 集 函 数 ， 如果 J(X) = 1 
且 对 一 切 K€ 下 (X*), 4 限于 o- 代数 C(K) 为 一 测度 , 则 称 为 
上 的 柱 (概率 ) 测度 . X 上 的 复 值 函 数 f, 如 果 存 在 某 个 K € 天 (X*)， 
使 得 f 关于 C(K) 为 可 测 ， 则 f 称 为 柱 函 数 . 

有 界 柱 函数 f 关于 柱 测 度 4 的 积分 是 有 意义 的 ， 只 要 把 柱 测 
度 看 成 使 f 可 测 的 o- 代数 C(K) 上 的 测度 .我们 用 fx f(z)p(dz) 
表示 这 一 积分 ， 特别 ， 对 柱 测度 y, 我 们 可 令 


7 / cia) j(dr), z € X*, (9.5.3) 
X 


称 及 为 44 的 特征 泛 函 . 

显然 ， 柱 测度 的 特征 泛 函 是 X* 上 的 连续 正定 泛 函 ， 反之, 设 
9 为 XX* 上 的 连续 正定 泛 函 ， 且 yp(0) = 1, 则 存在 唯一 的 柱 测度 ， 
使 得 2 为 4 的 特征 泛 函 . 

一 个 自然 的 问题 是 : 什么 样 的 柱 测度 可 以 扩张 成 为 X 上 的 一 
Borel 测度 ? 下 面 我 们 将 对 一 种 特殊 情形 回答 这 一 问题 . 这 一 特殊 
情形 是 Banach 空间 X 是 某 个 实 可 分 Hilbert 空间 互 关于 某 个 
较 弱 范 数 的 完备 化 ,而 X 上 的 柱 测度 是 由 互 上 的 某 个 柱 测度 “ 提 
升 ” 得 到 的 . 

设 五 为 一 实 可 分 Hilbert 空间 ,我们 用 (.) 及 | .| 分 别 表示 
妃 中 的 内 积 及 范 数 , 设 上 -| 为 五 上 的 另 一 范 数 ， 满足 如 下 条 件 : 
存在 一 常数 c > 0, 使 得 ||z|| < clz|. 这 时 ， 我 们 说 范 数 上 .| 比 范 数 
| | 弱 . 令 生 为 五 关于 范 数 外 | 的 完备 化 则 筷 为 一 可 分 Banach 
空间 ， 且 可 视 为 X 的 一 线性 子 空间 .我 们 将 五 的 对 偶 玉 * 与 五 
等 同 起 来 ， 则 X 的 对 偶 空 间 X* 可 以 视 为 五 的 如 下 子 集 : 


Xx*= {yeH| sup |(z,Y)| < co (9.5.4) 
ZE 已 ,||z||=1 


我 们 用 (，) 表示 X x X* 上 的 典 则 双 线 性 型 ， 则 (，) 在 玉 x XX* 
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上 与 内 积 (，) 吻合 ， 即 有 


(z,9) = (2,Y), VreH,yeX". (9.5.5) 


我 们 用 F(X*) 及 大 (五 ) 分 别 表 示 X* 及 瑟 的 有 限 维 子 空间 全 
体 ， 由 于 下 (X*) C 下 (HH), 且 对 每 个 K€ 下 (X*), 若 以 Cx(K) 及 
CH(K) 分 别 表示 以 天 为 底 的 柱 集 在 X 及 五 上 生成 的 o 代数 ， 
则 cxC8) mn 互 c Cr(E). 因此 ， 我 们 有 R(X)n HC RH). 这 样 
一 来 , 对 互 上 的 每 个 柱 测度 几 我 们 可 以 定义 式 上 的 一 柱 测度 必 
如 下 : 

w(0)= uCNH), CeR(X), (9.5.6) 


我 们 称 居 为 4 到 关上 的 提升 . 显然 ， 对 z EX*, 我 们 有 让 (7) = 
A(z). 这 表明 je 的 特征 泛 函 是 4 的 特征 泛 函 在 X* 上 的 限制 . 今 
后 我 们 用 (五 ,X,w) 表示 上 面 引进 的 Hilbert 空间 、 Banach 空间 及 
万 上 的 柱 测度 ， 并 称 它 为 基本 三 元 组 . 在 回答 前 面 提出 的 问题 之 
前 ， 我 们 还 需要 引进 可 测 范 数 概念 ， 它 是 Gross 在 [3] 中 最 早 提出 
的 . 

下 面 我 们 用 P 表示 互 中 有 限 维 ( 正 交 ) 投影 算 子 全体 ， 对 
PeP, 令 f(z)=||Pzll, zeE 日 , 则 fF 是 五 上 的 柱 函 数 . 

9.5.3 定义 设 (HH,|:|) 为 一 Hilbert 空间 ， 人 为 互 上 的 柱 
测度 ， | .| 为 瑟 上 的 另 一 范 数 ， 且 比 范 数 | .| 弱 ， 如 果 对 于 每 个 
<e > 0, 存在 Pe EP， 使 得 对 任何 与 忆 正 交 的 Pe 刀 有 


Hz e 瑟 | 1Pzll >e} < se， 


则 称 上 | | 关于 / 可 测 . 
9.5.4 定义 设 风 为 吾 上 的 柱 测度 . 如 果 f(z) = exp{ 一 让 lz 
则 称 /为 五 上 的 (标准 )Gauss 柱 测度 . 


显然 ，4 为 Gauss 柱 测度 ， 当 且 仅 当 对 一 切 Pe P, pe P-i 
为 P( 瑟 ) 上 的 Gauss 测度 . 

下 一 定理 是 著名 的 Gross 定理 ( 见 Gross, L., Abstract Wiener 
spaces, In: Proc. Fifth Berkeley Symp. Math. Stat. Probab. I1, Part 
1, Univ. California Press, Berkeley, 1965, 31-41.), 下 面 的 简化 证 明 
是 Kallianpur 在 Z. Wahr. verw. Gebiete 17(1971): 113-123 中 给 出 
的 . 

9.5.5 定理 ” 设 (有 H,X,1) 为 一 基本 三 元 组 .如 果 几 是 Gauss 
柱 测度 ， 且 范 数 上 .| 为 上 可 测 的 ， 则 六 到 X 上 的 提升 we 可 以 扩 
张 成 为 X 上 的 Borel 测度 ， 称 它 为 六 上 的 Gauss 测度 . 

证 令 {én} 为 某 个 概率 空间 (9, 开 ,和 ) 上 的 一 列 相互 独立 的 标 
准 正 态 随机 变量 . 由 范 数 | .|| 的 六 可 测 性 ， 存 在 互 的 一 列 有 限 维 
正 交 投影 {P,}, 使 得 P, 7(7 为 恒 等 算 子 ) 且 对 任何 与 已 正 交 的 
PeP 有 

xr{zEH||Pz|| >2 7"} <27". 


我 们 可 以 选取 互 的 一 组 标准 正 交 基 {e%}, 使 得 {e1,…,en} 为 
Px( 瑟 ) 的 标准 正 交 基 . 令 


mi(w) = 2 6i(o)e ， 


则 我 们 有 
Nk+1 一 7 = >», é€j(wW)e; . 


j=ng+tl 


由 于 Periz — Por = jt 41(T, ei)e;, BL VE € B(R™er—"s), 


和 {w | (éns+1(w), CE ) nk (w)) E Ep} 
=u{zEH | ((eni +1, 72) WA (ens11, 7)) E E)}, 
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于 是 有 
—k —k 
Mo — ml > 2-*) = pf EH| Pz- Perl > 2*} <2™*. 


因此 ， {mx} 依 概率 收敛 于 一 X 值 随机 元 7. 令 v 为 7 的 分 布 ， 即 
v 二 入 on-!, 则 对 每 个 z € X*， 


90) = ees) = eA) 
= lim [sp{i Dt) da) 
oo 


二 有 一 e-lz|/2 二 F(z) 
这 表明 jw* 与 v 在 R(X) 上 一 致 ， 即 “为 wr* 的 扩张 . 

9.5.6 定义 ” 设 关 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， 风 为 X 上 的 
Borel 概率 测度 , 如 果 对 一 切 ze X*, (,z) 为 上 的 零 均值 正 态 随 
机 变量 ， 则 称 几 为 X 上 的 对 称 Gauss 测度 . 这 时 称 (X, B(X), 4) 
为 Gauss 测度 空间 . 加 网 

设 (X,B(X),m) 为 Gauss 测度 空间 ， 互 为 一 了 ilbert 空间 , 它 
在 X 中 笛 ，X 的 范 数 | .| 限于 互 比 互 的 Hilbert 范 数 | :| 弱 ， 
这 时 将 五 的 对 偶 空 间 与 吾 等 同 ， 则 X 的 对 偶 空间 X* 可 视 为 刀 
的 子 集 ， 若 /的 特征 泛 函 A(z) = exp{ 一 起 z|},，z < X*, 则 称 三 元 
组 (H,X, 1) 为 一 抽象 Wiener 空间 . 

最 后 我 们 以 有 关 Banach 空间 上 对 称 Gauss 测度 的 Fernique 
定理 结束 这 一 节 . 

9.5.7 定理 ” 设 B 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， 4 为 (EB,B(E)) 
上 的 对 称 Gauss 测度 ， 则 存在 和 > 0, 使 得 


上 exllzl up(dz) < oo . (9.5.7) 
E 


证 设 X,Y 为 某 个 概率 空间 (9, 大 , P) 上 的 两 个 独立 巨 值 随 
机 元 ， 其 分 布 都 是 /人 . 令 

~ 1 ~ 1 
容易 看 出 ， 芝 与 Y 相互 独立 且 其 分 布 仍 为 1. 设 t> s > 0, 则 有 


已 (| 区 | < s)P(IXI| >#) = P(IYI < s)P(UIXI >#) 
_ /NX -YI IX+Yl 
时 人 < jr . ) 


| dee 
=P[— ~<s,——— >t 
( 2 
< P(X -YI |< vas, IX + Yl > vat) 
t 一 


- 3 t—s 
<P[IXI|>— ,YI > 一 一 
sP(Ixl> ,IY > 过 


(Xe 


E [P(x > 2) ， (9.5.8) 
固定 ">0. 令 to0=7, 如 HL = 二 7 十 V2tn,n 1, 定义 


.dl Be 
"PRPS 
则 由 (9.5.8) 式 得 到 


wt) = PXI > r+ Von) 
7 

PUIX) >) 

> P(X <7) 


n=0,1,2,... 


2 
= on(r) ,n=0,1,2,. 


于 是 有 
an(7) < exp{2n log ao(7)}, 1 = 0,1,..: 
此 外 ， 由 于 (VD™tr > 刀 , 故 有 
POUIXI > (VBrt4n) < PXI > 如) = an(JPUXI < 7) 


< exp{2nlog ao(r)} ”二 0, 1, 2,.…- 
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使 得 


因此 ， 对 入 > 0, 令 
Di = {rEB|(Va)"tr < zl < (V2)™ Sr}, 
我 们 有 
Mlzl? rd = 守 Mial (dz) 
人 “ 本 2 


n=0 


< 和 PXI > (VI) exp{Ar?2"+5} 


n=0 


< Dexp{2n(log oo(r) + 32A7)} ， 


n=0 


先 取 7 充分 大 , 使 P(XI| >7) <e-1P(IIX| < "), 再 取 ^ 充分 小 ， 


P(XI >7) 2 
log -一 一 一 十 32X7” < 一 1， 
8 P(X <7) 
由 于 2n < 2", 故 有 
1 
r2 © 
定理 证 毕 . 
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在 21 世纪 上 曙光 初 露 , 中 国 特技、 教育 面临 重大 改革 和 莲 砖 
发 展 之 际 ,《 中 国 科 学 院 研究 生 教学 共 书 》 一 一 这 套 凝 聚 了 中 国 科 
堂 院 新 老 科 学 家 研究生 导 师 们 多年 心血 的 研究 生 教 材 面 世 了 . 相 
信 这 套 从 书 的 出 版 ,会 在 一 定 程 度 上 缓解 研究 生 教材 不 足 的 困难 ， 
对 提高 研究 生 教 育 质量 起 着 积极 的 推动 作用 . 

21 世纪 将 是 科学 技术 日 新 月 蜡 , 迅猛 发 展 的 新 世纪 ,科学 技 
术 将 成 为 经 济 发 展 的 最 重要 的 资源 和 不 竭 的 动力 ， 成 为 经 济 和 社 
会 发 展 的 首要 推动 力 其. 世界 各 国之 间 综 合 国 力 的 综 争 ， 实 质 上 
是 科技 实力 的 竞争 ， 而 一 个 国家 科技 实力 的 决定 因素 是 它 所 拥有 
的 科学 人 才 的 数量 和 质量 , 我 国 要 想 在 21 世纪 顺利 地 实施 “科教 
兴国 ”和 “可 持续 发 展 ” 战 略 ， 实 现 小 平 同志 规划 的 第 三 步 战 略 
目标 一 一 把 我 国 建 设 成 中 等 发 达 国 家 ， 关 键 在 于 培养 造就 一 支 数 
量 宕 大 、 素 质 优 恨 、 结 构 合 理 ， 有 了 能力 参 与 国际 竞争 与 合作 的 科 
技 太 军 . 这 是 摆 在 我 国 高 等 教育 面前 的 一 项 十 分 繁重 而 光荣 的 战 
略 任务 . 

中 国 科 学 院 作为 我 国 自然 科学 与 高 新 技术 的 综合 研究 与 发 展 
中 心 ， 在 建 院 之 初 就 明确 了 出 成 果 出 人 才 并 举 的 办 院 守旧 ， 长 期 
坚持 走 科研 与 教育 相 结 合 的 道路 ， 发 挥 了 高 级 科技 专家 多 ， 科 人 研 
条 件 好 , 科研 水 平 高 的 优势 ,结合 科研 工作 , 积极 培养 研究 生 ; 在 
出 成 果 的 同时 ， 为 国家 培养 了 数 以 万 计 的 研究 生 ， 当 前 ,中国 科 
学 院 正在 按照 江泽民 同志 关于 中 国 科学 院 要 努力 建设 好 “三 个 基 
地 ”的 指示 、 在 建设 具有 国际 先进 水 平 的 科学 研究 基地 和 促进 高 
新 技术 产业 发 展 基 地 的 同时 ， 加 强 研究 生 教育 ， 努 力 建设 好 高 级 
人 才 培 养 基地 ， 在 房 焦 起 发 展 我 国 科学 技术 及 促进 高 新 技术 产业 


发 展 重任 的 同时 ,为 国家 源源 不 断 地 培养 输送 大 批 高 级 科技 人 才 . 
质量 是 研究 生 教 育 的 生命 ， 全 面 提高 研究 生 培 养 质量 是 当前 
我 国 研究 生 教 育 的 首要 任务 研究 生 教 材 建设 是 提高 研究 生 培 养 
质量 的 一 项 重要 的 基础 性 工作 ， 由 于 各 种 原因 ， 有 目前 我 国 研 究 生 
教材 的 建设 滞后 于 研究 生 教 育 的 发 展 ， 为 了 改变 这 种 情况 ， 中 国 
科学 院 组 织 了 一 批 在 科学 前 沿 工 作 ， 同 时 又 具有 相当 教学 经 验 的 
科学 家 撰写 研究 生 教材 ， 并 以 专项 资金 资助 优秀 的 研究 生 教材 的 
出 版 . 希望 通过 数 年 努力 , 出 版 一 套 面 向 21 世纪 科技 发 展 , 体现 
中 国 科学 院 特 色 的 高 水 平 的 研究 生 教 学 丛书. 本 丛书 内 容 力求 具 
有 科学 性 、 系 统 性 和 基础 性 ， 同 时 也 兼顾 前 沿 性 ， 使 阅读 者 不 仅 
能 获得 相关 学 科 的 出 较 系统 的 科学 基础 知识 ， 也 能 被 引导 进入 当 
代 科 学 研究 的 前 沿 . 这 套 研 究 生 教学 革 书 ， 不 仅 适 合 于 在 校 研 究 
生 学 习 使 用 ， 也 可 以 作为 高 校 教师 和 专业 研究 人 员工 作 和 学 习 的 
参考 书 、 . 
“桃李 不 言 ， 下 自 成 蹊 . ”我 相信 ， 通 过 中 国 科学 院 一 批 科学 
家 的 辛勤 糙 耘 ,《 中 国 科 学 院 研究 生 教学 丛书 》 将 成 为 我 国 研究 生 
教育 园地 的 一 从 鲜花 , 也 将 似 润 物 春雨 , 滋养 区 天 学 子 的 心田 , 把 
它们 引 向 科学 的 苞 堂 ， 不 仅 为 科学 院 ， 也 为 全 国 研究 生 教 育 的 发 
展 作出 重要 贡献 . 


也 = 
用 


测度 论 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 的 主要 葛 基 人 是 法 国 
数学 家 Lebesgue(1875 一 1941). 受 他 的 老师 Borel 关于 容重 研究 的 
深刻 影响 , 他 在 1902 年 的 论文 和 积分 . 长 度 与 面积 效 中 , 首次 把 
加 中 的 长 度 和 面积 概念 推广 为 一 般 Borel 集 的 Lebesgue 测度 ,并 
定义 了 可 测 函 数 关 于 Lebesgue 测度 的 积分 . 他 用 累 次 积分 计算 重 
积分 的 结果 后 来 被 Fubini(1907) 完善 为 一 般 的 定理 . Radon(1913) 
进一步 研究 了 吏 ' 中 在 紧 集 上 为 有 穿 的 一 般 Borel 测度 (Radon 消 
度 ). 抽象 可 测 空 间 上 的 测度 和 符号 测度 概念 是 Fréchet(1915) 最 先 
提出 的 。 Radon-Nikodym{1930) 给 出 了 逢 号 测度 为 一 示 定 积分 的 
充 要 条 件 (Radon-Nikodym 定理 )， 在 早期 的 测度 论 发 展 史 中 ， 积 
分 概念 的 两 个 推广 值得 一 提 . 其 一 是 Daniell(1918) 从 一 类 函数 上 
的 正 线 性 泛 函 出 发 研究 了 测度 和 积分 ; 其 二 是 Bochner(1933) 和 
Pettis(1938) 定义 了 Banach 空间 和 值 函数 关于 测度 的 积分 ,到 本 世 
纪 30 年 代 ， 测 度 与 积分 理论 已 趋 于 成 熟 ， 并 在 概率 论 ， 泛 证 分 
析 和 调和 分 析 中 得 到 广泛 应 用 . 例如 ， Kolmogorov(1933) 从 测度 
论 观 点 出 发 创立 了 福 率 公理 化 体系 ， 为 现代 概率 论 蓝 定 了 数学 基 
础 .其 中 非常 重要 的 条 件数 学 期 齐 概 念 就 汪 于 测度 论 中 的 Radon- 
Nikodym 定理 ， 随 着 时 间 的 推荐 ， 测 度 论 在 数学 中 的 基础 性 地 位 
宣 来 您 显示 出 来 . 50 年 代 以 后 发 展 起 来 的 无 穷 维 空间 中 的 测度 
和 沪 函 积分 成 了 研究 量子 物理 的 重要 手段 和 工具 . 

本 书 是 为 概率 统计 专业 和 其 它 数 学 专业 约 研 究 生 编写 的 一 部 
测度 论 教材 ， 它 的 前 身 是 作者 的 安 测度 与 积分 兆 ( 有 陕西 师 太 出 版 
社 ， 1988). 这 里 改正 了 原 书 中 出 现 的 错误 ， 并 对 原 书 的 第 五 章 逢 
了 较 大 修改 ， 还 在 第 三 章 、 第 六 章 玉 第 七 章 中 增加 了 车 于 新 的 内 
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次 . 全 书 内 容 分 为 三 个 部 分 : {1) 一 至 四 章 介 绍 一 般 可 测 空 间 中 
的 测度 与 积分 ， 这 一 部 分 内 容 与 通常 测度 论 教 村 大 体 相 当 ， 但 第 
三 章 中 的 Daniell 积分 、Bochner 积分 和 Pettis 积分 以 及 第 四 章 中 
的 Tulcea 定理 在 通常 测度 论 教材 中 是 不 易 找 到 的 . (2) 第 五 章 系 
搞 、 完 整地 介绍 了 .Hausdorf 空间 中 的 测度 和 积分 . 这 一 部 分 内 容 
对 初学 者 有 一 定 难 度 ， 教 师 在 讲授 时 可 以 跳 进 它 .。 (3) 第 六 章 介 
绍 育 其 测 度 的 绥 收 效 和 淡 收 化 的 主要 结果 ; 第 七 章 介绍 与 测度 论 
有 关 的 概率 论 基础 知识 、 如 条 件数 学 期 彰 ， 正 则 条 件 概 率 ， 一 至 
可 积 性 ， 本 性 上 确 界 ， 解 析 集 及 经 典 蒜 论 等 ， 这 一 部 分 内 容 是 专 
门 为 概率 统计 专业 的 研究 生 设 计 的 ， 在 对 其 它 数学 专业 的 研究 生 
讲授 时 可 以 略 去 .本 书 几 乎 每 一 节 帮 附 有 一 定数 量 的 习题 ， 其 中 
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第 一 章 集 类 与 测度 


$1 集合 运算 与 集 类 


集合 是 现代 数学 的 最 基本 的 机 念 之 一 .任何 一 组 彼此 可 以 区 
别 的 事物 便 构 成 一 个 集合 ， 在 测度 论 中 ， 我 们 通常 在 某 一 (或 某 
些 ) 给 定 的 集合 ( 称 为 空间 ) 中 讨论 问题 

1.1 令 吕 为 一 给 定 的 非 空 集合 , 其 元 豪 以 记 之 . 设 4 为 gm 
的 子 集 ， 我 们 用 we 4 或 w 关 A 分 别 表示 ww 属于 4 或 不 属于 4 
不 含 任何 元 素 的 集 称 为 空 集 , 以 0 记 之 . 我 们 用 4 了 或 BcA4 
表示 B 是 4 的 子 集 ， 用 


ANMB, AUB, A\ BAAMD 
分 别 宪 示 丰 与 昌 的 交 、 间 、 差 和 对称 差 , 即 


ANB={Iw:weA HweB}, AUB={w: we 或 we Bl}, 
A\B={w: weAHwg B}, AAB= (A\B)U(B'\A). 


我 们 用 A° 表示 QQ \ A, 并 称 4° 为 4A( 在 锡 中 ) 的 余 集 , 于 是 有 
六 \ 吕 = ANMB*. 有 时 也 用 4B 表示 AmB., 车 mB=8$8, 称 4 与 
妃 志 不 相交 . 显然 有 4na4e = 四 4u4=D 

1.2 集合 变 和 并 运算 满足 恕 下 的 交换 律 、 分 配 律 及 结合 律 : 


ANB= BNMA, AUB= BUA. 
{AUBINC= (ANCOU(BNO), 
ANB)IUC=(AUCO NBUO):; 
(ANBINC= AN(BNMOY, (4AUBIUC= AU(BUOY. 
此 外 ， 它 们 关于 余 集 运算 有 如 下 的 de Morgan 公式 : 
(ANBY = A:UB:, (A4UB):= ANB:, (A = A. 


1.3 以 Q 的 某 些 子 集 为 元 素 的 集合 称 为 (2 上 的 ) 集 类 . 今 
后 ， 如 无 特别 说 明 ， 总 假定 集 类 是 非 空 的 ， 即 至 少 合 一 个 元 素 (可 
以 是 空 集 ) 设 [A;, iE 了 为 一 集 类 ， 其 中 了 为 指标 集 , 它 用 以 给 
集 类 元 素 “编号 ", 则 可 如 下 定义 集 类 中 元 素 的 交 与 并 : 


门生 = 世 : we 4 对 一 切 ie 及 ， 
FE 
【4;= {ww: we 4d;, 对 某 一 i € 中 ， 
tI 
我 们 有 相应 的 交换 律 、 分 配 律 、 结 合 律 及 de Morgan 公式 ， 

14 设 {4%, n> 1} 为 一 集合 序列 .车 对 每 个 %n, 有 An CC 
| (相应 地 ， .4 _ 六。+1)， 则 称 (A,.) 为 单调 增 !( 相 应 地 ， 单调 
降 }. 二 者 统称 为 单调 列 . 对 单调 增 或 单调 降序 列 (4,), 我 们 分 别 
令 亿 = U, A 或 及 = 门 , An, 称 | (4,) 的 极限 ， 通常 记 为 
4 4 或 4 4 有 4 一般 地 ， 对 任 一 上 集 列 (A,), 令 


[mm Lm Lm | | 


分 别称 其 为 (4 的 上 极限 和 下 极限 . 显然 有 
limsup An = {o: w 属于 无 穷 多 个 4A,】， 
lim inf 4 二 {w : w 至 多 不 属于 有 限 多 个 4 
从 而 恒 有 lim inf 4。 C limsup AAn， 车 lim inf A, 二 ]im sup A4n， 称 
(4。) 的 极限 存在 , 并 用 lim A 表示 (4n) 的 极限 ( 即 令 lm 4 = 
lim inf A = lim sup An,). 
1.5 设 {4%,, nn 之 1} 为 一 集 列车 (4%,} 两 两 不 相交 ( 即 mm 天 


m 字 am am == 国 , 则 常用 实 4 表示 LU 4a. 车 有 工 , 4 = 有， 
称 {An, n> 1]} 为 旬 的 一 个 划分 


"+ 


对 任 一 集 列 {45), 令 
盏 | = A, Bs = AnAT..-A® 


nn—11 


n> 区， 


则 {B。ny> 1} 中 集合 两 两 不 相交 ， 且 有 ,B= ,An. 这 一 
将 可 列 并 表示 为 可 列 不 交 并 的 技巧 是 很 有 用 的 . 

1.6 设 C 为 一 集 类 (约定 是 非 空 的 ). 如 果 A,BeC= ANMB Ee 
CC 从 而 Ai, Az A EC Alds.-. ,An € 2), 称 上 对 有 限 区 封 
闭 . 如 果 An E Cn 之 1 地 门 , An€ C0, 称 C 对 可 列 交 封 闲 . 类 似 可 
定义 “对 有 限 并 封闭 ”及 “对 单调 极限 封闭 ”等 概念 ， 令 


c= {Na : zhe ci ben), 
-一 


则 cny 对 有 限 交 封闭 ， 我 们 称 Cny 为 用 有 限 交 运算 封闭 C 所 得 的 
集 类 ， 类 似 地 ， 我 们 用 


Cu Caf, Cs, Cr， Cao 


分 别 表 示 用 有 限 并 、 有 限 不 奖 并 、 可 列 交 、 可 列 并 及 可 列 不 交 并 
封闭 C 所 得 的 集 类 . 此 外 ， 我 们 用 Cnruyr 表示 (CnpFjur, 用 Cos 表 
示 (Cs)s. 今后 常用 这 些 记号 ， 读 者 应 熟悉 并 牢记 它们 . 

1.7 命题 设 上 为 一 集 类 ， 则 有 如 下 结论 :， 

(1) Cnpuyf = Cyupnf 

(2) 车 C 对 有 限 交 封闭 ， 则 Cup,Czy,Co 及 Czo 证 然 ， 

- (3) 车 C6 对 有 限 并 封闭 ， 则 Cny 及 Cs 亦 然 . 

证 直接 从 集合 的 交 和 并 的 分 配 律 推 得 . 

现在 我 们 用 对 集合 运算 的 封闭 性 来 划分 不 同类 型 的 集 类 , 下 
而 是 测度 论 中 常用 的 一 些 集 类 的 定 尺 ， 

1.8 定 祥 设 C 为 一 集 类 . 

(1} 称 C 为 -类 , 如 果 它 对 有 限 交 封闭 . 

(2) 称 C 为 半 环 , 如 果 6zc, 且 有 


A,BEC= ANBeEeC, A\BeCsy. 


(3 称 C 为 半 代 数 , 如 果 它 是 半 环 ， 且 人 EC- 
(4} 称 C 为 代数 (或 域 ), 如 果 它 对 有 限 变 及 取 余 集运 算 封 财 
{由 此 扒 知 人 eC,8ec, 且 C 对 有 限 并 及 装运 算 封闭 }. 
(5) 称 为 o- 代数 , 如 果 它 对 可 列 交 及 取 余 集运 算 封 妆 (由 此 
推 知 C 对 可 列 并 及 莽 运 算 封闭 ,和 且 Rec,8ec). 
(6) 称 C 为 单调 类 ,如 果 它 对 单调 序列 极限 封闭 ( 即 4 & 
:> 14 十 4 或 4 A AEC. 
(站 ) 称 C 为 入 类 , 如果 它 满足 下 列 条 人 忻 : 
(i Rec; 
[ii ABEC, BCA=A\BEC; 
(iii) A ECN> 1, .44 一 4EC. 
易 知 ， e- 代数 为 和 类 ， 和 类 为 单调 类 ， 
1.9 例 设 瑞 为 实 直线 ( 即 吏 = (一 coyoo]) 令 


1 = {(—o0,0]: a € R}, C3 = {(a,00): a € FR}, 
Cs = {lad : a < ba,be ER), 


则 | CiyC2 及 Cs 为 看 类 ， CUTCGCz LCs 汐 举 环 ， C1 UCz UCs UU {mR} 
为 尘 代 数 . 


习题 
1.10 ，(4AB)AC = 4A(BAC)， 
(4ABInC= (4anC)A(Bmnech 
(Ai U A2)A(BLU Ba Ci {AADBI) UYU (CAA Bl. 


1.11 (liminf Aa)N(limsup Bn,) C limsup(An MB.,). 
机 一 oo yo 和 一 ee 


1.12 对 可 列 不 交 并 封闭 的 代数 为 o- 代数 . 

1.13 车 C 同时 为 代数 和 单调 类 或 同时 为 7- 类 和 入 类 , 则 C 
为 o- 代数. 

1.14 设 口 为 半 代 数 ， 则 5zr 为 代数 ， 

1.15 入 类 定义 中 的 条 件 0 及 人 等 价 于 如 下 二 条 件 : 


() AeC»> AEC; 
(i)’ A,BEC, ANB=8=> AUBELC. 
1.16 设 C 为 一 上 集 类 ,， 日 fec, 令 


o={(M)n (NB) : nm 1,A,B; EC, 
i 一 1 j=1 
] 1 世 各 ， 1 <j<m} 


出 Cc, 且 8 为 半 环 . 特别 车 C 对 有 限 并 及 有 限 交 封闭 ， 则 
{A4mB: ;A,BEC} 为 半 环 . 


§2 单调 类 定理 (集合 形式 ) 


设 {Ci : iE TT) 为 器 上 一 族 集 类 ， 阁 每 个 集 类 Ci; 对 某 种 集 
合 运算 封闭 ， 则 其 交 门 ;Ci 亦 然 ， 于 是 对 名 上 的 任 一 非 空 集 类 6， 
在 在 包含 C 的 最 小 o- 代数 、 最 小 A- 类 和 最 小 单调 类 ， 我 们 分 别 
称 之 为 由 上 生成 的 -代数 、 和 类 和 单调 类 , 并 分 别 用 otC), A(C) 和 
rt) 记 之 . 我们 恒 有 mm 人 (EC A(C) C olC). 本 节 主 要 研究 在 他 人 么 
条 件 下 有 m(C) = olC) 或 AC) = ctC) 

2.1 定理 设 C 为 一 集 类 . 

(1) 若 C 为 代数 ， 则 m(C) = oC). 

(2) 符 C 为 一 7- 类 ， 则 ACY) = alC). 

证 (1)} 令 

= {AEme}: A emC), ANBE mC),vB ecl)}, 
则 Cc 69i, 且 91 为 单调 类 ， 天 91 = mt(C). 令 
G2 = {AEmC): ANBE mC YB e mc)}, 


则 由 上 所 证 81 = mlC) 知 , CC 一 Gz. 但 62 为 单调 娄 , 珍 82 = mt{C). 
综 上 所 证 ， 我 们 有 
AEmC)= A em(ce); ABEmC) = ANMB Ee m(c), 


即 m(C) 为 一 代数 ， 从 而 rmic) 为 o- 代数 (习题 1.13), 因此 有 
m(C) efC). 但 相反 的 包含 关系 恒 成 立 ， 故 最 终 有 (5) = cfC). 

(2) 的 证 明 类 似 ， 请 读者 自行 完成 . 

此 定理 称 为 单调 类 定理 . 它 表 明 : 为 验证 某 o- 代数 大 中 元 
素 有 某 种 性 质 ， 只 需 验 证 (1) 有 一 生成 下 的 代数 (r- 类 )C, 其 元 
素 有 该 性 质 ，{2) 有 该 性 质 的 集合 全 性 构成 一 单调 类 [相应 地 ， 入 
类 ). 而 这 后 二 者 的 验证 往往 比较 容易 . 单调 类 定理 是 测度 论 中 的 
一 个 重要 的 证 明 工具 . 今后 我 们 将 陆续 给 出 它 的 应 用 . 

作为 定理 2.1 的 一 个 简单 推论 ， 我 们 有 单调 类 定理 的 如 下 更 
有 用 的 形式 . 

2.2 定理 设 C, 丰 为 两 个 集 类 ， 且 Cc. 

(1) 者 上 为 代数 ， 且 下 为 单调 类 ， 则 oftC) c 无 ; 

(2) 者 忆 为 7z- 类 且 下 为 A- 类 ， 则 atC) cc 大 . 

现在 我 们 着 手 推 广 定理 2.1, 即 寻找 使 mt 人] = etc] 或 XC) = 
olC) 的 充 要 条 件 . 细心 的 读者 可 能 已 经 看 出 ， 在 定理 2.1(1) 的 证 
明 中 ， 只 要 上 满足 


AEC= A EmC);, A,BEeC—= ANB Em(O), 
则 定理 结论 仍 成 立 . 于 是 我 们 得 到 定理 2.1 的 下 述 推广 . 


2.3 定理 设 C 为 一 集 类 . 
(1) 为 要 m{C) 二 olC) 必须 且 只 各 : 


AEC= A EmC); ABECH ANMBE mC). 
(2) 为 要 A(C) 二 olC), 必须 且 只 
A BEC= ANB EAC). 


由 此 定理 ， 我 们 还 可 推 得 如 下 的 
2.4 定理 设 C 为 一 集 类 . 
( 为 要 m(C) = olC), 必须 上 且 具 需 : 


AECS AE mC): ABEC AUB EE mC). 


(2) 为 要 XA(C) = ol0), 必须 上 且 只 需 ， 


A,BEC= AUBEAC). 


证 令 D = {4 : A & CC}, 则 由 定理 2.3, 分 别 在 (1) 及 
(2) 的 条 件 下 推 得 m(DP) = cc 人 了) 及 A(D) = olD)， 我 们 分 别 有 
m(D) Cm(C)( 因 人 DC m0)) 及 和 (D) = 和 (C) (请 读者 自行 验证 ); 故 
定理 中 条 件 的 充分 性 得 证 . 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 

上 述 两 个 定理 过 于 一 般 ， 实际 难 于 应 用 ， 但 它们 的 下 述 推论 
是 有 用 的 (例如 见 下 面 的 重 2.6 及 定理 6.3). 需要 指出 ， 如 果 不 首 
先 建立 定理 2.3 及 2.4, 那么 是 不 易 发 现 定理 2.5 的 . 

人 定理 设 C 为 一 集 类 .车 它 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 有 mm(c) = 

[ra > 

(1} A, Bec= ANBec, AecCc= A erLs; 

(2) A, BecC= AUBecC, AeCo A ELy. 
(关于 记号 Cs 及 Co 见 1.6) 

证 车 C 对 有 限 交 封闭 则 Cs C mlC); 车 C 对 有 限 并 封闭 ， 
则 Co C m(C). 因此 条 件 (1) 及 02) 分 别 蕴含 定理 2.3 及 2.4 的 {1) 
中 条 忻 ， 定 理 得 证 . 

2.6 例 设 基 为 一 距离 空间 ， 下 表示 XX 中 闭 集 全 体 ，9 表示 
芒 中 开 集 全 体 . 显然 有 c( 开 ) = o(9), 我 们 称 它 为 的 Borelo- 代 
数 , 记 为 如 (和 ) 显然 9 及 大 分 别 满足 定理 2.5 的 条 件 (1) 及 (2), 于 
是 我 们 有 m( 玉 ) = m9) = B(X), 但 这 一 结果 并 不 能 从 定理 2.1 推 
得 .由 此 可 见 ， 我 们 将 经 典 的 单调 类 定理 进行 推广 是 有 意义 的 . 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 引进 可 分 c- 代数 及 原子 概念 ， 

2.7 定 湾 设 丰 为 一 o- 代数 . 称 示 为 可 分 的 (或 可 数 生成 
的 ), 如 果 存 在 大 的 一 可 数 子 类 CC, 使 得 ol(C) = 大. 

注意 ， 可 分 o- 代数 的 元 素 未 必 是 可 数 多 个 . | 

由 习题 1.16 及 1.14 易 知 : 车 下 可 分 ， 则 存在 一 代数 5, 其 元 
素 个 数 至 多 可 数 ， 使 得 o(C) = 工 . 


一 HH 


2.8 定 党 设 天 为 只 上 的 一 e- 代数， 对 任 一 weEQ2, 令 


£,={BEeF: weB), A(w)= {| 8, 
. 五 二天， 
称 A(w) 为 含 的 原子 . 
(上 设 ww en, 则 或 者 A(w) = Atwn), 或 者 Alwj Alw') 一 
(2) 设 下 可 分 ，C 为 生成 三 的 可 数 代 数 . 对 任何 w E ge, 令 
C= {BEC: we B}, MM 有 


= [| B. 


BEC, 


习题 
2.9 设 C 为 0 上 的 一 集 类 ， ACAN. 令 


ANcCc= {ANB: Bec) 
(这 一 记号 以 后 常用 到 ), 并 用 caft4mC) 表示 4mC( 视 为 4 上 集 类 ) 
在 4 上 生成 的 =- 代数 ， 则 有 
va(ANC) = ANao(c). 
对 m{C) 、A(C) 亦 有 类 似 结 果 . 
2.10 现下 为 全 土 的 一 o- 代数 ， C= {41,A2,…|} 为 全 的 


一 个 可 数 划分 ( 即 A n A = 而 nn 关 1m, 开 。 A = 人 0), 则 对 任何 
Be ol 严 UC), 存在 Bn& ,n= 1,2,… ,使 得 


B= 2 门 A )- 


人 一】 


2.11 设 C 为 一 集 类 ， 则 对 任何 AE ol0), 存在 5 的 可 数 子 类 
D, 使 得 4 € ol(D). 


-和 站 - 


2.12 设 C 为 一 集 类 ， 则 对 任何 4 Et), 存在 BE Co, 使 得 
BDA (提示 : 令 上 9 表示 具有 所 说 性 质 的 集合 4 全体， 证 明 98 为 


单调 类 ). : 
2.13 设 C 为 一 集 类 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 : 
(1) AUC) = m(C); 


(2)] AEC> mE); A,BEC, ANB=6= AUBE mC). 
2.14 设 C 为 一 集 类 ， 如 果 


A, BecC= AUB ELC, 
则 有 XC) = olCN( 提 示 ; 利用 习题 1,14). 


§ 3 测度 与 非 负 集 画 数 


学 过 实 分 析 的 人 都 知道 ， Lebesgu 硬 测度 是 线段 长 度 概 念 的 延 
伸 (或 更 一 般 地 ， 是 欧 氏 空间 中 面积 或 体积 概念 的 延伸 )， 下面 我 
们 将 要 引入 的 测度 概念 则 是 Lebesgue 测度 的 抽象 化 . 

3.1 定义 设 丰 为 全 上 的 一 ao- 代数 ， 称 序 偶 (人 2, 大) 为 一 
可 测 空间 , 下 中 的 元 称 为 下 -可 测 集 . 设 上 为 定义 于 下 取 值 于 
可 + = M0, oo] 的 函数 如果 jg{ 人 =0 且 jp 有 可 数 可 加 性 或 o- 可 
加 性 , 即 


A EF n>1, ANAn =nm= 


有 [> An) = 2 A(An), 
如 一 】 mt 二 1 
则 称 jy 为 全 上 的 {或 (人 0,F) 上 的 ) 测 度 . 

设 为 可 测 空 间 (9 天) 上 的 测度 ， 称 三 元 组 (9 下, 为 测 
度 空 间 . 若 Am) < eco, 则 称 pp 为 有 限 测 度 , 并 称 (只 ,大 ,由 为 有 限 
测度 空间 . 若 AP) = 1, 则 称 4 为 概率 测度 , 并 称 (0, 下 ,上 4) 为 概 
率 空间 . 若 存在 4, < 大 ,mn > 1, 使 得 (45 二 0, 且 和 使 4(An)<o0 
对 一 切 %n 之 1 成立 (由 1.5 知 ， 可 取 (4 为 全 的 一 个 划分 ), 则 称 
为 o- 有 限 测度 , 并 称 (0, 大 ,4) 为 "- 有 限 测度 空间 . 


设 {0, ,2) 为 一 测度 空间 . 车 4E 开 , 且 HM4)=0 称 4 为 


上 检测 闪 . 如 果 任 何 广 等 测 集 的 子 集 皆 属于 下 , 称 下 关于 pp 是 完 
备 的 , 称 (2, ,4) 为 完备 测度 空间 ， 


为 了 下 地 研 究 测度 的 扩张 的 需要 ， 我 们 引进 一 般 的 非 负 集 函 


数 的 概念 . 设 C 为 任 一 集 类 .定义 于 C 取 值 于 责 + 的 函数 称 为 C 
上 的 非 负 信函 数 . 在 下 面 的 定义 叙述 中 ， 我 们 总 约定 有 EC, 且 非 
负 集 郴 数 上 满足 AI 和 =D 及 单调 性 : 


110: 


A, Bec ACB= pA) < nu(B), 
3.2 定义 设 记 为 C 上 非 贷 集 晒 数 . 
(1) 称 4 为 有限 可 加 的 , 如 果 对 一 切 n. > 2， 
AiEC,l<i<n, 8 4 EC 一 HA Ai = F(4i)， 
1 二 ] i=1 t=1 


(2) 称 4 为 o- 可 加 的 , 如 果 


Ai: EC,i> 1, 3 EC p( VA) = SA) 
i=1 i=1 i=1 
(3} 称 上 & 为 半 o- 可 加 的 , 如 果 
AeC;Ai EC,i>1, 有 AC (4 = uA) < ph 
i1 这: 
(4) 称 上 从 下 连续 , 如 果 


An EC, A TAECS HA) = lim nAn). 


(5) 称 py 从 上 连续 , 如 果 


An EC Asl AEC HEAD) < w= lm Ad) 


(人 6) 称 关 在 由 处 连续 , 如 果 
An EECA 十 gCA1) <00> Him ulAn) = 0. 


(7} 称 4 在 5 上 有 限 , 如 果 对 一 切 4EC 有 jtA}) < oo. 
(8) 称 靖 在 EC 上 c- 有 限 ,如 果 对 任 一 4EcC, 存 在 4 EC,n>1, 
使 得 4 CU An; 且 Ad < ee 对 一 切 m 成 立 . 


这 些 概 念 都 是 可 以 “顾名思义 ”的 ， 读 者 很 容易 记 住 它们 ， 

下 一 定理 概括 了 测度 的 最 基本 性 质 . 

3.3 定理 设 为 可 测 空 间 {天 ) 上 一 测度 ， 则 jy 从 下 连续 
且 从 上 连续 {从 而 也 在 名 处 连续 )- 此 和 外， jy 有 单调 性 及 如 下 的 可 
减 性 : 


A, BEF,AcCB, HetB)<o0w iB A)= p(tB) -— p(A). 


证 单调 性 及 可 减 性 是 显然 的 . 由 语 减 性 及 从 下 连续 性 立刻 推 
得 从 上 连续 性 ， 只 澳 证 此 的 从 下 连续 性 , 设 An E 大 ,二 1 4 十 44. 
为 证 lim _p(4n) = 4(A), 不 妨 设 Yn > 1, 有 jk(An) < oo, 则 有 


pAntl 4) 一 En+1 一 Han)， 
由 于 站 二 岂 ， .4 一 | U> min+i \ A ), 页 有 
Ad =A4i)+ > (hai 一 An = lim plAn). 
1 二 1 


下 一 定理 推广 了 定理 3.3 的 结论 . 

3.4 定理 设 C 为 一 代数 ， 上 4 为 C 上 的 一 有 限 可 加 非 负 集 隔 
数 ， 则 ps 有 单调 性 及 可 减 性 ， 此 和 外， 上 为 o- 可 加 性 从 下 连续 
池 从 上 连续 = 在 名 处 连续 .车 进 一 步 由) < cc, 出 上 述 诸 
条 性 等 价 . 
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证 设 上 从 下 连续 ， 往 证 上 4 为 o- 可 加 的 . 令 A, EC,n>1， 
县 > 1 人 mn = 则 B, = rl A EC, HH Bm tt Yo 好 于 是 
由 的 有 限 可 加 性 及 从 下 连续 性 得 


en 


af An) = ,lim (Dh) = ,lim p37 (4n) = nth 

了 一 】 nn 二 1 
这 表明 上 有 0o- 可 加 性 ， 其 余 结 论 显然 (参见 上 一 定理 的 证 期}. 

下 一 引 理 将 使 我 们 在 许多 场合 把 与 o- 有 和 时 测度 有 关 的 河 题 归 
结 为 与 概率 调度 有 关 揭 问题 . 

3.5 引 理 人 设 点 为 可 测 空 间 (中 ,大 ) 上 的 一 o- 有 眼 测 度 ， 若 
Hf2) > 0, 令 {Ann > 1} 为 人 0 的 一 个 可 数 划分 ,使 得 Yn,A。 Ee 大 ， 
且 0 < pg(An) < oo, 置 


HAN An) 
vA) = 二 和 全 2 ，AEF, (3.1) 
则 上 为 (8, 了 ) 上 的 一 概率 测度 ， 此 外 有 v(4) = 0 jlA) = 0, 并 
且 对 和 任何 4 < 六, 有 


HA) = Iv(ANA A A). (3.2) 
n=1 
证 只 需 证 (3.2), 其 余 结论 显然 .在 (3.1) 中 令 4m A 代替 


4, 得 
HAN A,n,) ‘ 


vA 站 An)} 一 mA 


,由 此 了 立 得 (3.2). 


习题 

3.:8 设 上 为 半 环 和 上 的 一 有 限 可 加 非 负 函数 ， 则 号 有 单调 性 
及 可 减 性 此外, 设 4 ECcn>zldeEec 且 > 4 Cd 则 有 
> pA ) < H(A). 
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3.7 设 (7 <) 为 一 定向 集 ，{jii ED 为 oa- 代数 下 上 的 一 族 
测度 ， 满 足 i<j 地 ji << pj. 令 


H(A)= sup pi(A), AET, 


则 只 为 天 土 的 测度 ， 
3.8 设 (2, 开 ,j) 为 一 测度 空间 ， jp(0) < ec'C 为 生成 下 的 一 
个 代数 ， 则 对 任何 4 < F, 我 们 有 


HtA} = sup{n(B): BEeCs,BC A}=int{fu(B):B ec,BD A}. 


(提示 : 令 9 表示 大 中 使 上 式 成 立 的 集 4 全 体 ， 证 明 8 为 单调 
类 ， 再 利用 单调 类 定理 ) 

3.9 设 [9 天 P) 为 一 有 限 测 度 空间 ，C 为 生成 天 的 一 个 代 
数 . 车 A € 开 , 则 we > 0, 在 在 B EC, 使 得 yl(AA 人 BY <e (提示 ; 
利用 习题 3.8) 


$4 外 测度 与 测度 的 扩张 


本 市 研究 如 何 把 一 半 环 5 上 的 一 o- 可 加 非 抽 集 函 数 扩 张 成 
为 o- 代数 olC) 上 的 测度 ， 通 常 采 用 的 方法 是 外 测度 方法 . 

4.1 定义 令 49) 表示 2 的 所 有 子 集 (包括 空 集 ) 所 构成 的 
集 类 , 设 :为 A(R) 上 的 一 非 负 集 函数 (约定 x( 旨 = 0). 如 果 严 满 
是 如 下 的 次 o- 育 加 性 : 


AiCchn>1= 4 < > Ad 
划 称 jz 为 全 上 的 一 外 测度 . 


下 一 定理 是 测度 扩张 的 基础 . 
4.2 定理 设 上 为 人 上 的 一 外 测度 . 令 


UU={ACN: YDCAN, 有 AD) = (AND + uA ND))}, (4.1) 


1- 


i TT tp PEP EE 


则 刀 为 呈 上 的 一 a- 代数， 且 上 4 限于 为 一 测度 . 我 们 称 只 中 的 
元 素 为 上 可 测 集 . 
证 ”首先 注意 ， 为 要 A EU, 当 且 仅 当 YD C0 


HD) > uAND) + A ND). (4.2) 
设 4,BeEWH 则 由 (4.1) 及 的 次 可 加 性 知 ， YD CU， 


uD} = (AND) + A A ND) 
pAND) + ABNA ND + AB nN AD) 
> jp((AU BIND) + uAUBY NDY. 


这 表明 AUBeEeU. 此 和 外， 由 (4.1) 知 AEM ArEM,- 邦 Hf 为 
一 代数 . 

下 面 证 明 为 o- 代数 ， 且 4 限于 为 一 测度 .为 此 ， 设 
An En>>1, 且 AN An = 外 n 关 mm 则 对 和 任何 局 之 人, 我们 有 有 
(注意 Aik 站 Af_ m:n A? = Ax) 


xD}= pA ND)+ (AIN D) 
= pAIND)+ 2A ND) + a AS NAS ND)=-.- 


= > AAEND)+ (DY ,Ar): ND) 
天 一 二 天 一 二 


> plAs ND) + (As ND). 
上 二 1 二 1 


在 上 式 中 令 n 一 oc, 并 由 的 次 o- 可 加 性 立 得 


uD)> DA(AkND) + A A ND) 
=1 k= 


pC AND) + p((Y Ax) nD). 


乒 一 1 大 二 4 


= 


这 表明 于 > As EU. 此 外 ， 在 上 式 中 令 DD= 2 4 得 


LD Ar) = ,pAx). 
k=1 二 1 


因此 ， 为 一 o- 代数 ， 且 限于 为 一 测度 ， 证 毕 . 
下 一 命题 的 证 明 是 不 足 道 的 ， 压 从 略 . 
4.3 命题 设 C 为 Qf 上 一 集 类 , 且 8eC. 又 设 4 为 C 上 的 一 
半 oc- 可 各 非 负 集 函 数 ， 且 u(8) = 0. 令 


pu*(A) = inf { D7 pA) :Aa ec,AcI] An}, 4C8 (4.3) 
n=]1 t=] 
(这 里 及 今后 ,约定 inf@ 二 -Fo0), 则 pp* 为 合 上 的 外 测度 ,， 且 w* 四 
于 CC 与 上 一 致 、 我 们 称 jy* 为 由 jz 引出 的 外 测度 . 
4. 和 4 合 题 设 上 为 半 环 CC 上 的 一 非 负 案 廿 数 {约定 g( 内 = 喘 ， 
则 为 要 pg 是 go- 可 加 的 ， 必 须 且 只 需 只 为 有 限 可 加 且 半 o- 可 加 
的 . 
证 ” 必 票 性 设 疡 为 o 可 加 ， 显 然 p 为 有 限 可 吉 . 令 A Ee 
C, A E C, nn 之 1, 且 A LU An 往 证 L(A) < 3 | H(An). 令 
Bi=Ai, 盏 ,一 442 ,n>2, 
风 由 半 环 的 定义 知 Bn & CEzif 记 号 见 1.6), 且 有 【| 4 一 > Bn, 从 
而 入 二 (Br, 门 本). 由 于 Bn 门 丰 EE Ca, 故 存 在 Cn,m 二 C,1 < 
m 之 上 k(n); 使 得 
k(n) 
BnNA=Y Cam, n>1. 
TY 一 让 


由 的 可 却 性 推 知 


oo ELT) 


nt) 一 》， > 有 nm 


n 二 1 7 一 1 
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但 由 于 A > Cams An\ Dn Cnm = An N (fn CS im) ecrh 
故 由 只 的 有 上限 可 加 性 易 知 
k(n) 
(An) > 》， HOR om 小 
rm 一】 
因此 有 AKC4) < 2718 此 即 的 半 co- 可 加 性 . 
充分 性 现 设 yx 有 限 可 加 且 半 o- 可 加 . 设 4。e cn > 1 
2nAn = 有 4 EC, 我 们 要 证 岂 肌 = Zn， 由 于 对 一 切 此 
1, AZ hn E cay, 故 由 产 的 有 限 可 加 性 知 上 4) 之 开 *_ plAs). 
但 关 是 任意 的 ， 故 内 4) > mw-12(4n). 再 由 六 的 半 =- 可 加 性 知 
H{4) = Dn L(A45). 证 毕 . 
下 一 引 理 给 出 了 p*- 可 测 集 的 一 个 刻画 . 
4.5 引 理 设 C 为 中 上 的 一 上 集 类 ， 且 8EcC. 又 设 中 为 性 上 的 
一 半 o- 可 加 非 负 和 集 函 数 ， 且 jz( 旭 =0, yp* 为 上 引出 的 外 测度 ， 则 
为 要 4 为 jer- 可 测 集 ， 必 须 且 只 需 对 一 切 CEC, 有 


RCI > pCNA}+ A"(C NAS) (或 者 等 价 地 ， 等 导 成 立 ]，(4.4) 


证 只 需 证 充分 性 . 设 4A CR, 县 对 一 切 CE CC,(4.49 成 立 . 
任 取 品 cC RR 车 py*(D) = 00, 显然 (4.2) 成 立 (x* 代替 jy}. 车 
站] < eco, 则 由 jp* 的 定义 ， 对 任 给 6 > 0, 可 取 An EC,n>1,， 
使 得 LU 4 2 DD, 有 目 记 (D) 富 5_14(An) 一 < 于 是 由 人 和 及 站 
的 次 oa- 可 加 性 有 


D> aA NA tA NA -e 
> A{( (J A.) NA) 二 (Jj a.) n a’) —€ 
> (DNA THDNA) Le 


由 于 6 > 0 是 在意 的 ， 故 有 (4.2) 成 立 (以 pr* 代 下 pj)- 这 表明 4 
为 pj*- 可 测 集 ， 证 毕 . 


“ 


一 引 理 是 应 用 单调 类 定理 的 一 个 典型 例子 ， 我 们 在 讨论 疯 
度 扩 张 的 唯一 性 时 将 用 到 它 

4.6 引 理 设 C 为 上 的 一 7- 类 ，j 及 jez 为 g(C) 上 的 两 
个 有 限 测度 . 车 € C, 且 jm 与 ji2 限于 CC 一致， 则 "jn 与 如 在 
xfC) 上 一 致 . 

证 令 8={t4Ecelcl: Hai= 和 人 4 小 则 出 定理 3.3 知 2 
为 和 A- 类 ,但 依 假 定 ， 有 9 DC, 故 由 单调 类 定理 知 9 > "CC), 从 

9 = el) 证 毕 ， 

下 一 定理 称 为 Carathéodory 测 度 扩 张 定理 . 

4.7 定理 设 C 为 人 上 的 一 半 环 ，& 为 C 上 的 一 o- 可 加 非 
灸 集 隆 数 ， 则 & 可 以 扩张 成 为 otC) 上 的 一 测度 ， 若 进一步 只 在 
CC 上 为 a- 有 限 . 且 9EedcGr, 则 这 一 扩张 是 唯一 的 ， 并 且 扩 张 所 得 
的 测度 在 so(C} 上 也 是 =- 有限 的 . 

证 由 命题 4.4,4 在 C 上 有 半 ce- 可 加 性 . 令 生 为 哺 按 (4.3) 
引出 的 外 测度 ， 令 为 p*- 可 测 集 全 体现 设 A EEC, 往生 Ae. 
对 任何 CE C, 我 们 有 CN 4 = 2;1Bs, 其 中 Bi,:…,B, EE 
C, BiNB; = Bij 于 是 有 


(CN A) < Yu(B,). 
了 一 
但 我 信 有 局 = (Cn A)U 站 Bi, 故 由 六 的 有 限 可 加 性 得 


HC) = pCNA) + SplB 


一 二 


> CNA + CN 4), 


由 引 理 4.5 便 知 4 E . 最 终 我 们 有 ol(C) CH. 令 久 为 pr* 在 olC) 
上 的 限制 ， 则 产 为 ztC) 上 的 测度 .显然 产 与 & 在 C 上 一 致 ， 扼 
立 汐 4 到 olC) 上 的 扩张 . 

现 假 定点 在 C 上 0- 有限 ， 且 eco. 由 于 C 是 半 环 ,不 难 证 
明 存 在 全 的 一 个 可 数 划 分 {An), 使 得 A E CptAn) < co > 1， 
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且 人 = 中) Aw. 设 p1 与 jz2 为 上 到 olC) 上 的 两 个 测度 扩张 ， 
则 由 于 4.mae 为 -类 且 4mece, 故 由 引 理 46 知 ， 与 
2 在 4-mef) 上 一 致 ， 从 而 由 与 p2 在 ol(C) 上 一 致 . 

4.8 定义 ” 设 (RR, 开 ,yj) 为 一 测度 空间 ， 令 


HAA)=inf{a(B): BO A, BETF), ACN, 
则 pg* 为 9 上 的 外 测度 ， 令 为 pn*'- 可 测 集 全 体 ， 则 (和 为 


完备 测度 空间 ， 我 们 称 (8,W,p*) 为 (天 ,站 的 完 奋 化 , 称 寻 为 
大 的 疡 完备 化 


习题 

4.9 (测度 的 限制 ) 设 (Q, 开 ,yp) 为 一 有 限 测度 空间 ， fo < 9， 
旦 p00) 二 p20). 则 YA4 EE 三 有 (ANn80) ==p(4), 并 且 jy* 限于 
0 阁下 为 一 测度 . 称 疡 为 天 到 (oonmn 天 ) 上 的 限制 . 

4.10 设 (, 开 ,jn) 为 一 有 限 测 度 空 间 ，flo C 0. 令 太 = 人 Nn 


-A=in{g OG : GeEF GNNo = A} Ac Po, 
则 > 为 {f20; 和) 上 一 测度 ， 令 


i(B) =v(BN Mo), vBEF, 


则 天 为 天) 上 一 测度 ,， 且 六 才 此 
4.11 设 加 ,三 站 为 一 测度 空间 ， 令 


A ={fwcn: 34€F,p(4) 二 0, 使 A4 DN}, 
F={AUN: Ace FF,NEeN, 


则 无 为 ce 代数， 六 可 以 唯一 扩张 成为 天 上 的 测度 天 且 (0, 天, 到) 


§5 网 氏 空 间 中 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 


本 节 将 利用 上 节 的 结果 来 建立 "上 的 Lebesgue-Stieltjes 测 
度 . 为 此 ， 我 们 先 引 进 若 干 记号 . 

设 a= (91,… ,0n) 与 悍 三 人 pr) 为 了 中 的 两 个 局. 
者 对 一 切 it 有 是 芝 和 (相应 地 ，m < 村) 则 记 为 @ 和 上 (相应 地 ， 
a< 有 站. 设 a<b, 我们 令 


C={{ab) :a <b, abe mR"}, 
(a,68|) = le — i). 


5.1 引 理 C 为 且 ” 上 的 半 环 ， 且 上 为 C 上 的 o- 可 加 非 负 集 
销 数 . 

证 C6 显然 为 半 环 .由 归纳 法 易 证 4 在 C 上 是 有 轨 可 加 的 ( 直 
观 上 看 ,体积 具有 有 限 可 加 性 ). 为 证 上 在 C 上 为 o- 可 如 的 ， 只 需 
证 上 为 半 可 加 的 (命题 444). 为 此 ， 设 


7 = (60,0, I € (od, bt), 


其 中 m< 有 ai <b 且 了 CF. 对 任 给 <> 0 存在 可 < 
二 < 及 天) > 50),i > 1 使 得 


nH{{a, bl) > 站 (oa 本) 一 上 
Ra((aG Be]) < A(t, 680)]) 十 2 一 e， 2 一 1 42， 


由 有 限 轿 盖 定理 ， 存 在 自然 数 N > 1, 使 得 区 日 < UN iat 中)， 
从 而 有 回归 C UE1(a 中 ,5 ], 故 有 / 


N ， 
pa, 0) —e < pm, 6) < Yn((ald, 5) 


一 上 


< Dulas + 


， 1- 


令 e140 得 (DD < 并 这 1 KD),4 的 半 o- 可 加 性 得 证 .证 毕 . 

令 8([ 民 "] 为 有 ”上 的 Borelo- 代数 . 易 知 :olC) = BR™). 
于 是 由 测度 扩张 定理 立 得 如 下 的 

5:2 定理 上 可 以 唯一 地 扩张 成 为 8B{ 避 ") 上 的 一 o- 有 限 测度 
( 称 之 为 Lebesgue 测度 ). 

令 B{R") 为 B(R") 的 上 完备 化 , 称 融 屯 ") 中 元 为 Lebesgue 
可 测 集 , 而 BLR") 中 的 元 称 为 Borel 可 测 集 . 

5.3 定义 设 互 为 有 "上 的 一 右 连续 实 值 呵 数 ， 对 ab < IR"， 
生气 让 全 

ApaF = A A ADR 


bn, ya bn—idn—1 biye1 
其 中 


A G(T) = G(r ,Ti Dis Letts rEn) 


一 G{Zz1, 1 1: :nj 


如 果 对 一 切 es 有 Asaz >0 称 天 为 增 函 数 - 

设 疡 为 如 (可 ") 上 一 o- 有 限 测度 . 称 上 为 Lebesgue-Stieltjes 
测度 (简称 为 L-S 测度 ), 如 果 对 任何 CEC, 有 CC) < cool 即 上 2 在 
C 上 有 限 ). 下 一 定理 表明 JR" 上 的 L-S 测度 与 亚 " 土 的 右 连 续 
增 函 数 之 间 有 时 种 对 应 关系 . 

5.4 定理 设 所 为 现 * 上 的 一 友 连 续 增 函数 令 

RE 的 一 0， pplla bl) = AoeF, <b, ua,be RR", 


则 yyr 可 以 唯一 地 扩张 成 为 ”上 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 . 反 
之 ， 设 上 为 再 " 上 的 一 工 -S 测度 ， 旭 存在 吏 "” 上 的 一 右 连 续 增 落 
数 王 (但 不 唯一 ), 使 得 为 gr 从 5C 到 B(R"*) 上 的 唯一 扩张 . 

证 设 怀 为 右 连 续 增 函数 .与 引 理 5.1 类 似 可 证 ， jr 为 C 
上 的 一 og- 可 加 集 钞 数 ， 从 而 可 以 唯一 地 扩张 成 为 号 ( 瑞 ) 上 的 测 
度 . 定理 后 半 况 分 证 明 比 较 复杂 ， 我 们 就 省 略 了 (如果 jz 比较 特 
殊 ， 满 足 HI( 一 oo,z) < oo yz E 本 "， 则 令 F(z) = jl( 一 co,2]) 其 得 
所 要 的 增 函 数 ， 这 至 少 对 福 率 论 来 说 是 够 用 了 ) 


-和 > 


$6 测度 的 逼近 


设 (Q, 关 ,4) 为 一 测度 空间 ， 本 节 研 究 在 什么 条 件 下 ， 无 - 可 
测 集 的 测度 可 以 通过 二 的 一 子 类 5C 中 的 元 素 的 涡 度 来 逼近 . 这 一 
问题 在 研究 拓扑 空间 上 测度 的 正则 性 时 很 重要 . 

8.1 引 理 设 (0, 下 ,pj) 为 一 测度 空间 ，C 为 下 的 一 子 类 . 令 


H={AEF: A) = suplp(B): Becs,Bc A}, 


则 开 26 且 天 有 如 于 性 后 ， 

{1) A E Hn>1, A1A= AEN; 

(2) A E H, nA < o0,n>13 站 A eX. 
特别 ， 若 六 为 有 限 测 度 ， 风 型 为 单调 类 ， 且 对 可 列 交 封闭 . 

证 人) 设 An En>1,4,1 4. 车 (4)= oo, 则 gldn) + 
oo; 于 是 易 从 天 的 定义 知 A & ZH 现 设 p(A4) < co- 对 任 给 < > 0 
先 取 no, 使 得 4w) > p(4) - 再 取 B < Cs,B C Ano, 使 得 
p(B) > pl4dno) 一 3 则 有 至 c 4, 且 p(B) > A(4) 一 6, 这 表明 
AEN. 

(2) 设 A E€ 守 , (An) < 0,n 之 1， 对 每 个 n> 1, 令 B,E 


Ca, Bn C 4 使 得 p(B.,) 之 HA) 一 2 et. 令 B= NB,, 则 
BeCsBCNNAn, 有 有 
se( An) -4(B)= 4( /As (Bs) < (as \ Br)) 
< [a(An) -HBajj<e 


这 表明 门 ,An EK. 
6.2 引 理 ” 设 (大 请 为 一 有 限 测 麻 空 间 、 DD 为 下 的 一 子 
类 . 令 


9= {AEF: p(A) =int{p(B): BeD,, BD A}), 


2: 


则 9 2 Do,6 为 单调 类 ， 且 对 可 列 并 封闭 . 

证 令 C = {D°, De DD}, 并 如 引 理 6.1 中 定义 天, 则 易 见 
EG A EEN. 故 由 引 理 6.1 立 得 本 引 理 结论 . 

下 一 定理 是 测度 带 近 定理 ， 它 的 证 明 依 束 于 推广 .了 的 单调 类 
定理 (定理 2.5). 

6.3 定理 ” 设 (0, 了 ,jr) 为 一 测度 空间 ，C 为 丰 的 子 类 ， 且 
zfC)] = 下 . 此 外 设 C 满足 如 下 条 件 ; 


A,BEC= AUBEC; AEC= A (Cs)o. 
著 A4AEeE 了 , 且 g 上 在 娘 上 为 o- 有 限 ， 则 有 
uA}= sup{u(B): BC A, Becs). (6.1) 
证 首先 假定 yx(A) < x, 令 
v(B)}= pp(ANB), BEA, 
则 为 (Ri 天 上 的 有 限 测度 .， 令 
H= {CeéeF: v(C) = sup{v(B): BCOC,BeCs}), 
则 由 引 理 6.1 知 ， 只 为 单调 类 ， 且 并 2 Cs. 由 C 满足 的 条 件 推 得 
A,BECs = AUBECs; AeCs = A Ee{Ci)o. 
于 是 由 定理 2.5 知 光 Dm(Cs) = ol(Cs) = ,特别 有 4€, 即 有 
vA)= sup{v(B): BC A, BEeCs), 


号 即 (6.1). 
现 设 &(4) = o0. 令 AnE 下 An < con 之 1, 使 得 4 1 4 
则 由 上 所 证 ， 我 们 有 
sup{u(B}: BC A,BECSY > sup{u(B): BC An, BE Cs 
= H(A ). 
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但 lim p(An) = co, 胡 (6.1) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 
作为 定理 的 推论 ， 我 们 有 如 下 命题 ， 它 推广 了 习题 3.8. 


6.4 合 显 在 定理 6.3 条 人 忻 下 ， 具 定 上 为 有 限 测 度 ， 则 对 一 切 
由 所 入, 有 


HA} = sup{u(B)}: BC A,BeEC:) 
=inf{fy(C): CD A,CeD}, 


其 中 人 P= {Ce: Cecy. 


第 二 章 可 测 映 身 


$1 定义 及 基本 性 质 


1.1 定 兴 设 (@, 大 ) 及 (BE,E) 为 两 个 可 测 空 间 ， 为 人 到 互 中 
的 映射 ( 简 记 为 ;全 一 + 五 ). 如 果 对 一 切 AE EE, 有 fA)€ 天， 
则 称 f 为 天 -可 测 映 射 . 

今后 ， 我 们 用 广 1{E) 表示 集 类 {7 -1(4A): 4EEi 于 是 ， 了 
为 三 可 测 上 映射 会 f-1(E) CF 

1.2 定义 设 责 为 实数 域 ， 页 = 责 Uf-eeo,ool. 我 们 分 别 用 
有 (到 ) 及 8B( 责 ) 表示 到 及 页 上 的 Borelo- 代数 . 令 (Q, 生 ) 为 一 可 
测 空间 ， ff 为 全 到 民 中 的 映射 如 果 广 !(B3{ 责 )) C 下, 称 了 为 
Borel 可 测 函 数 , 简称 可 测 晴 数 . 车 进一步 f 愉 取 实 值 ， 则 称 为 
实 值 可 漠 备 数 . 设 为 复数 域 ，f: 一 ;人称 为 揽 什 可 测 阔 数 ， 
是 指 它 的 实 部 和 虚 部 同时 为 实 值 可 测 消 数 . 

容易 看 出 : 了 为 (0 大 ) 上 的 实 盘 可 测 函 数 ， 当 有 上 且 仅 当 了 为 
{下 ) 到 (县, 8( 慑 )) 中 的 可 测 上 映射. . 

下 一 命题 给 出 了 可 测 映 射 的 一 个 有 用 刻画 . 

1.3 命题 设 (QQ, 三) 及 (E,E) 为 两 个 可 测 空间 , C 为 生成 o- 代 
数 £ 的 一 上 集 类 . 如 果 上 为 全 到 吾 中 的 一 个 上 映射 , 使 得 了 C0) CC 于， 
则 子 为 可 测 映 射 . 

证 令 9={4cCE:f-i(Aje 帮 , 则 6 为 玉 上 的 一 o- 代 
数 ， 由 假定 ，8 Sc, 从 而 89820o(C) = 5 这 吉明 5E)CF, 即 J 
为 可 测 映 射 . 

1 和 4 系 设 卫 为 可 淹 空 间 (02, 下 上 的 一 数值 盟 数 ( 即 取 值 于 
亚 ), 则 下 列 条 件 等 价 : 


{1) 了 为 可 测 函 数 ; 
(2j ya Ee R[F <al€EF; 


-站 


| 


(3} vaE FR,[f < a ex; 

(4) Yae FR,[f > a 

{5S} vate FR,[f > ale x. 
这 里 及 今后 ， [ff <a 表示 集合 {w :了 (w) <a}. 

证 令 6 = {[--o0.9) :a E€ 有 慑 }, 则 易 知 ol01) = B(R), 故 由 命 
题 1.3 知 (2) 合 (1). 类似 可 证 (多 全 (1). 此外， 星 然 有 (2) 全 (5) 及 
(3) 信 (内. 证 毕 . 

由 于 可 测 陌 数 可 以 取 +oo 和 一 0, 我 们 在 研究 可 测 函 数 的 算 


术 运 算 ( 即 加 、 减 、 乘 、 除 } 时 ， 作 如 下 约定 : 
(1) (to0) + I = 3+ (to) = 2 — (Fo0) = 土 ce，|z| < o0: 
(2) (+00) + (+00) = (+00) — (于 ce] = 二 ooi 
(3) zx/+o0=0, |z| < oo; 


士 co， > 人 0, 
(4) x.'{ 士 0) 一 ( 士 eo) :T= $0, 艺 一 0， 
干 co， 于 之 届 ; 


(5) 下 列 运 算 被 认为 无 意义 ， ( 士 oo)] 一 ( 土 00), (十 co 十 (二 90)， 
士 oo 士 ooc, 士 co 干 oo £0. 


1.5 命题 (9 上 实 值 ( 复 值 ) 可 测 函 数 全 体 构 成 实 域 ( 复 
域 ) 上 的 一 向 量 空间 . 

证 只 需 考虑 实 值 可 测 函 数 情 形 ， 令 入 表 示 责 中 的 有 理 数 全 
体 ， 设 f,g 为 实 值 可 测 函 数 ， 则 Ya e 避 , 有 


[f+g9<al= <rnlg <a—7)), 
"En 


从 而 十 9 为 实 值 可 浏 函数， 此 四， 对 酝 何 ae 更 ,ar 显然 为 实 
值 可 测 哨 数 . 证 毕 . 
1.6 命题 设 了 9,{fn,n > 1 都 为 (0, 六 ) 上 的 可 测 画 数 . 
(1) fg 为 可 笛 男 数 ; 
(2) 车 了 十 g 处 处 有 意义 ， 则 了 上 +9 为 可 测 函 数 ; 
(3) 车 fjg 处 处 有 意义 ， 则 fg 为 可 测 函 数 ， 
(4) inf i, sup fnvliminf fn 及 lim sup f 均 为 可 测 函 数 ; 
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(5) [f= 二 gg] 及 [f < gg 为 可 测 集 . 
证 (1) 首先 假定 了 及 g 非 负 ， 则 Yo Ee 弄 ,a>0 有 


fg<a=lf=0uB=0u( I<Dn< des, 
reg + 


故 fg 为 可 油画 数 . 对 一 般 的 可 测 郴 数 了 及 9, 令 
f=fv0, 六 =( 人 月 Y0， 
显然 让 及 广 为 可 江 函 数 . 于 是 fg 的 可 测 性 由 下 式 及 (2) 推 得 
fo= (ft -f(g -9 )=(fg +f 9g) (fg +f 9g"). 


(2) 由 命题 1.5 的 证 明 看 出 . 

(3) 设 |g| > 0 处 处 成 立 ， 则 易 知 g-! 为 可 测 画 数 . 者 fj/g 处 
处 有 意义 ， 则 f/g = 二 fg 1, 故 fjg 为 可 油 函 数 . 

(4) Ya e 樟 , 我 们 有 


linf f < qd = UU < qd), leup fs < a =f Nn go), 
故 由 (1) 和 (3) 推 得 (4). 
(5) 令 jn = (f 六 n) Vv {—n), gn 一 (g AR})Y (—n), 则 


[f= g] = [| \[fa = gr] [Ff < 9) = [Nfs < gnl. 
由 于 [fr 一 gn] 一 [fn 一 2 一 0]， [fn < gn] 一 [fn 一 gn 六 0}, 从 而 
[f= 及 [ff < gj 为 可 测 人 案 . 


下 面 我 们 研究 可 测 画 数 的 构造 . 
1.7 定义 设 AC00 邻 
1, ww 后 过 ， 
一 { 0, w¥A, 


i 


称 [4 为 集 4 的 示 性 函数 . 设 为 人 上 的 一 实 函 数 ， 著 了 只 取 有 
痕 多 个 值 ， 称 了 为 简单 函数 . 

设 为 一 简单 函数 , 其 值 域 为 {41,… ,an}. 令 A;=f 1({ai})， 
i 二 4 则 f= aiTa;. 车 (RQ, 下 ) 为 可 测 空 间 ， 则 了 为 三 - 
可 测 ， 当 且 仅 当 每 个 4; 为 下- 可 测 集 . 

1.8 定理 设 (Q, 万 ) 为 一 可 测 空间 ， 了 为 一 可 测 函 数 . 

{1) 存在 一 简单 可 测 画 数 序 列 (f,,n 之 1), 使 得 对 一 切 环宇 | 
有 |fni < 有 1, 县 lim 名 = 
站 二 非 旬 ， 则 存在 非 负 简单 可 测 函 数 的 增 序列 (jf,), 使 得 

Hm Tn 一 了. 

证 将 ff 天 为 f+ 一 了 f-, 易 知 (1) 是 (2) 的 推论 ， 往 证 (2). 对 

n>1, 令 
n2"—l 大 
六 = Dl 

则 万 为 非 负 简 单 可 测 函 数 ， 且 fi 十 了 . 

下 一 定理 是 上 一 定理 的 简单 推论 ， 今 后 党 被 引用 . 

1.9 定理 ” 设 (人 O, 太 ) 为 一 可 测 空间 ，C 为 生成 下 的 一 个 代 


数 ， 令 关 为 全 上 的 一 族 非 负 实 值 消 数 ， 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 
(lyfgeHafd>0=>aft+Bye}; 


(2) neHn>1, 所 tf 且 ff 有限 (相应 地 ， 有 界 ) 或 不 二 
ff en 

{3 vvY4EC Ta E 开 ， 
则 C 包含 上 的 所 有 非 负 实 值 (相应 地 ， 有 界 }F- 可 测 函 数 . 

证 令 丁 = {4E 下 : J4 EH), 则 由 (3) 知 TDC, 且 由 (2) 知 
C 为 单调 类 ， 故 由 单调 类 定理 知 了 = 大. 于 是 由 (1) 、 (2) 及 定理 
1.8 推 得 定理 的 结论 . 

1.10 定义 设 (EE,5) 为 一 可 浏 空间， XH 为 到 巨 中 的 一 族 
映射 、 令 

F=o{l) F710)), 


fe 
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则 工 为 使 天 中 所 有 元 素 为 可 测 的 最 小 5- 代数, 我们 称 大 为 函数 
族 在 上 话 导 的 vo- 代数 . 特别 ， 若 (5,E) = { 责 ,8( 陋 )), 我 们 
常用 off, feE XH} 表示 这 一 o- 代数 六. 

下 一 定理 给 出 了 ol 了 f)- 可 测 函 数 的 一 个 刻 加 . 

1.11 定理 设 了 为 台 到 一 可 调 空 间 (E,E) 中 的 映射 ， oa 了) 
为 了 在 只 上 诱导 的 o- 代数 ( 即 c( 门 = (2)), 则 为 要 上 
的 一 数值 晒 数 为 e( 门 - 可 测 ， 必 须 且 只 需 存 在 互 上 的 一 上 可 
测 函 数 h, 使 得 P = 六 se 世 这 里 疡 er 表示 产 与 了 的 复合 即 
hof(w) = hf ,we NN). 如果 w 为 实 值 (相应 地 ， 有 界 )clf)- 可 
测 ， 则 h 可 取 为 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 . 

证 ”充分 性 显然 ( 见 下 面 的 习题 1.13). 下 证 必要 性 . 设 4 < 
o( 了 ), 则 存在 BEE, 使 A4= M(B), 即 有 I4= Taof, 于 是 对 任 一 
olf) - 可 测 简 单 函 数 p, 存在 瑟 上 一 £- 可 测 函 数 ,使 得 w= 二 hof. 
更 设 p 为 一 09{ 们 - 可 测 函 数 ， 由 定理 1.8, 存在 一 列 of 站- 可 测 简 
单 函 数 pr, 使 lim gn = wp. 由 上 所 证 ， 存 在 一 列 号 上 E- 可 测 实 
值 丽 数 ,使 pn 一 hnof. 令 电 = limsuphn, 则 9 = hof. 车 


进一步 w 为 实 信 (相应 地 ， 存 在 一 常数 ec > 0, 使 得 jp| < co), 令 
二 hlincoo{ 相 应 的 ， 令 术 = 有 Ac 一 h-Ac), 则 p= hof. 定理 
证 毕 . 


习题 
1.12 设 ( 吾 ,E) 为 一 可 测 空 间 ，C 为 生成 £ 的 一 集 类 . 设 天 
为 人 到 瑟 中 的 一 族 观 射 ， 大 为 区 在 只 上 诱导 的 o- 代数 ， 则 


=o{ lJ F000))}. 


三 天 


设 9 为 大 可 渍 函数 ， 则 存在 开 的 可 数 子 族 Ho = { 广 , 和 2,…}, 使 
得 ?为 五 -可 测 ， 其 中 五 为 ?io 在 只 上 诱导 的 o- 代数 

1.13 设 (史记 ),( 瑟 ,E) 及 (G,9) 为 可 测 空 间 ，f 为 到 中 
的 大- 可 测 映 射 ， 为 巨 到 G 中 的 E£- 可 测 映 射 . 令 p= 二 hof, 则 


"时 


人 到 中 的 下- 可 测 映 射 . 

1.14 设 子 为 { 旬 , 下 ) 上 的 一 有 界 可 测 函 数 ， 则 存在 简单 可 测 
函数 序列 ( 户 ,m 1), 使 得 1| < fn 之 1, 且 f 一 致 收 敦 于/. 

1.15 设 (只 , 短 ) 为 一 可 测 空 间 ，C = {4 da 为 了 的 一 
个 可 数 划分 { 即 4imn Ajy = 二 和 i 着 ;本 三 人. 全 了 一 ofFUC， 
出 | 

(T= {EAN BD): BeF,i>1), 

人] 设 为 人 上 一 大 可 测 实 值 函 数 ， 则 存在 一 列 天- 可 测 实 
函数 (J,n > 1), 使 得 9 = 开局 天 

1.46 设 介 为 一 距 识 空间 ，B8(0) 为 从 上 的 Borel o- 代数 . 令 
Cel) 表示 人 上 有 界 连续 函数 全 体 ， 则 BR) = olf : fe Ce(29}. 

i117 设 {1 <i<m) 为 下 上 实 值 Borel 隆 数 ， 则 
(为 [Bt(R"")) 到 自身 的 可 测 上 映射 . (提示 : 利用 命 
题 1.3.) 

1.1B8 ff: 人 下 为 (0, 上 的 复 值 可 测 函 数 ， 当 且 反 当 了 
为 (09, 天 ) 到 (下 呈 (四 ) 中 的 可 测 怠 射 . 


§2 单调 类 定理 (函数 形式 


设 (电气 ) 为 一 可 测 空 间 ， 有 了 时 我 们 只 知道 有 一 类 大 可 测 函 
数 满足 某 一 性 质 ， 而 希望 证 明 所 有 六 可 测 汪 数 满足 该 性 质 . 这 时 
我 们 就 要 用 到 畏 数 形式 的 单调 类 定理 . 

下 一 定理 是 与 第 一 章 定 理 2.2(2) 相应 的 函数 形式 . 

2,1 定 还 设 C 为 从 上 的 一 7 类， 区 为 由 人 上 的 一 些 实 值 
函数 构成 的 线性 空间 .如 果 它 们 满足 下 列 条 件 ， 

(1) ie x; 

+ 2 EHn>10< +f, 且 fF 有 限 (相应 地 ， 有 上 界 ) 
一 fe}; 

(3) YAEC, Ia€RXN, 

则 寻 包 含 介 上 的 所 有 olC)- 可 尘 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 . 
“证 令 下 ={A4cCQ: hE NH}, 则 易 知 下 为 入 类,， 且 CCA 


于 是 由 第 一 章 定 理 2.2(2) 知 olC) C 下. 设 了 为 et)- 可 测 实 值 ( 相 
应 地 ， 有 界 ) 函数 ， 令 


有 2 一 ] 
如 一 > 贡 二 天 < 六 < 嫩 十 f+] 
上 ££=0 


则 gn € 天 ,gr ,从 而 由 (2) 知 ff € ZH, 同 理 广 € HN, 炒 
j= 二 ft 一 了 &€ 人 H. 定理 证 毕 . 

下 面 我 们 着 手 推 广 定理 2.1. 为 此 ， 首 先 引 进 入 族 概 念 ， 它 是 
集合 的 入 类 概念 在 函数 情形 下 的 类 似 物 . 

2.2 定义 设 守 为 全 上 的 一 族 非 负 有 和 界 明 数 ， 称 W 为 和 - 族 ， 


如 果 它 满足 下 列 条 件 : 

LTE 开 ; 

(2)] 了 < 于 ae 三 一 acE 弄 ; 

(3) 六 9E 开 了 > 一 了 -9E 开 ; 

(4) 让,n 之 1 所 ?Tf, 且 ff 有 界 太 feR. 

设 上 为 中 上 的 一 非 负 有 界 函 数 ， 我 们 用 A(C) 表示 包含 的 
最 小 入 族 ， 并 称 A(C) 为 由 C 生成 的 和 族 . 

2.3 注 设 并 为 和 族 ， 则 并 还 有 如 下 性 质 ， 

[5 fgeEH= f+gen. 

事实 上 ， 设 局 为 一 常数 ， 使 得 了 十 g 三, 则 由 13) 知 


f+og=C-[C— f/f}-gen. 
下 一 定理 是 与 第 一 章 定理 2.3(2) 相应 的 函数 形式 . 
2. 生 定理 设 C 为 从 上 的 一 族 非 负 有 界 通 数 . 我 们 用 Li (6) 
表示 非 负 有 界 elf: f EC)- 可 测 范 数 全 体 ， 则 下 面 二 断言 等 价 : 
(1) A(C) = Ce (©); 
(27 ge foe AC). 
证 只 和 需 证 (2)=3(1). 设 (2) 成 立 ， 令 


={f EMC): vg ec, fg enC)), 
则 易 见 后 为 和 - 族 ， 且 纪 了 了 C, 故 有 9 =AtC) 再 令 
G2 = {f EAC): Yo EAC), fo EAC)), 


:30. 


则 8 为 人 蓝 , 且 GD2C 因 有 多 =AfC)), 故 有 多 =A(), 这 表 
明 AU) 对 乘积 运算 封闭 ， 令 


={ACO: Ta Enc)}, 


则 天 既 为 和 类 又 为 一 类 , 鼓 丰 为 0- 代数 . 往 证 A(C) 对 有 限 下 端 
运算 封闭 . 设 了 gE A(C), 为 还 fAg E AfCh 不妨 假定 f <<1.9 < 1， 
于 是 有 | 了 一 多么 二 且 有 


(f -9 = + -2f9eENOD). 
我 们 将 用 到 如 下 事实 (请 读者 自行 证 明 ): 设 lz| < 1, 令 PBR(z) = 0 
Puri(s) = Pa(z) + 3 — Polz)), n> 0, 
则 Pa(z) flz|. 于 是 ， 由 于 
RU -9) = 3(f -gy eC), 


故 由 归纳 法 知 Pa(f 一 EALC),n > 1. 从 而 由 入 族 的 性 质 (4) 知 
|f 一 9| Ee A(C). 最 终 我 们 有 


fAg=3(f +9-|f -gl) ea) 
现 设 /eC,a > 0 为 一 实数 , 则 由 上 所 证 ,人 1 = 上 (fAa) e 
A(D), 改 1- (二 人 1)"”e A(C). 从 而 有 


1— ( A 1 ia EAC). 


这 表明 [f < aj e 了 . 因此 了 为 大 可 测 ， 由 定义 1.10 知 o(f: fe 
CcCA. 
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最 后 ， 设 FE Cr(C), 令 


Hm 


大 ， 
fn= 2, 2 + fn 


则 由 于 了 和 <f< 对 1] E 八 (C0), 站 如 E A(C),Jn + fE A(C), 这 表明 
ct C A(C) . 但 相反 的 包含 关系 恒 成 立 ， 故 有 Lt (C) = A(C). 定理 
证 举 . 

作为 推论 ， 我 们 得 到 与 第 一 章 定 理 2.2(2) 相应 的 函数 形式 的 
单调 类 定理 ， 

2.5 定理 设 C 为 从 上 的 一 非 负 有 界 画 数 ， 且 对 乘积 运算 封 
闭 , 若 开 为 一 入 族 , 且 包含 C, 则 帘 包 含 一 切 非 负 有 办 ol(f :了 EC)- 
可 测 应 数 . 

下 面 我 们 将 给 出 其 它 形式 的 单调 类 定理 ， 安 们 是 第 一 章 定理 
2.3(1) 的 函数 形式 . 

2.6 定义 设 为 人 上 的 一 有 界 酒 数 族 ， 称 开 为 单调 族 , 如 
果 它 对 一 致 存 界 单调 序列 极限 封闭 . 

设 C 为 从 上 的 一 有 界 隙 数 族 . 我 们 用 AIC 表示 包含 C 的 最 
小 单调 族 ， 用 LslC) 表示 有 界 o(f :了 了 EC) 可 测 函 数 全 体 . 

2.7 定理 设 C 为 人 0 上 的 一 有 界 函 数 族 . 则 下 列 二 条 人 忻 等 价 ， 


(1) MI(C) = Lo); 
2) 1e MOC)f eC,a€e Raf € MO); 
ge +geMCO), fAg ee MIC). 
证 只 需 证 (2)=>01). 设 (2) 成 立 ， 令 
={f Ee MC :Ya Ee Raf Ee MCC)vg eC, +o Age MC))} 
则 ?ti 为 单调 族 ， 且 Kl 了 DC, 故 34 = MI(C). 再 令 
Hs= {f EM(O:Yg Ee MC) f+ gf ge MC)), 


=- 好生， 


-sr 


由 Kz 为 单调 族 ， 且 ?ta > C( 因 为 Kl = MtC)) 故 Ta = MIC). 由 
上 所 证 ， At) 为 一 线性 空间 ， 县 对 有 限 下 端 运算 封闭 (从 而 也 对 
有 限 上 端 运算 封闭 }. 此 外 ， 依 假定 1 E MI{C). 令 

FT={A4c0: I EE MOCO)), 
则 天 为 全 上 的 一 o- 代数 . 

往 证 C 中 的 每 个 元 为 天 可 测 . 设 Jecae 殉 令 六 = 
n(f 一 + Al, 则 所 EM(C), 且 所 1 1sa: 喜 sa eaxlc), 即 
有 [f > 加 < 天. 这 表明 了 为 大 可 测 ， 于 是 olf :feC)cF. 

最 后 ， 设 1 € Li(C), 令 


n2™7—1 
大 
= 2, Br 攻 <f< 轩 十 fz] 
£0 


由 于 M(C) 为 线性 空间 ， 故 fe M(C). 但 f+f, 于 是 f€ MI(C)， 
这 表明 (C0) C MI{C), 因此 有 £6(C) C MI(C). 但 相反 的 包含 关系 
恒 成 立 ， 故 有 MIC) = Ls(0). 定理 证 毕 . 

作为 定理 的 一 个 有 用 的 推论 ， 我 们 有 

2.8 定理 设 并 为 中 上 的 一 有 办 函数 的 单调 族 ，C 为 天 的 
一 子 族 . 则 天? CefC), 如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 

(天 为 线性 空间 ，。 1 e KH, 且 C 对 乘积 运算 封闭 ; 

(2)C 为 一 代数 ( 即 C 为 一 线性 空间 ， 且 对 乘积 运算 封闭 }), 且 
存在 C 中 某 个 一 致 有 界 的 单调 序列 ， 其 极限 为 1; 

(3) 7C 为 一 线性 空间 ，C 对 有 限 下 端 运 算 封 闭 ， 且 存在 C 中 某 
个 一 至 有 界 的 单调 序列 ， 其 极限 为 1. 

证 设 (H 成立. 令 七 为 由 1 和 CC 生成 的 代数 ， 则 帮 己 办 ,从 
而 村 (D) C HH. 易 证 MIC) 为 一 线性 空间 {元 习题 2.9). 设 fe 也 ， 
且 |f| < 1. 采用 定理 2.4 的 证 明 中 的 记号 ， 令 万 = 忆 (f), 则 
fn ED, 且 0< 丰 |, 敬 |f| Ee M(D). 于 是 对 一 般 的 fe 吕 , 亦 有 
file MI(D). 设 fg ED, 则 有 


fAg= 3(f +9-|f -gl)e M(D) 


项 由 定理 2.7 知 £56(D) = MI(D). 但 显然 有 上 人 DI = CC 故 最 给 
有 LC) = MID}C 天. 

设 (2) 成立 ， 则 1 E€ MC), MIC) C KH, 且 MI(C) 为 一 线性 空 
间 . 余下 证 明 同 上 . 


设 (3) 成 立 ， 则 定理 2.7 中 的 条 件 (2) 成 立 ， 故 有 Ls(C) = 
MIC) CH. 


习题 
2.9 设 C 为 中 上 的 一 有 界 函 数 族 . 车 C 为 线性 空间 , 则 MI(C) 
亦 为 线性 空间 . 

2.10 设 C 为 上 的 一 非 负 有 界 隆 数 族 ， 则 下 列 二 条 性 等 
价 ， 

(1) M(C) = £5 (©); 

fgec= fnge MC eCaE Raf a-f hoe 
MI(C). 
2.11 {定理 2.1 的 另 一 种 形式 ) 设 C 为 中 上 的 一 和 类， 区 为 


们 土 的 一 非 负 实 值 本 教 族 如 果 下 列 条 件 补 满足 : 
(1}1l1e?; 
(2 feHaoe Raf EN fogeHf>9=1-y= 
了 一 8E 并; 
(3} f € Hn >1,0< 记 +f, 且 了 有限 (相应 地 ， 有 界 )=> fe 
(4} -vA EC, €N, 
则 守 包 伟 吕 上 的 所 有 非 贷 olC)- 可 测 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 耳 数 . 


83 可 测 孙 数 序列 的 几 种 收敛 


设 (2, 下 ,4) 为 一 测度 空间 .本 节 将 研究 (2, 了 ,pz) 上 实 值 可 测 
函数 序列 的 几 种 收 伍 及 它们 之 间 的 关系 .为 了 考 述 方便 ， 我 们 将 
采用 如 于 术语 ; 如 果 某 一 性 质 在 只 上 除了 一 零 测 度 集 外 成 立 ， 则 
称 它 几乎 处 处 成 立 ， 简 称 a.e. 成 立 . 

3.1 定 尽 设 (不 )n>uwf 均 为 实 信 可 测 函 数 . 


(1) 如 果 存 在 一 零 测 集 N, 使 得 vw Ee we 有 Lim falw) = flw), 
则 称 (六 ) 几 乎 处 处 收效 于 帮 或 a-e. 收 仑 于 旋 , 记 为 lim fh = 
a.e, 或 六 二 3 

(2) 如 果 对 任 给 e > 0, 存在 入 € ,plN) < 使得 { 记 ) 在 N° 
上 一 致 收敛 于 f, 则 称 { 太 ) 几 平一 致 收 总 于 f, 并 记 为 lim f= 
a.m ,或 万 skeet f. 

(3) 如 果 对 和 任 纵 e> 0, lim gf 一 天 > 可 = 0, 则 称 (J ) 依 测 
度 收 钱 于 f, 并 记 为 f.. 驴 

更 一 般 地 ， 对 一 定向 序列 (f6) 也 可 定义 上 述 几 种 收敛 概念 ， 
特别 ， 对 双 指 标 序列 ( 疡 >) 可 定义 上 述 收 敦 概念 ， 

3.2 定 兴 设 (所 ) 为 一 列 实 值 可 测 函 数 ， 如 果 (ff5 一 fm)ae. 
收 敏 于 0( 当 n,m 一 co, 则 称 (f) 为 ae. 收 伊 基本 列 . 类 似 可 以 
定义 其 它 各 类 收 印 的 基本 列 . 

- 3.3 注 由 定义 看 出 ， 上 述 各 类 收 傅 的 极限 是 ae- 唯一 确定 
的 ， 例 如 : 设 所 -所 ,所 富 9 则 f= g,a.e.. 另 一 方面 , 设 
也 = 了 = gae.. 则 fn 一 3 g. 此 让， 对 各 类 收 敏 序列 (J,), 车 
对 每 个 m, 用 一 与 六 as. 相等 的 实 值 可 测 函 数 gn 代 规 f, 出 (9n) 
亦 为 同类 政 人 证 序列， 其 极限 与 {f) 的 极限 a.e. 相等 . 

下 一 定理 给 出 了 上 述 几 种 收敛 的 刻画 . 

3.4 定理 设 (fn) 及 f 均 为 实 值 可 测 函 数 . 

(1) 训 一 3 了, 当 且 仅 当 YWe> 0 有 


[| 


x(f Ufi #2 d=0. (3.1) 


二 1] n= 二 1 


9) 3 当 且 仅 当 Ye >0 有 


Jim p( Ll -Fl> a) =0. (3.2) 


(3) 访 驴 f, 当 且 仅 当 对 (让) 的 在 何 子 烈 (所 ')， 存在 其 子 列 
(jn), 使 得 fr (二 00). 


+ 35" 


证 (ti 设 {a5) 为 实数 列 ， a 为 一 实数 ， 刚 要 使 ea 一 0, 必 
须 且 只 需 对 每 个 尺 > 1, 存在 自然 数 n(k), 使 得 当 i > nlk) 时 有 
lai 一 a| < 主 . 因此 我 们 有 


:£0 270 =N UN 


起 一 下 于 一 1 一 开 


于 是 ， 加 “号 于 , 当 且 仅 当 


站 二 1] 下 一 1 一半 
即 Yk 之 1 有 
(NNN 区 用 > 0， 
n= 让 一 由 
{1) 得 证 . 


(2) 必要 性 . 设 让 ff. 则 YY5>0,3F ee,pt 下 <6, 使 下 
在 Fe 上 一 致 收 仑 于 f. 于 是 Ye > 0, 存在 六 , 使 得 当 i> NN 时， 有 


[ftw) — Fu) < 6 weF:. 


因此 ，[Uwl|fi -了 > ac 特别 有 


lm sup p{ UUs — fl> 0) < np(F) < 未 


二 了 


必要 性 得 证 . 
下 证 充分 性 . 设 对 任 给 6 > 0 有 (3.2) 成 立 . 则 6 >> 0,Yk 之 
1,3n(KY, 使 得 


| 并 
p( UU Uk-f>= < 未 


i=nn{) 


:3 


1 
F= UU I 一天 > 三] 


则 pt 站) < 5, 和 县 有 


Fe=) lf -fl<a 


=1 1 一 位 [天 ] 


这 表明 在 下“ 上 jn 一 狐 收 襄 于 f. 依 定义 ， jn — 1. 
fn: 筷子 由 依 测 度 收 伍 的 定义 ， 存 在 (fn) 的 子 列 (fni ), 使 得 


1 
pllfns ~— Fl > FE) < 二 ， vk>1. 


故 Ym > 1, 我 们 有 
[me So 1 
a) < 人 一 
= 此 一 Ta 


因此 ， ve > 0, 与 (fn) 相应 的 (3.2) 成 立 ， 从 而 fn 了 
下 证 充分 性 . 我 们 用 反 证 法 . 假定 (f5) 不 依 测度 p 收 敦 于 F， 
则 存在 某 个 e, 使 得 


limsupp{[|fn ~ fl 0]) >$>0. 


于 是 存在 (f) 的 子 列 (fw), 使 得 对 一 切 人 “有 (lf 一 f| 之 a) > 6 
显然 (fw) 不 包含 几乎 一 致 收敛 的 子 列 .充分 性 得 证 
3.5 定理 (1) 我 们 有 : 


nh hf (3.3) 
{2) 车 产 为 有 四 测度， 则 有 廊 2 后记 全 上 
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(3) 设 所 雪 f, 则 存在 子 列 (fr), 使 所。 = 玫 

证 (1) 直接 由 定理 3.4 或 定义 3.1 推出 . 

{2) 设 ff. 由 定理 3.4,Ye > 0, 有 (3.1) 成 立 ， 于 是 由 有 限 
测度 的 从 上 连续 性 (第 一 章 定 理 3.3) 知 (3.2) 成 立 , 元 有 /了 

(3) 由 定理 3.4(3) 及 上 述 (1) 推 得 . 

3.6 注 (1) 定理 3.5(2) 中 “之 ”部 分 通常 称 为 Egoroff 定理 . 

(2) 设 (nN, 大 ,1) 为 一 有 限 测度 空间 ， 万 ,为 实 值 可 测 函 数 . 
则 由 定理 3.4(3) 及 定理 3.5(2) 知 , 为 要 所 马 了 必须 且 只 需 对 (f) 
的 任 一 子 列 (fa), 存在 其 子 列 (fi), 使 fm 让 

作为 定理 3.4(3) 的 一 个 应 用 ， 我 们 有 如 下 的 

3.7 定理 设 g 为 有 R” 上 一 实 值 Borel 可 油画 数 ， 亡 为 到 ” 的 
一 子 集 ， 又 设 (由 )w>1 为 实 值 可 测 函 数 序列 ， 7 为 实 值 可 测 函 
数 ，;i = 1 ,m. 假定 Ai 及 了 中 在 品 中 取 值 ， 且 对 1<i<m, 
1 入 f00, 则 有 如 下 结论 ; 

(1) 设 glzit，…… ,zm) 为 DD 上 的 一 到 连 续 沙 数 ， 则 允 j，， 
f°) S$ og(f DD), fm); 

(2) 设 g(x1,… ,Xm) 为 D 上 的 连续 函数 .车 4 为 有 限 测度 ， 
则 SA 二 gs 

证 往 证 (1). 首先 ， 由 1.17 及 113 知 克 F) ,大 0)] 为 实 
可 测 函 数 ， 设 (m1) 为 自然 数列 的 一 子 序列 ， 由 定理 2.4(3), 并 利用 
对 角 线 法 则 ， 可 取 {n') 的 子 列 (n4), 使 得 对 每 个 i1 < i < m, 有 
Fo 2 1 . 由 于 9 在 D 上 一 臻 连续， 故 易 见 


(六 fe) ny qf, fm)Y, 


因此 ， 由 定理 3.4(3) 知 ， 8 ,大 加) 与 g(F 员 ,于 ), (1) 
得 证 ， (2) 的 证 明 完 全 类 似 . 


习题 
3.8 设 ( 乒 ) 为 一 实 值 可 测 阴 数 序列 ， 则 为 要 (fn)a.e.( 相 应 


+ 3 


a i 


地 ， 几 平一 致 或 依 测度 jp) 收 敏 于 基 必须 县 只 需 ( 态 ) 为 相应 的 
疫 敏 基本 列 . 

3.9 举例 说 明 : 车 抽 人 = 00, 如 几乎 处 处 收 化 的 序列 不 一 
定 依 测度 收 化 ， 

3.10 设 天 和 亏 所 则 有 lim inf <f <limsupf,, ae.. 


3.11 设 上 为 有 限 测 度 ， 则 


起 fn 此 f 
nf TH FIAT 
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第 三 章 积分 


§1 定义 及 基本 性 质 


在 本 节 给 定 一 测度 空间 (只 ,天 ,上 由- 我 们 用 S+ 表示 和 上 天 可 
测 非 负 简单 函数 全 体 ， 用 £( 相 应 地 ，Z) 表示 fn 上 大 可 洲 实 值 
(相应 地 ， 数 值 ) 函数 全 体 ， 令 天 表示 下 关于 上 的 完备 化 称 天 
可 测 函 数 为 上 六 可 测 函 数 .C+ 及 过 则 分 别 表 示 £ 及 去 中 的 非 负 
函数 全 体 . 

显然 ， 为 要 f 为 jv 可 测 函 数 ， 必 须 且 只 项 存在 一 下- 可 测 丽 
数 9, 使 得 f = 9 ae.. 

首先 ， 我 们 定义 非 负 简单 可 测 函 数 关于 测度 z 的 积分 . 

1.1 定义 设 1= ”aila, ES+, 其 中 a;€ Ri,Ai EE. 令 


h far 二 2 ,oip(Ai), 


易 证 jn fdr 不 依赖 于 了 的 具体 表达 ， 我 们 称 fh fdr 为 ff 关于 
的 积分 , 通常 ， 我 们 用 p(n) 简 记 fo fdp. 

下 一 命题 列举 了 这 一 积分 的 基本 性 质 . | 

1.2 命题 以 下 所 ,gn,;1,9 部 是 St 中 的 元 素 . 

(1) p(Ta) = (A), VA EA; 

(2) Ka) = oanlf), Ya € ER; 

(3 af + DD = A + pq); 

(4) f < go= 07) < p90): 

(5} fn Fh fi) < oo = fn) ef) 

(6) fn 个 i 一 nfn) + a(f); 

(7) fn +t, gn 1+, jim fh Him gn Lim H{fn) < Him H{gn). 

证 (1)—(4) 显然 . 往 证 {5). 令 gn 一 fn—f, 则 和 nm 安 st, gn 二 J， 
ag) < pfi) < 0. 令 

B= sup{g(w): w En), 


rT 


婴 Ye > 0, 我 们 有 
0 < gn < Bilge + Elocgn < < Pg yd + ely »0] 


由 (名 得 

Hg < Bullgn > 可 ) + eptlgr > A)). 
由 于 [gn > ey$ 下 wn > < > 0)) < oo( 因 nn) < 00), 
故 直 测度 的 从 上 连续 性 知 (lg > 申 4 0， 于 是 有 lim px(gn) < 
cuigl > 0). 但 e> 0 是 任意 的 ， 故 有 Hgn) 0 最终 有 HA 万 ) = 
Hlgn) 十 nu(f) 1 A(f), 5) 得 证 . 

现 证 {6). 车 上 月 = +oo, 则 jp{f > 0) = oo. 由 于 了 只 取 有 限 多 
个 值 ， 故 存在 a > 0, 使 上 [= qj) = oo. 我 们 有 [fn > 外 +[f > 引 ， 
hh 之 $4.,»> 4]; 故 有 

im pfn) > 3 lim [所 > 3]) = ulf > 3]= oo 
于 是 所 fa) pl 有 着 Lf) < oo 令 gn 二 了 一 fr, 则 由 ( 引 ) 知 
Hgn) 4 0, 二 Q plfn) = (有 一 2g9n) 个 上 (f). (6) 得 证 . 

最 后 证 明 (7}， 先 固定 某 个 和 令 hs 二 让 fm, 则 产 ES+， 
hn 十 fm E51, 鼓 由 (人 ) 知 lim phn) = p(fm). 但 hn < gn, 从 而 
有 lim plgn) 之 Alfm), 于 是 最 线 有 


dim Agn) > lm plfm). 


(?) 得 证 . 

1.3 注 在 上 述 证 明 中 ， 我 们 用 到 如 下 事实 : 对 了 Eees+, 有 
uf) < oo 对 jp([f > 0) < oo, 但 这 一 结论 不 能 推广 到 一 般 非 贷 可 
测 范 数 ， 因 此 ， 我 们 未 将 其 列 为 积分 的 基本 性 质 . 

借助 于 命题 12, 我 们 可 以 给 出 积分 的 一 般 定 义 . 为 方 鳃 起 见 ， 
我 们 只 考虑 大 可 测 落 数 情 形 . 所 有 结果 都 可 以 改 述 为 上 可 测 峭 
数 情 形 . 


+ 


主导 定义 设 了 为 一 非 负 可 测 国 数 . 任 取 廊 ES+, 使 六 十 二 第 
pf) = lam p(fa). 


则 由 命题 1.2 的 (和 及 (7) 知 ， 上 述 右 端 极 和 限 存 在 ， 且 不 依赖 于 序 
列 (f) 的 选取 ， 我们 称 x(f) 为 关于 4 上 的 积分 . 有 时 也 用 fo fax 
表示 (了 ). 

现 设 了 为 一 可 测 函 数 . 令 f+ = 了 v0,f” = (-- 让 v0, 若 
HFT) < oo 或 p(f) <o0, 则 称 (关于 4 的) 积分 存在 . 令 


A(f) = 1" ) — pf ), 


称 pz(f) 为 f 关 于 4 的 积分 . 着 (fT) < 加 且 p(f7) < oc( 或 者 等 
价 地 ， El < o0), 则 称 f 关 于 4 可 积 (简称 jr- 可 禹 ). - 

设 上 = 上 十 为 一 复 值 可 测 函 数 - 如 果 了 上 和 9 都 睛 可 积 ， 则 
称 £ 为 p- 可 积 , 这 时 令 AGE = 所 用 十 记 (9 称 pz(5) 为 关于 4 的 
积分 . 

1.5 注 设 feLc. 车 了 的 积分 存在 (相应 地 ，/ 为 可 积 ), 则 
对 和 任 条 4 E 天 fa 的 积分 存在 (相应 地 ， 4 为 可 积 )， 我 们 用 
J fdp 表示 /fiady. / 

下 一 定理 列举 了 积分 的 一 些 茜 本 性 质 . 

1.6 定理 设 jf,g 积分 存在 . 

(1) Ya e 页 ,ay 的 积分 存在 ， 且 plaf) = op (用 ); 

(2) 若 了 十 gg 处 处 有 和 定义 ， 且 p( 有 十 gp(9) 有 意义 { 即 不 出 现 
co 一 00), 则 了 十 g 的 积分 存在 ， 且 有 p(f 十 9) = 二 (f+ (9); 

(3) [a < wtlf)); 

， (4) 若 N 为 一 军 测 集 ， 则 ALT) = 00; 

(5) 若 卫 < ga.e., 则 plf) < p09); 

(6] 若 了 E , 则 了 =0ae 全 风门 = 

( 们 车, 且 风 站 < oo 则 < ooae 且 洒 > 目 关于 天 
为 ov- 有 限 的 . 


"和 


ET ee 


证 (1)-(4) 直接 由 定义 1.4 推 得 . 往 证 (5). 令 和 N= [f > gl 

岂 依 假定 ptN) = 0, 我 们 有 
f= flyc +fin, 9= Tw +gly, TFIvecSDIve 
大 由 (4) 知 
ED = pf Tre), pl9) = plglwe). 

但 由 积分 的 定义 易 知 jp{fIwe) 志 ulglIn:), 从 而 有 (ff) 所 2(9). 

现 证 (6)."=” 由 (5) 推 得 ， 为 证 “<<”, 我 们 用 反 证 法 ， 很 设 
A([f > 0) > 0， 由 于 [> 0 = Ulf > 二 故 存在 某 n, 使 
#([f > 区) > 0. 我 们 有 了 之 Ty>zj, 从 而 


MN 2 Lp(lf 27) >0. 


“~” 得 证 . 

最 后 证 明 (7). 设 f & Z 假定 p([f = +oc]) > 0, 则 由 于 
> oo 本 oo 鼓 2(f) = ceo, 这 表明 2 有 站 0 寺 < o0,a.e,. 此 
血 有 [Ff >0= Uf > tie(lf > iE]) ng(f) <o0, 故 [f > 可 
关于 jg 为 oc- 有 限 的 ， 定 理 证 毕 . 

]1.7 系 {1) 设 f,g 积分 存在 ， 且 f= 9g,ae.， , 则 Jf) = pg). 

{2) 设 了 为 jp- 可 积 ， 则 |f| < 60,a.e.， 

(3) 设 fg 积分 存在 ， 且 HA( 门 二 HL9) 有 意义 ， 则 十 ga.e. 有 

(4) 设 jf,g 积分 存在 ， 且 了 < 中 ae， 则 对 一 切 4 E 下 有 
HIT4) < ulg9Ta). 

下 一 命题 表明 ， 在 一 定 条 忻 下 ， 上 述 (4) 的 逆 合 是 成 立 . 

1.8 合 题 “ 设 fg 积分 存在 ， 且 对 一 切 A < 了 ,有 AI) < 
H{gla). . 

(1) 车 fg 可 积 ， 则 之 gae.; 

(2) 车 jy 为 o- 有 限 测 度 ， 则 了 < g, a-e.， 

证 {1} YA4 EE 不, 由 假定 


uf ~ ga) = pfTa)— pgla) < 0. 


特别 ， 令 4= [> 多 则 (一 四 1 二 0 故 有 RE 一 的 7) 过 0 从 
而 由 上 式 知 (ff 一 加 1a) 三 0 于 是 (f 一 9)14 = 0,a.e.{ 定 理 1.6{6)). 
由 于 在 4 于 有 了 > 凡 故 必须 有 Ad4) =D 苑 有 了 区 gae.， 

{2) 设 上 为 o- 有 限 测 度 ， 我 们 用 上 反 证 法 证 明了 < g,a.e.. 根 定 
{lg < 用) >0, 令 


An= [9 <f -2 NN <, Bm = lo < mint = +o0), 


则 19 < 月 = (UAn)jU(U,, Bm). 于 是 存在 某 n 或 mm, 使 j(An)>00 
或 MB) > 0. 假定 A4) > 0 由 上 的 og- 有限 性 知 ， 存在 AcC 
有 ,有 EFF, 使 得 0 之 Ad4) < oo, 这 时 有 


son < fu- x)dn = f fd - Tp(A) < fsa 


这 与 假定 fdp < ,gdp 蒜 拓 ,车 4(Bm) > 0, 类 似 论证 可 导致 
牙 盾 ， 过 此 必须 有 了 < g,a.e- - 命题 证 毕 . 
1.9 聂 设 f,g 积 分 存在 , 且 对 一 切 A4eE 人 下 有 (fTa) = (lgTa). 
(1) 车 f,g 可 积 ， 则 f = 9,a.e.; 
(2) 车 上 为 vo- 有 限 ， 则 了 = 9,ae.. 


习题 
1.10 举例 说 明 命题 1.8(2) 中 关于 & 的 5- 有 限 性 条 件 不 能 去 
掉 . . 
1.11 证 明 系 1.7(3). 
1.12 设 (f5) 为 一 列 可 测 落 数 . 若 (fn})a.e. 单调 增 { 基 Yn, ff, < 
识 413.e.), 出 存在 一 处 处 单调 增 序列 (g。), 使 得 Yn, ff = gn ae.. 
1.13 设 (0, 天,4) 为 一 有 限 测度 空间 ， A; E ,1 <i<n. 令 
7 为 {1,… ,n} 的 非 空子 集 ， 我 们 用 | 中 表示 了 中 元 素 的 个 数 ， 则 


aUAaD= DT Cm a 
=1 


TC{l. -mm} + 它 


:和 


(提示 ， 用 归纳 法 证 明 V Ta = ict yD A 1) 


1.14 设 巨 为 一 距离 空间 ，B(E) 为 其 Borel o- 代数 ， 上 与 
vy 为 (EE,B(E)) 上 的 两 个 有 限 测度 ， 若 对 妃 上 一 切 有 界 连 续 函 数 
f 有 4 让 =v( 了 ), 则 上 4 二 v.( 提 示 : 利用 第 二 章 1.16 及 2.5) 

1.15 设 (万 及 (EE,C) 为 两 个 可 测 空 间 ， 了 为 (0, 玉 ) 到 
(E,E) 中 的 可 测 有 映射 ， 具 为 (RQ, 六 ) 上 一 测度 . 

(全 HL) 三 由 六 1(4)) 4EE 则 pf 为 (EE,E) 上 的 测 
度 {通常 称 为 由 了 在 (EE,E) 上 导出 的 测度 或 了 的 乌 测 度 )、 

(2) 设 为 (E,E£) 上 的 可 测 函 数 ， 则 为 要 9 关于 测度 yf! 的 
积分 存在 (相应 地 ， 可 积 ), 必须 且 只 需 gof 关于 的 积分 存在 ( 相 
应 地 ， 可 积 ). 此 外 ， 这 时 有 


/= 人 aef 


$2 积分 号 下 取 极 限 


本 节 我 们 将 介绍 有 关 积 分 号 下 取 极 限 的 几 个 定理 (单调 收敛 
定理 ， Fatou 引 理 ， 控 制 收银 定 理 ). 

2.1 引 理 设 记 Er,n>1fer'. 

中 车 记过 所 jwaesvn >> 1, 且 丰富 了 , 则 im p(n) = 
nf); 

(2 车 记 之 fvaecwn > 1h 有 (fh) < 0, 则 
dm pA(fn) = 由 用 

证 “(1) 不 妨 设 {f,) 处 处 单调 增 ， 且 f+ 了 处 处 成 立 ， 对 每 
个 令 frm E St 使 得 和 om 站 大 om oo) 令 gm = V 天 mw 则 


gm ES+gm tf, 且 gm < fmn, 故 由 积分 的 定义 有 


pf) = ,lim p(9m) < im, plfm) 


但 全 有 p( 有 7 之 pl(jm), 故 有 lim 4(fm) = 风月. 

(2) 不 妨 设 (所 ) 处 处 单调 降 ， 且 fi 小 f 处 处 成 立 ， 由 于 假定 
Mf) < ee, 页 的 [让 = 00]) =0. 令 f= fp coolf = co 
则 天 二 了。 为 实 值 可 测 函 数 . 令 gh 二 广 一 五 ; 则 gn 刻 一 也 
故 由 (1) 推 知 ， pgn) 二 (有) -旋即 有 (fn) = (45) 上 下 (月 

2.2 系 设 所 EB ,n>1 则 有 (DD fm) = 工 。p(F). 

证 令 g = 了 人 ; 乒 ,9 一 工 世 1 无, 则 gg 故 有 


T+ 


mg) = lim plgn) = lim KM) 一 证 HH) 
t=] 


3 一 六 


2.3 定理 (单调 收 化 定理 ) 设 所 EL,n>1. 又 设 每 个 所 的 
积分 存在 . 

( 设 (万 )ae. 单调 增 , 且 所 二 faie.. 若 1) > -oo 则 了 
的 积分 存在 ， 且 jx(fn) 了 + (了 ). 

(2) 设 【万 )ae. 单调 降 ,， 有 旦 所 一 fae. 若 1)<oc, 则 
的 积分 存在 ， 且 js() 2 让. 

证 先 证 (1). 由 很 定 ， 访 a.e. 单调 增 ， 扩 ae. 单调 降 ， 且 有 
所 六 所 从 广 由 于 太 二 请 , 且 风 太 )> -ee 所 > 一 co， 
故 p(f7) < p( 提 ) < oo. 从 而 f 的 积分 在 在 ， 且 由 引 理 2.1 知 : 
(7 ). 因此 有 ptfr) + p( 了 ).(1) 得 证 . 对 
(一 不 ) 应 用 (1) 即 得 (2). 证 毕 . 

2.4 定理 (Fatou 引 理 ) 设 EZ5,n>1, 且 每 个 所 的 积分 
存在 ， 

{1) 车 存在 g € ,lg9) > 一 co, 使 得 Yn>> 1 有 > g,a.e.; 则 
liminf f,, 积分 存在 ， 且 有 


pllim inf fn) < lim inf p(f"). 


(2) 若 存在 gE ,ul9) < oo, 使 得 Yn > 1 有 所 < 9,a.e., 则 
lim sup f% 的 积分 存在 ， 且 有 


L(Ylim sup f4) > lim sup A(fn). 
[1 ht 


证 先 证 (1). 令 gn 一 infy»>n fk 则 oa + lim inf fn, 县 J1 之 
9,a.e. 于 是 jp(g1) 之 pl9) > -00. 故 由 定理 2.3(1),lim inf fn 的 积 
分 存在 ， 且 有 


Atliminf fn) = ,lim plgn) < lim inf p(fn). 


(1) 得 证 .对 (一 让 ) 应 用 (1) 即 得 (2). 证 毕 . 

2.5 定理 (控制 收 但 定理) 设 记 EL, 且 feL,f 一 或 
记号 六 车 存在 一 非 负 可 积 函 数 g, 使 得 Yn > 1 有 |f,| < 9,a.e.， 
则 了 可 积 ， 且 有 lim HA = 所有 

证 由 于 |f| < g,a.e., 故 了 可 积 . 著 廊 次 了 则 定理 的 结论 
直接 由 定理 2.4 推 得 ， 现 设 访 号 了 则 对 (所 ) 的 任 一 子 列 ( 户 小 
存在 其 子 列 (六 ), 使 得 声 ，- 二 所 见 第 二 章 3.4(3) 及 3.5). 于 是 
有 lm Afm) = kA. 但 子 列 (jw) 的 选取 是 任意 的 ， 故 必须 有 
in AH = pAN). 

下 面 我 们 着 手 椎 广 定理 2.4 及 2.5. 

2.6 定理 设 廊 ECfeC 且 万 2 了 或 记号 所 又 设 每 个 
fn 的 积分 存在 . 

(1) 车 存在 gE Z,p(9) > 一 co, 使 得 ve >>1,f 之 9 ae， 则 了 
的 积分 存在 ， 且 有 x(f) < liminf p(fa). 

(2) 车 存在 ge 已 pg] < co 使 得 Yn > 1,fn < 9,a.e., 则 了 的 
积分 存在 ， 且 有 1A 了) > lim sup pfn)- 


证 先 证 (1). 若 ff 齐 由 Fatou 引 理 立 得 (1) 的 结论 ， 
现 设 态 壮 了 则 对 ( 太 ) 的 任 一 子 列 (六 小 存在 其 子 列 (fni), 使 得 
fn 一 > 了 . 于 是 由 上 所 证 有 p(f) 声 jirmn 拟态 但 子 列 (fo 的 选 


"二 
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取 是 任意 的 ， 敬 必须 有 p() < liminf p(fn),(1) 得 证 . 对 (所 ) 应 
用 (1) 得 (2). 证 毕 . 
下 一 定理 是 控制 收敛 定理 的 推广 形式 ， 其 进一步 推广 见习 是 


2.10. 
2.7 定理 设 甩 E56 且 所 了 ff 或 所 马 f. 又 设 gh Ee 


ct,ygeE Lt 且 gn 9g 或 gn 态 g 如 果 g 及 每 个 9g, 可 积 ， 
pH{gn) 2 (9), 且 |fnl < grae ,vn > 1, 则 有 lim pllfs — AfD) =0. 
特别 有 lim a(f%) = pf). 
证 首先 息 定 同时 有 f, 一 3 .gn 一 g. 令 
hn = gn+9— fn — fl, 
刚 hw 之 0,a.e.; 且 hh 二 2g. 故 由 定理 2.6{1) 得 
22{9) < liminf p(hn) ~ 2p{9) 一 lim sup ut{|f — fl). 


从 而 有 lim gl(|fn -用 )= 0. 特别 有 
latfn) ~— pA Ss plfs — ff) = 0. 


车 同时 有 天 己 gm 马 了 则 有 驴 29. 故 由 定理 2.6(1) 亦 可 推 得 
本 定理 的 结论 ， 车 访 汪 gn 今 9 或 后 驴 fg9n 二 9, 则 与 定 
理 2.6 的 证 明 类 似 可 证 lim gl|f -Dn) = 

2.8 系 (Scheffé 引 理 ) 设 f,f 为 可 积 可 测 耳 数 ，f 一 > 了， 
则 p(s 一 和 二 0, 当 且 仅 当 人 一 (|). 

证 必要 性 局 扰 , 充分 性 由 定理 2.7 推 得 (S gn = |fal, g = | 有 

2.9 定理 设 廊 ,为 可 积 可 测 画 数 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 : 

(1) nt)r — FI) = 0; 

(2) f. 5 Ff, 有 fd) = pA). 

证 (2)=3(1). 设 (2) 成 立 ， 在 定理 2.7 中 令 名 = | ,g = | 有 
即 得 (也 更 证 (1) 寺 (2). 设 pl|fn 一 间 二 0, 对 任 给 6 > 0, 全 
A = [| 一 了 | 之 <|， 册 看 


ela, < |fn =— flia, < |fn — Af, 


“二 训 - 


; J 
pe 
re pp 


ae Pi 


故 育 
an ep(An) < Lm at{|fn 一 Fh = 0. 


这 表明 Sf 此 外 ， 由 于 | jf 和 |f| |< jf — 1 元 有 
afal ~ AD [< (lf D0, no o0. 
(1)=>(2) 得 证 . 


习题 

2.10 设 下 hn,ygn hge ch gnae. ,Vn 之 1. 又 设 
乒 - 了 或 疡 号 了 了 人 9 或 加 号 gj 或 各 今 六 如 果 
有 gy hn, gn 都 可 积 ， 且 phn) 一 AR), pg9n) 王 (9), 则 了 可 积 ， 且 
有 ”jim p(fn) = J 有).( 提 示 ， 不 姑 设 大 2 fgn 2 9,hn 区 用 
分 别 对 记 一 hs 及 gn 一 丰 应 用 Fatou 引 理 .) 

2.11 车 在 2.10 中 有 hn <0< gn 则 lim AI 疡 -用 一 0.( 提 
示 : 对 | 一 下 << gn 一 hw 十 9 一 上 应 用 定理 2.7.) 

2.12 设 (fj,) 为 一 可 测 函 数列 . 车 4( 夺 ) < oo 或 
Dn oo 则 1 jnae 有 意义 ， Dn-1 fn 的 积分 存 
在 ， 且 有 p20n=1 fn) = Dwi (in). 


$3 不 定 积分 与 符号 测度 


本 节 内 容 有 ， 符号 测度 的 Jordan-Hahn 分 解 ， 测 度 的 绝对 连 
续 性 及 奇异 性 ， 测 度 的 Lebesgue 分 解 及 Radon-Nikodym 定理 ， 
Vitali-Hahn-Saks 定理 ， 

3.1 引 理 设 feE, 且 的 积分 在 在. 令 


(A) =p(f14), AE SF, (3.1) 
则 vw 为 天 上 的 o- 可 加 集 函 数 ， 即 有 


{Ann> ICF,A NAn=Dnm 寺 or An) = vAn). 
" (3.2) 


"A9: 


此 外 ， 令 
vt (A) 一 nlf Ia), v (4) 一 (fa), EA, (3.3) 


更 为 (大 ) 上 的 测度 ， 其 中 之 一 为 有 限 测 度 ， 且 有 v= 
tw tt ， 

证 令 vt, vy 如 (3.2) 所 定义 ， 由 系 2.2 知 vt 及 vw 为 下 
上 的 测度 . 由 于 了 的 积分 存在 , 我 们 有 vw?({ 人 ) < oo 或 vw-( 负 < ooc， 
于 是 w+ 一 vv 在 下 上 有 定义 且 为 下 上 的 og- 可 加 集 函 数 ， 显 然 
有 w=vt 一 vy .证 毕 . 

3.2 定义 设 避 ,大 ) 为 一 可 测 空 闻 ，v 为 天 上 的 一 o- 可 加 
集 函 数 ， 称 ”为 符号 测度 . 设 (2, 了 ,4) 为 一 测度 空间 ，f & 5, 且 
f 的 积分 存在 ， 则 由 (3.1) 定义 的 符号 测度 v» 称 为 关于 上 的 不 
定 积分 , 并 记 为 v= fg. 

设 v 为 天 上 的 一 9- 可 加 复 信 集 琐 数 ， 称 > 为 复 测 度 . 这 时 
v 的 实 部 和 虚 部 均 为 实 值 符号 测度 ， 

3.3 注 设 上 vv 为 {2, 厂 ) 上 的 一 符号 测度 , 则 或 者 一 o0 芯 2(A) < 
oo(YA E 厂 , 或 者 一 00 < Ad < oo(YA & 下 )， 事实 上 ， 如 若 不 
然 ， 则 存在 4 E 太 BBE 产 , 使 v(4A) = +eozfB = oo， 我 们 有 
AUB= (A\ BjUB={B'\A)U 4d, 依 假定 ， 有 


HAUB)=v(A", B+ rv(B), 
v(AUB}=vB\ A)+r(A). 


为 了 使 第 一 个 等 式 右 边 有 意义 ， 必 须 有 v(A 和 B) < oo0. 为 了 使 第 
二 个 等 式 右 边 有 意义 ， 必 须 有 v(B\ 4) > -oo 这 时 和 分别 从 两 个 
J vAUB) = -oc,v(AU BY = oo, 这 导致 矛盾 ， 此 外 ， 必 有 
vg = 0. 

由 引 理 3.1 知 ， 不 定 积分 这 一 特殊 的 符号 测度 可 以 表示 为 两 
个 测度 之 差 ， 且 其 中 之 一 为 有 限 测度 .下 一 定理 表明 ， 这 一 结论 
对 一 切 符 号 测度 成 立 . 
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3.4 定理 (Jordan-Hahn 分 解 定理 ) 设 v 为 人, 天] 上 的 一 
符号 测度 ， 对 A E 下 , 令 


z (4)= sup{v(B): BCA,BETF), 


vv (A)}=sup{—v(B): BC A,BESY. G3. 


则 vt+ 及 wv- 为 测度 ,其 中 之 一 为 有 限 测 度 ， 且 有 v= 一 v+ ~-v-. 此 
外 ， 存 在 如 € 工 , 使 得 


v+(A)=v(AND), 04) = _v(AND’®). (3.5) 
证 不 妨 设 v(A) > -ooYAE. 令 vt,v 如 {3.4) 定 尽 ， 首 
先 ， 我 们 证 明 存 在 De 二, 使 得 
AETACD= vA)>0, ACD = vA) < OO. {3.6) 
为 此 ， 令 
B={BEeF: vt(B)=0., 


则 志 = {BEF:YC EOCB, vO < 0. 易 扎 BB 对 可 列 并 运算 
封 所 . 此外, 设 BeBGEeFAGCB 则 GeB8. 令 BeBn>l, 


使 
linm 区 五 = inf{v(B): Be 8}=p, 


则 有 UU, Be 5, 且 有 


8.<v(l BB)= vBn) +v(l Br \ Bm) < v(Bm), m > 1, 


故 x(U Bn)= 8. 令 吕 = (UU Bn)*, 则 De € 8,v(D°) = BB, 于 是 由 
8 的 定义 知 {3.6) 的 第 二 个 蕴含 关系 成 立 . 

再 证 (3.6) 的 第 一 个 蕴含 关系 成 立 . 我 们 用 反 证 法 . 恨 定 存在 
及 EI, 有 CD, 使 wv(4) <0, 我们 断言 : 必 有 x+(4) >0. 事实 上 ， 
者 wi(A)=0, 则 24E8B8, 故 AUDe eB. 但 有 vAUC )=v(A)+ 
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v(Dr) < pfDc) = 8, 这 与 8 的 定义 矛盾 . 因此 必须 有 vt+(A) > 0. 
由 vt 竟 定 处 知 ， 存 在 A1 E 下,A1 C .有 #, 使 得 


(A1) > s(v+(A) AL) >0. 
这 时 ， 及 \ Al CD,r(A\ 4) =v 和) 一 vA1) < 0, 因 此 由 上 所 证 


知 v (4A\ 41)>0 由 归纳 法 ， 存 在 4,.。 < 开 , An CD,n 之 1, 使 得 
An CAN Dk -1 4k， 且 有 


(4) 2 4 [vt(A\ 过 4J Ai > 0. [3.7) 
由 于 v{ 有 4) < 0, 且 有 
(A)= vAN > Ak) 十 3 zf 45 {3.8) 
天 一 了 


k=1 


故 于 忆 :zx(4x) < co, 特别 有 lim v(4x) = 0. 因此 由 (3.7) 得 


六 一 ] 
HAN A) l= 


从 而 有 lim vt(A\DR-i At) =0. 由 于 vt(A\DDR21 Ax) < vt(A\ 
nl! 4A) > 1 故 有 zt+4NVY Re Ak) = 0. 因此 ， 由 前面 所 证 ， 
必须 有 v(A\ Ti 44) > 0( 否 则 有 vt+(AN\ 村 之 1 有 4) > 0). 这 样 一 
来 ， 由 (3.8 知 wv(4) > 0, 这 与 假定 wv(4) < 0 也 盾 ， 因此 ， (3.6) 
的 第 一 个 蕴含 关系 成 立 . 

现在 证 明定 理 的 结论 . 设 4e ,Be ,BC 4 则 


v(B) + v(tA \ BND)= v((ANDI UB) 
=vAND)+v(BND'). 
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鼓 由 (3.6) 知 wv(B) < 4d 门 五 ], 从 而 有 4) = cd 了 Do， 同 理 
可 证 wv-(4) 二 -v4mD*). 因此 ，v+ 及 斑 为 人, 天) 上 的 测度 ， 
县 ) = 一 wD?) < oo0, 此 外 有 v= wi 一 vv 定理 证 毕 . 

3.5 注 (1) 我 们 称 > 的 分 解 上 y= 二 vt 一 vv 为 上 的 Jordan 分 
解 ,vi 及 vv” 分 别称 为 vv 的 正 部 及 负 部 ; 称 的 分 解 人 = DUD° 
为 vv 的 Habhn 分 解 . Habn 分 解 不 一 定 唯 一 . 

(2) 令 | 加 =v+t 十 v, 称 |v| 为 v 的 变 差 (测度 ), 称 |v|() 为 
v 的 全 蛮 状 ， 记 为 lvllvar. 车 jv| 为 o- 有 限 测度 ， 则 称 ” 为 -有 
女 和 罕 号 测度 . 

(3) 设 > 为 一 符号 测度 ， 人 = D UD: 为 其 Hahn 分 解 . 令 
二 Tp 一 了 5, 则 请 关于 |v| 及 v 积分 存在 ， 且 v 二 hvhv| = 有 hv. 

3.6 命题 设 上 vv 为 (0, 下 上 的 符号 测度 ， 则 vw 在 下 上 达到 其 
上 ， 下 界 . 确切 地 说 ， 设 下 = 也 UDPDc 为 其 Hahn 分 解 ， 则 


viD) = sup{r(B): BeF}, (3.9) 
v(D) = inf{r(B): Be Tr}. | 
特别 ， 实 值 符号 测度 必然 为 有 界 符号 测度 . 
证 设 Be 天 , 则 由 定理 3.4 知 


HB)=vt(B)- v(B) <vt(B) < vt+(N) = v(D), 
vB)=vt(B)— vu-(B) > rv (B) > _v-(N) = (De 


由 此 推 得 {3.9). 
下 面 我 们 引进 测度 的 绝对 连续 性 及 奇异 性 概念 . 
3.7 定义 设 vm 为 (2,) 上 的 两 个 符号 测度 .如 果 


Ae Flvl(A) =0= nl(4) =0, (3.10) 


则 称 vw 关于 玫 绝 对 连续 ( 记 为 vv 起 v0). 车 有 v2 
则 称 与 v2 舌 价 , 记 为 W ~ 以. 者 存 在 入 EE 了 ,使 得 |u|(N*) = 
0, ll(N) = 0, 则 称 i 与 己 看 互 背 异 ( 记 为 vy 上 v2). 
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设 v 为 (中 ) 上 的 一 符号 测度 ， 若 点 < 天 , 使 得 jz| CN) = 0， 
则 称 N 为 v 的 支撑 . 一 般 说 来 ， 支 撞 并 非 唯一 确定 . 

由 上 述 定 浆 知 ， 下 切 w 分 几 wm 的 支撑 必 为 mm 的 支撑 ; 
上 V2 分 帮 与 vw 有 不 相交 的 支撑 . 

3.8 注 (1) 由 (3.4) 易 知 ， (3.10) 等 价 于 如 下 条 件 : 


AeF, |vl(A) =0= mA)=0. (3.11) 


(四 设 安 v2, 且 太 上 ww, 则 ww = 0( 即 对 一 雪 4A € 大 有 
(4) = 二 人 0, 此 外 ,人 恒 有 上 0. 


(3) 设 v 为 一 符号 测度 ，f &€ 5. 车 了 关于 的 积分 存在 ， 则 
fv 人 ev. 
3.9 引 理 设 (0, 天 ,yy) 为 测度 空间 ， 上 为 一 非 负 可 测 哨 数 ， 


令 hp 表示 4 关于 的 不 定 积分 (从 而 hp 为 一 测度 ). 设 ge 万 
则 g 关于 kp 的 积分 存在 ， 当 和 且 仅 当 gh 关于 p 的 积分 存在 ， 这 
时 有 
/ gd(lh.n) =/ hear， YAE 下 . (3.12) 
及 六 


证 首先 , 设 g 为 非 负 简 音 函 数 , 则 由 hx 的 定义 知 (3.12) 成 
立 . 于 是 由 积分 的 单调 收 敏 定理 知 ， 对 一 切 gE C1,(3.12) 成 立 . 
由 此 立刻 推荐 引 理 的 结论 . 
下 一 定理 表明 : 任 一 rc- 有 限 符号 测度 ”总 可 以 唯一 地 分 解 为 
关于 另 一 o - 有 限 符号 测度 4 的 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 之 和 . 
3.10 定理 设 上 与 v 为 {人 2, 玫 ) 上 的 两 个 o- 有 限 测 度 ， 则 > 
有 如 下 唯一 分 解 ( 称 为 Lebesgue 分 解 ): 


z 一 Im 十 了 (3.13) 
其 中 Ps 十 有 Eee 这 上 此 外 ， | 及 Ve 均 为 她 一 有 限 的 ， 并 且 存 在 


9 EL£, 使 得 g 关于 |p| 的 积分 存在 。 vc 为 9 关于 上 的 不 定 积 分 . 
证 首先 不 妨 假 定 4 为 测度 {否则 以 fz| 代 圭 2), 且 AR) > 0. 


这 时 由 的 o- 有 限 性 知 ,存在 的 一 个 可 数 划分 9 一 六 An, 使 


"A 


= tit 


得 An EF,0<p(An) <o0Yvn>1l 令 


2 1 
A= 了 
2 Qn AnY) 


三] 


则 丈 处 处 严格 正 ， 且 jh) 二 1 令 丰 = 有 hp, 则 页 为 测度 ， 且 
产 ) = 1. 由 于 外 与 & 等 份 ， 故 由 引 理 3.9 知 ， 可 以 下 代替 以 来 
证 明定 理 的 绪论， 因此 ， 不 妨 设 y 为 有 限 测 度 . 
下 面 先 假定 ” 也 为 有 限 测度 .， 令 
H=Ihere :yAEF, | hd < vA)!, 
{he e 人 :< v4)) 


设 ,hz E Hh = hi YY kz, 则 


/ ndn= | mdu+ / had 
4 ANM[R1 > hs] AM[hi < hs] 
鼠 vA 门 [a1 > hz]) 十 到 (人 门 [hi 所 hz|) 一 vA), 


这 表明 区 对 有 限 上 端 运算 封闭 、 现 设 hE ZH 如 ,+ 9, 使 得 
f gon = sup{ f ran: he H}, 

则 由 积分 单调 收 伍 定理 易 知 ge ZN. 令 
vA) = v(A)— 上 gdp, 4 


则 vw 为 一 有 限 测度 . 往 证 ve 上 六 令 昌 = DD， 十 D5 为 符号 测度 
vs 一 上 的 Hahn 分 解 ， 则 对 一 切 4 < 地， 


vAND,) > n ptAND,)= ca) dn, dH 
如 


-与 由 


rh mp Ia — + 


于 是 Y4E 大 有 
/ (g + nlp dp < 1 gdp + va( AN Dn) < v(A), 
总 怠 


这 表明 g 十 n-!Ip, € KH. 但 和 一 方面 ju(9) = sup{p(h) : he XH}， 
故 必 须 有 AD = 0. 令 站 = 山 Da, 则 glN) = 0. 此 外 我 们 有 
(注意 (vs 一 (Dt) < 0) 


vo N°) < vlDE) Sn AD5 Sm AD 一 0fn 一 ooh， 


这 表明 vw, 上 上 4. 令 
we(4) = f ger 


则 zw 冬 风 见 定理 1.6(3)). 此 外 ， 由 于 g 为 yj 可 积 的 ， 故 9 可 到 
为 实 值 可 测 计数 . 

现 设 v 为 o- 有 限 符号 测度 . 为 证 定理 结论 ， 不 妨 假 定 >” 为 
5- 有 限 测 度 { 香 则 分 别 考 虚 vt+ 及 vv-). 到 人 的 一 个 可 数 划分 有 = 
Dn 4 使 得 4 E 下 ,vd <o0,n 之 1. 令 PN) = vA 有 A) 则 
每 个 z 为 有 限 测度 ， 故 由 上 所 证 ， 只 有 如 下 分 解 


=v vn n>1, 
其 中 性 4， zf 达 册 ， 且 存 在 非 负 实 值 可 测 函 数 g,, 使 得 Ve = gn 
显然 ，gn 在 48 上 可 取 为 0, 令 


一 1 一 四 — 
ro = Dr, ve = vw, 9 = ) gn, 
n 四 EE 


则 有 v5 工 凡 ve 这 pv 二 gi4 且 (3.13) 成 立 ，w 的 分 解 唯一 性 容 
易 由 注 3.8(2) 看 出 。 定理 证 毕 . 

设 4 为 一 测度 ，v 为 某 fe 工 关于 的 不 定 积分 ， 则 vw 关于 
上 绝对 连续 { 见 注 3.8(2)). 下 一 定理 表明 : 若 gy 为 vo- 有 限 测度 ， 
则 道 命题 成 立 . 
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3.11 定理 (Radon-Nikodym 定理 ) 设 (人 ,和 天 ) 为 一 可 测 空 
间 ，& 为 一 vo- 有 限 测度 ， >” 为 一 符号 测度 {不 必 为 vo- 有 限 )}. 如 
困 v 关于 绝对 连续 ， 则 存在 一 关于 & 积分 存在 的 可 测 函 数 9， 
使 得 v= gg. 此外， 了 在 py 等 价 意义 下 是 唯一 的 ( 称 六 ,ga 为 此 
等 价 的 ， 是 指 的 关 9%])) = 冲 , 为 要 9 为 jr-a.e 有 限 ， 必 须 且 只 
需 为 zx- 有 限 的 . 

证 车 v 为 o- 有 限 符 号 测度 ， 则 由 定理 3.10 立刻 推 得 本 定 
理 结论 {因为 这 时 由 注 3.8(2) 知 {3.13) 中 的 vw = 0). 为 证 定理 ， 
不 妨 设 上 v 为 测度 (否则 分 别 考 虑 vt 及 v7), 且 v( 人 9) = oo. 此 外 册 
A 的 oo- 有限 性 及 引 理 3.9 知 ， 不 妨 假定 2 为 有 限 调 度 (参看 定理 
3.10 证 明 的 开头 部 分 ). 令 

GG={CEF: vOC) < oo0), 
显然 乡 对 有 限 并 运算 封闭 . 于 是 存在 CE 8, Cn + C, 使 得 

EC 一 supfafGY : GeO. (3.14) 
入 

(BB)=ABNO), vB)=v(BNC), Be, 
则 yw 为 so- 有 限 测 度 ， 且 vv' 才 jp 改 存 在 非 负 实 信 可 测 函 数 8, 使 
得 v= gp. 另 一 方面 ， 由 98 的 定义 及 (3.14) 知 
LBNC > 0= rv(BNC) = 00. 


因此 ， 若 令 = 二 (Hoojreeg = 六 十 及 则 2 = 有 .Ap 二 了 起 定 
理 的 其 余 结论 显然 ， 证 毕 . 
3.12 定义 ”我们 用 他 表示 定理 3.11 中 的 g( 它 在 j 等 价 意 


义 下 唯一 确定 ), 并 称 为 关于 5 的 Radon-Nikodym 导数 . 


3.13 定理 设 (只 ,天 ,由 为 一 和 有 限 测 度 空 间 ， 上 4 为 下 上 的 
一 符号 测度 ， 且 yy < 攻 pj. 令 gez, 则 9 关于 vv 积分 存在 ， 当 且 仅 
当 g 闽 关于 积分 存在 ， 并 且 这 时 有 


1/ gdv = / (gdp, YAEF. (3.15) 
总 A dn 


"TT: 


证 若 v 为 测度 ， 则 定理 的 结论 由 引 理 3.9 推 得 现 设 ， 为 
符号 测度 ， 令 二 9 守则 
上 . 
drt _ dv- dv+ dr 


十 ,+ ho ot 


设 9 关于 积分 存在 ， 则 9 关于 vt 及 积分 存在 ， 且 wv+(9) - 
十 一 
(9) 有 意义 ， 于 是 99 及 9 关于 上 积分 存在 ， 且 有 


(0) = f 0F)an, v (9) A 
于 是 有 
(9) = / (9* Sap - / (9 a 
全 = fm ar 


由 于 vt(g) 一 x (9) 有 意义 , 则 必须 有 AR+) < oo 或 jp(h) < cool 请 
读者 自行 验证 这 一 事实 )、 因 此 k 关于 gz 积分 存在 ， 且 p(h) = 
vt(9) 一 v(9) 二 v(9). 对 914 应 用 这 一 结果 即 得 (3.15). 反之 ， 设 
h 关于 jg 积分 存在 ， 则 AR < oo 或 Ai ) < oo 由 此 可 推 其 9 
关于 pt 及 A 积分 存在 ，vt(g) 一 wv (9) 有 意义 ( 即 g 关于 > 可 
积 ), 且 v(9) = AL 和. 对 gl4 应 用 这 一 结果 即 得 (3.15). 证 毕 ， 

3.14 定理 设 (n, 和 大) 为 一 可 测 空 间 ， 由 及 了 为 天 上 的 两 个 
x- 有 恨 测 度 ，9 为 革 上 的 一 符号 测度 如果 岂 拉 2 巡 贞 册 
如 巡 山 卫 有 


d a 
学 = 学 学 -ae. . {3.16) 
证 显然 有 呈 近 睛 故 由 定理 3.13, 对 Y4E 大 有 


dp dy /¥ fF 
wa ?= 


于 是 由 系 1.9(2) 知 (3.16) 成 立 . 
下 一 定理 称 为 Vitali-Hahn-Saks 定理 . 我 们 将 在 下 一 节 和 和 第 
七 章 是 用 到 这 一 定理 . 
3.15 定理 设 各 ,三 ) 为 一 可 测 空 间 ， (jpn) 为 其 上 的 一 列 有 
限 符号 测度 ， 和 为 一 有 限 测度 ， 司 得 对 一 切 n> 1, 有 jw 安 和 (这 
样 的 测度 恒 存在 ， 例 如 令 和 = 尝 去 niinl, 其 中 nll 表示 


jn 的 全 变 差 。 |i| 为 1 的 变 差 测 度 ). 如 果 对 每 个 4 C 大, 极限 
A(A4) = lm jn(44) 存在 且 有 限 ， 则 

(1) 2 为 一 符号 测度 ; 

(2) supn pnll < o0; 

(3) 对 任 给 。 > 0, 存在 9 > 0, 使 得 

AeF, AA) Sn suplsl(A) < e. 

证 令 理 表示 Zn, 大 为 中 由 大 可 测 集 的 示 性 函数 等 价 类 
所 成 的 子 集 ， 则 理 是 闭 集 、 从 而 作为 子 空间 ， 为 完备 距离 空 
间 ， 设 A € 天, 令 4 表示 4 所 相应 的 等 价 类 ， 我 们 用 天 表示 大 
中 元 素 等 价 类 全 体 ， 则 (元 ,d 为 完备 距离 空间 ， 其 中 


dtA, BY) = MAAB)， 
设 a>0, 令 
Di={AeF: Yn jm> jn(A)— pa(A)) < oa}, 


由 于 通 数 4 路 jn(4) 在 和 上 连续 ， 故 五 为 用 集 ， 显 然 UJ; 万 = 
天 因 对 一 切 4 e ,jn({4) 收 伍 )、 由 Baire 定理 ( 见 第 五 章 定理 
1.27), 存在 某 使 有 一 内 点 4 即 对 某 上 > 0, 有 


BEeFAMBAA) 二 下 全 nl 下 -pm(B) < aoa,wn2> vm 
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取 0< < 使 得 (见习 题 3.19) 
CEFMC) < 7 | < or, t= 1 ) 


对 于 nm 之 7, 我们 有 


len tO)| < lun(4 U Cc) 一 人 让 十 lintA\OC) 一 Hn (A) 
< ln(AUOCO)— ptAUCN + latA UO) — py(d)| 
+t pCA) — pntd)| + tin AC) — pi(AN\ OY) 
+ lay(A\C) + py (A + eitd) 一 Ar. 


于 是 MC) <7 一 supvju(Cl< 6a. 从 而 由 习题 3.23 知 ， A(O) < 
中 滨 sup intC) < 12a. 由 此 立刻 推 得 (3)( 令 a = ej/12), 

下 面 我 们 证 明 (2). 我 们 将 空间 只 分 为 有 限 允 个 入 测度 >? 的 
原子 及 有 限 多 个 入 测度 夺 乡 的 集合 . 由 于 |en| 安 和 故 和 的 原子 必 
为 每 个 |4n| 的 原子 . 于 是 在 入 的 原子 集 妨 上 , 有 |ualf4)] = un(A) 
从 而 supn juin|(4) < ceo. 由 此 并 利用 前 段 的 结果 推 得 (2) 的 结论 . 

最 后 ， 上 在 下 上 显然 是 有 限 可 加 的 . 现 设 Ex E&F, Bx 多 则 
ALER) 二 0, 从 而 由 (3) 知 p(Bx) 一 0. 由 此 推 知 4 是 e 可 加 的 ， 
故 上 是 有 限 符号 测度 ， 证 毕 . 

3.16 系 设 (0, 下 ,#) 为 一 有 限 测度 空间 &, € (了, ,nn 之 
1， 若 YA € 了 ,éndp 的 极限 存在 且 有 穿 ， 则 存在 唯一 的 上 < 
天, 天 ,Ahj, 使 


lim rdn ca AE. 


习题 

3.17 设 上 为 一 符号 测度 ， 了 关于 vw 的 积分 存在 ( 见 注 3.5{3)). 
则 对 一 切 4 E 天 ,14 关于 vw 的 积分 存在 ， 且 A 品 v(tfia) 定义 了 
天 上 的 一 符号 测度 . 

3.18 设 ” 及 上 为 两 个 符号 测度 ， 了 关于 > 的 积分 存在 . 车 
v 才 上 【相应 地 上 内 则 了 vz 之 (相应 地 ， 了 上 种 


.0 . 


3.19 设 人 ,大 ,站 为 一 测度 空间 ，w 为 下 上 的 一 有 限 符 号 测 
度 ， 则 下 列 二 断言 等 价 ， 

{1}ve pgp; 

(2) Ye > 0,36 > 0, 使 得 AE FutA)} <5 寺 (A) < ee. 

3.20 举例 说 明定 理 3.11 中 的 vo- 有限 性 假定 不 能 去 掉 . 
{提示 : 令 人 = [0,1], 下 = {4 CI0,1]:; 4 或 4 为 至 多 可 数 集 }) 

3.21 设 j 及 wv 为 两 个 o- 有限 测度 ， 则 为 要 v ~ ,必须 且 
只 需 存在 可 浏 函数 g :0 < glw) < oo0,Yw € ,使 得 v = gp 

3.22 设 上 ,AmAa 为 可 潮 空 间 {人 2, 下 上 的 有 限 罕 号 测度 ， 邻 

H1V Ha = p11+ (pa — HT, plA pa2 = Hi — (Hi — 12)", 
则 Aa VY pz 为 满足 Vv 之 jl 且 vw > pz 的 最 小 符号 测度 vw;jn AHa 为 
满足 vv < jn 且 vw < jpo 的 最 大 符号 测度 上 . 

3.23 设 卢 为 (0 了) 上 符号 测度 , 则 ||j|var 二 2supaer la(CA). 
车 上 人 二 0, 则 jg 为 有 限 符号 洲 度 ， 且 有 [jt]yvar 一 28upaAeF, [a(A). 

3.24 设 五 (名 ,天 ) 表示 上 有 界 大- 可 测 函 数 全 体 ，AM(9L, 太 ) 
表示 {2, 下 ) 上 有 限 符号 测度 全 体 ， 对 ff € B(Q, 夏 ), 令 |‖ 旗 = 
supwen |f {0)|, 

(1) 号 人, 大) 按 荡 数 上 -| 为 一 Banach 空间 (完备 搜 范 线性 空 
间 ). 

(2) 设 jEe A 人 1 全 三)， 令 (ff) = 20), fe BON,F), 则 为 
BIR, 下) 上 的 一 有 界线 性 泛 了 薄 ， 且 有 || 上 == 上 ivar-( 提 示 : 设 人 N= 
DUD: 为 上 的 Hahn 分 解 ， 令 f= Tp 一石 , 考虑 p( 了 ).) 

{3) MI(Q, 太 ) 按 范 数 ‖ .1 为 一 Banach 空间 ， 


$4 空间 zz 及 其 对 从 


设 (了 ,天 ,月 为 一 测度 空间 ， 对 任 一 p:0 < p < co, 我 们 令 
Lr(N, Fp) = {fF E LDN, F): pF) < oo0} (4.1) 
( 简 记 为 亚 ), 其 中 Z(Q, 太 ) 表示 只 上 天 可 测 实 值 画 数 全 体 ， 设 
f9 ELON,A), 如 果 了 = 9, pr-ae., 称 了 与 9 jp- 等 价 ， 今后 我 们 


‘1 


将 L? 中 ae. 相等 的 元 素 不 如 区 别 ， 苑 把 LP 视 为 按 上 广 等 价 关 系 
所 人 必 的 商 空间 . 令 
上 = [>， (4.2) 
我 们 将 证 明 ， 对 p 宇 1,(27, 上 -jp) 为 一 Banach 空间 ( 见 定 理 4.5). 
首先 ， 我 们 建立 空间 5? 的 一 些 基 本 不 等 式 . 为 此 ， 我 们 需要 
如 下 两 个 分 析 不 等 式 ， 其 证 明 可 在 任何 一 本 数学 分 析 书 中 找到 ， 


设 ab 为 实数 ，r>D1<pa<oo 且 + +7=} 则 有 


la + Bl" < max(1,2"-1)}(|al" + |6|"), (4.3) 
全 

< 中 + (4.4) 
bp 


4.1 定理 设 jEceir>01l<Ppq<co 且 二 = 
1,s 之 1. 则 有 


(lf + 9g) < Crutlr|" + |9|"), (4.5) 
nL(|f9|) < Filpllglls, (4.6) 
||f 十 旨 。 天 Fl + llglls, (4.7) 


其 中 Cr = max(1,2"-!). 我 们 分 别称 (4.5) 、(4.6) 及 (4.7) 为 C; 不 
等 式 、 H6lder 不 等 试 及 Minkowski 不 等 式 . 对 p =9=2 情 
形 ， (4.6) 亦 称 为 Schwarz 不 等 式 . 
证 (4.5) 可 直接 从 {4.3) 推 得 ， 现 证 (4.5). 不 妨 设 fls < oo， 
ilglls < o%, 令 p = ffHs; = g/llglle, 则 由 (4.4) 得 
PP Iw) 1 1 
Ho 一 
此 即 (4.6). 
最 后 证 明 (4.7). 不 妨 设 六 9 E Lr, 由 (4. 引 知 f+g€EL, 且 当 
3 二 1 时 (4.7}) 成 立 . 现 设 s > 1, 我 们 有 


/ f+ ghdp = / f+ ollf + gdp 
< / HF + gh id / [gf + gl 1a. 


一 十， 


* 昭公， 


令 s > 1 使 十 = 1, 对 上 一 不 等 式 右 端 应 用 (4.6) 得 (注意 
38'{8— 1) 一 3] 


f+ gtar < ele( f f+ od) 
+ lellet / f+ gl adp), 


由 此 立 得 (4.7). 证 毕 . 
如果 上 是 概率 测度 ， 我 们 还 有 如 下 的 Jensen 不 等 式 (4.8). 


4.2 定理 设 (人 ,下 ,站 为 一 概率 空间 ，? 为 一 连续 凸 函数 ( 即 
Vo:0<a<lve,ye€ 有 Gaz 十 代 一 吉 二 三 cp 十 三 一 GPL 
又 设 了 <E 工 (人 和 丰 站 则 p(f) 关于 的 积分 存在 ， 且 有 


Pla)) < pa(p()). (4.8) 
证 令 w' 表示 ww 的 右 导 数 ， 则 Yz,y E 总 , 有 
Pr (zj — 2) < pl) — P(r). 
于 是 有 


pF pf) < of) — p(t)), 


两 边关 于 & 积分 即 得 欲 证 不 等 式 . 

4.3 定 祷 设 r>0,{f, 记 ,n> 1}cCL". 如 果 (|f, 一 了 "一 
0,n 一 cc, 则 称 {所 ) r 次 平均 收效 于 f( 简 称 (f)5"- 收 伍 于 月, 或 
称 (f,) 在 L” 中 强 收 敏 于 f, 记 为 上 下 

显然 ， 三 7- 收 伍 的 极限 是 唯一 确定 的 (在 js- 等 价 意 尽 下 ) 此 
外 ， Er- 收 伍 范 含 依 测度 收 和 全 .事实 上 ， 设 <> 0, 则 


pllfa Flo = MI 一 外 >e)< pf -fh). 


4.4 引 理 设 7 > 0, fi €E Lr,n > 1, 则 为 要 (fj 5"- 收 敏 于 某 
fe L", 必须 且 只 需 (所) 为 L"- 收 仑 的 基本 列 . 


er rE sr 一 


证 ” 先 证 必要 性 . 设 所 车 /, 则 由 (4.3) 得 
| 天 一 fm < Cllfs, 一 fr 十 [fm 一 了 | 站， 
故 有 lim p(s 一 fm) = 0.， 往 证 充分 性 设 (f) 为 L"- 收 


TY 一 


伍 基 本 列 ， 则 易 知 六 为 依 测 度 收 伍 的 基本 列 ， 故 存在 fe 5, 使 
琅 筷 天 第 二 章 习 题 3.8). 于 是 由 Fatou 引 理 知 


stlfn — fh) < lim pllfn — fl), 


Ld 


从 而 有 im x(|fn 一 1") =0, 显然 有 了 <e 天 .证 毕 . 

4.5 定理 设 p>1, 则 (i?, ||p) 为 一 Banach 空间 . 

证 首先 ， 由 定理 1.6(6) 知 ， 1fll =0 合子 = 0,a.e., 此 外 ， 
对 任 一 实数 a, 有 llaflls = jalliflly, 故 由 (4.7) 知 上 为 22 上 的 
一 范 数 . 再 由 引 理 4.5 知 ， (2, jp) 为 一 Banach 空间 . 证 毕 . 

4.6 定理 设 p>1,{f, ,n> CP, 则 下 列 二 条 件 等 价 : 

(1) Hin — Flin = 0; 

(2) fn 3 Fnilp = ifs- 

此 外 ， 若 二 下 后 lp 二 和 fp, 则 也 有 fs 一 fllp 一 0. 

证 (1) 坟 人 2) 显然 ， 由 于 


-fh < 2 (fa? + Ff), 


故 由 定理 2.7 推 知 (2) 僵 (1) 及 另 一 结论 . 

下 面 我 们 研究 空间 LP 的 可 分 性 ， 为 此 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 

4.7 引 理 令 so, 大) 表示 如 上 的 大 可 测 简 单 冰 数 全 体 ， 设 
pp>1 则 snFinzz 在 ZP 中 稠密, 

证 设 feLr, 册 第 二 章 定 理 1.8 知 , 存在 太 ESfR 大),| 户 | < 
| 中, 使 得 lim f= f. 于 是 fn€ 2?, 有 1m 一 JP < 22?|fjP, 故 由 控 
制 收 化 定理 知 g(|fs 一 FP) 一 On 一 oo). 证 毕 . 

4.8 定义 设 (和 v, 工 ,内 为 一 测度 空间 ， 称 下 为 广 可 分 , 如 


果 存 在 一 可 分 的 下 的 子 o- 代数 石 , 使 v4 € 下 ,3B € 石 , 满足 
uAAB) 一 日 . 


:人 


4.9 定理 设 {00, 下 ,4) 为 一 测度 空间 ， 为 oo- 有 限 测 度 ， 则 
下 列 断 青 等 价 ， 

(1 天 为 所 可 分; 

(2) 对 一 切 p> 1, IL? 为 可 分 Banach 空间 ; 

(3) 对 某 个 p> 1,L? 为 可 分 Banach 空间 . 

证 . (1) 坊 (2). 设 下 为 p- 可 分 令 万 为 上 的 一 可 分 o- 慌 
数 ， 司 得 Fo C 大, 且 vA e ,3B € ,满足 jtAAB) =0. 可 以 很 
定 存 在 0 的 一 个 可 数 划 分 ， 0 = 和 4 使 得 4 EE 石 :4 < 
coco,n = 1,2,-…, 由 第 一 章 定 义 2.7 知 ， 在 在 一 代数 £ CC 石 , 其 元 
率 个 数 至 多 可 数 ， 使 得 4 E L,n>1,0(C)}= 二 0. 令 


1 = {Yailg, B. < i 为 有 理 数 ， l <i<n=1,n>1}. 


+ 一 让 


由 第 一 章 习 题 3.9 知 , 对 一 切 p 二 1,HX 在 5S(0, 六 nr 中 按 范 
数 秽 密 ， 从 而 由 引 理 4.7 知 ， Xt 在 L? 中 秽 密 . 但 对 的 元 紊 为 可 
数 针 个， 故 Fe 为 可 分 Banach 空间 . 

剩 下 只 需 证 (3)}=>(1). 设 对 某 个 p > LI 为 可 分 Banach 空 
间 ， 则 存在 I? 的 一 可 数 和 奉子 集 戏 . 令 万 = ol(HW)( 即 五 为 使 天 
中 元 素 为 可 测 的 最 小 o- 代数 )、 则 显然 石 为 可 分 o- 代数 ， 且 
Fo CFA. 现 设 AEF, 有 县 wfA) < 0, 则 了 ae Lr. 于 是 在 在 E 天， 
使 fs -14, 特别 有 记忆 I4. 令 Bs = 全 < 记 < 间 , 则 Be 所， 
且 BsAACHfo-Ial> 寺 . 故 有 BnAA) 一 0(n -+ oo 即 Is, 己 
nn. 于 是 存在 子 列 (Ba 使 15 ,I4. 令 B= lim sup Bn., 则 


Beno,H Ts=1a,me., BAA)= 0. 由 于 J 是 有 限 的 ， 
于 是 我 们 证 明了 天 的 jp- 可 分 性 . 

4.10 注 ”定理 中 关于 为 o- 有 限 的 条 件 不 能 去 掉 . 例如 : 
设 吕 = 页 ,和 丰 = BLUR), 对 AE 令 ptA4) 表示 A 中 元 素 个 数 (着 
4 含 无穷 多 个 元 素 ， 令 HL4) = o0), 则 TN, 下 ,jp) 不 可 分 (请 读者 
证 明 这 一 事实 ). 


: 65 * 


作为 定理 4.9 的 一 个 推论 ， 我 们 有 

4.11 定理 设 ( 史 ,和 大) 为 一 可 测 空 间 ， 上 为 其 上 的 一 z- 有限 
测度 ， 若 下 为 jp- 可 分 ， 则 开 的 任何 子 o- 代数 也 为 us- 可 分 . 

证 设 8 为 了 的 子 o- 代数 ， 刚 工 R98,p) 可 视 为 (D8, 大 ,j) 
的 子 空 障 ， 依 假 定 ， 了 为 pj- 可 分 ， 论 由 定理 4.9 知 (OQ, 天 ,jp) 为 
可 分 . 因此 ， 作 为 它 的 子 空间 五 (2 由 亦 可 分 ， 再 由 定理 4.9 即 
知 8 为 #- 可 分 ,证 毕 . 

于 面 我 们 定义 空间 5%(N,F, jp). 

4.12 定义 设 (大 站 为 一 测度 空间 ， 令 了 ES 天) 称 
为 本 性 有 界 的 ， 如 果 存 在 非 负 实数 c, 使 得 AI > 可 ) = 0, 我 们 
用 了 工 汪 (天 ,站 表示 本 性 有 界 可 测 戎 数 全 体 ， 设 耻 E 了 2[ 史 ,大 ,有 
令 

fl = inf{e 之 0: AL > eo)) = 0}. 


下 一 定理 的 证 明 是 不 足 道 的 . 

4.13 定理 中 :jo 是 了 工 ” (天 ,有 则 上 的 范 数 ， LP(R, 下 ,10) 按 
范 数 是 :||o 为 一 Banach 空间 . 

设 羡 为 一 赋 范 线性 空间 . 车 了 为 二 上 一 有 界线 性 泛 冰 ， 令 


f= sup zj 
站 el 生计 
称 了 为 子 的 范 数 .部 知 ， 七 上 的 有 界线 性 泛 画 全 体 按 上 述 范 
数 构成 一 Banach 空间 ， 我 们 称 它 为 区 的 对 全 空间 , 记 为 XX*. 下 
面 将 研究 EP9 大 , 间 的 对 朝 空 间 LI?{9, 天 ,pp)*. 


4.14 定理 设 1<p,g < oo 十 =] 则 研 (RD 大半 * 与 
(23(9, ,4) 保 范 线 性 问 构 ， 设 gE (9, 开放. 令 


Tf = (fn, fF EFQN, F,p), (4.9) 


则 把 EP(9,F,p),g 品 TD 为 A(Q, 天 ,j) 到 I?(9,F,p)" 上 的 一 
对 一 肌 射 ， 生 jlglle = | 


“ 申 属 ， 


证 ” 设 g e120, 天 ,pj), 由 Halder 不 等 式 知 ， (4.9) 定 关 了 
ef 天,P 上 的 一 有 界线 性 滩 函 工 , 且 ,| < jiglla. 往 证 jf 了 | = 
jglla: 不 妨 设 jiglls > 0, 令 


f= |g sgntg), 


其 中 sgnfz) 为 > 的 符号 ， 即 sgn(z) = o.oo(z) 一 oooy(z). 由 于 
人 -Up= 故 有 If 上 z= jlglls, 从 而 


Te) = ll) = ells = llsllolloll 
一 lgllallf Hs. 


这 表明 | 他 ?| > liglly, 从 而 最 终 有 || = 3、 显然 9 > 2 为 
Leaf 大, 到 LF(Q, 下 ,4)* 中 的 线性 单 射 . 剩 下 要 证 明 它 是 满 射 . 

设 TE ZL?(0, 大 四， 和 欲 证 存在 9E 73(N,F,p), 使 TT 一 了 .为 
此 , 令 9 = {4AE 大 :ji(4) < oo}, 对 每 个 4eg, 令 


Ta(f}) = TF), f € Lr(N,F, 0), 
则 Ta € LP(Q, Fp)", 且 Tall 所 习 刷 令 


valB) = TalIsg) = T(Iana), pa(B}= (ANMB), Be, 


则 显然 有 94T4- = 0,a.e.. 下 面 证 94 大 L393(n, FF, pe), 且 Ton = TA. 
为 此 ， 令 E = [|l9a| 三 NA 则 二 4. 记 = galg,， 则 
hn EE LINO, Fp), 且 对 一 切 f € L?(0, 开 ,jp)} 有 


Tp (ff) = RPR = (fg9ale,) = La(gaf ils.) 
=va(lfle,) = TaA{fle,) = Tang,(f} = Te, {f). 


这 表明 了 芭 ,= Te,， 于 是 有 
| 天 | = Hs | = Te, < HH 


* 属 了 - 


由 于 hs 一 9g4， 放 由 Fatou 引 理 知 jgajle < 上 从 而 94 EE 
LD, 天 ,0. 于 是 有 


Toa (lf) = pl9af) = palgaf) = valf)= Talf). 


这 表明 3。 = Ta， 特别， 我 们 有 jlgalls = [Tall， 下 面 我 们 将 证 
明 存在 g E Lx(9,F,n), 使 T= T. 设 和 AC B,h,B e 9, 易 见 
ail < [| 且 gpia = At Be., 于 是 可 取 几 。 乡 ， An +， 使 得 


sup llTa.ll = sup{llTall: Ae 9}. 


令 g = Jim g4, ae., 由 于 jlgasll < 人 和， 故 由 Fatou 引 理 知 
好 所 LI, F, A). 现 证 io = 工 . 令 B= .ep 出 对 性 何 于 E 
ZE ,Ah 我 们 有 


TN = = lim plfgas) = im Ta. (lf) 
= lm T(f1a.) = T(f1lp). 


因此 ， 为 证 有 = 了 ,只 需 证 明 T(fip:) = DY E 了 (人 ,大友 )， 
我 们 用 反 证 法 ， 假 定 存在 某 f & LP(Q, 天 ,p), 使 得 T(f14:) 六 人 0. 
令 Du = [lf| > 321 4, 则 AD < co, 且 由 控制 收 化 定理 知 
fIp,。 全 f14:; 故 存在 某 no, 使 T(fIp。,) 非 0, 妈 Tp,,(f) 关 0. 于 
是 lp >0. 令 Cn=An U Dn 出 


Hc, = le, = ||94, + gp | 
= liga, ls + Hep, ls = Ianlls + Tp,, ll’ 


【这 里 用 到 如 下 事实 : 4nmDno 二 旨 地 94 十 gp 二 9cn13.6.). 因 
此 有 supn je .| > sups ji。 小 这 与 (4%) 的 选取 韦 盾 .证 毕 . 

上 述 定理 表明 : 如 果 1 < pg < eoz 十 3 三 4, 我们 可 以 将 
开间 视 为 LP(, 关 ,44) 的 对 偶 ， 下 一 定理 表明 : 如 果 记 为 o- 
有 限 测 度 ， 则 工 2 (9 天 ,站 可 视 为 LQ2, 下 ,pp) 的 对 偶 . 


.名 ， 


4.15 定理 设 (92, 六 ,jp) 为 一 o- 有 限 测度 空间 , 则 (0, ,pp)* 
与 上 (2, 下 ,上 4) 保 范 线性 同 构 , 其 同 构 映射 为 : 设 g E 三 (大 站， 
令 

TAF) = 9), fF Ee LHN,F, p), 

则 二 € 荆 (0, 下 ,0",9 一 > 荆 为 一 对 一 满 射 ， 且 |lgl|lw = loll. 特 
别 有 lifglh < pl- 

证 设 9E 了 (和 下, 站 ， 易 见 了 上 DN, Fp)", 且 | 了 | 声 
有 ll 要 证 1 = 有 =, 不 妨 设 igjlw > 0. 则 对 Ye :0<e< 
lgilso, 我们 有 ntlgl > liglloo 一 和 > 0. 给 定 e>0 取 Acllel> 
Hgllss 一 使 0 < p04) < o0. 令 = Tnsgn(lg), 则 了 E 了 (大 由， 
且 有 


fi = RD) = (4)， 
To(N) = pf9) = (Talg)) > (gl 一 sa 


这 表明 || > Helle -< 由 于 > 0 是 酝 意 的 , 故 有 上 Tl > llgll， 
最 终 有 Tol| = 好 小 < 

现 设 人 Te€ 下 (人 ,大 由. 往 证 存在 9eE LY{9, 了 ,pp), 使 石 = 工 . 
令 9= {AE 厂 :jp(A) < o0}, 由 于 玲 定 是 o- 有 限 的 ， 故 存在 
4n E90, 使 A,t+0. 令 


vn(B) 一 了 (Ta mah， Hn 一 H(A 站 B), BE 大, 
并 令 gn = 和， 则 旺 然 有 gn e Lt(9, ,4), 且 对 FE Pa(D, 大 站 
有 
Tua, (f) 一 TFIa,) 一 2 及 一 Ln(f gn) 一 Lf gn) 一 To Cf}. 
由 于 lignj| = jx, < TN, gn + ga.e., 喜 gy EL™m(2, 天 ,jp), 且 有 


Tolf) = p19) = lim plf9n) = lim T(fTa.)= TN), 


即 有 人 = 了 . 证 毕 ， 


- 辣 如 ， 


和 .16 定义 设 1<pg< oo 二 十 了 一 芋 { 天 这 > 1} CCL?. 
如 果 Ye E 工 si (万 9 一 ATF9), 则 称 (让) 在 L? 中 弱 收 敬 于 于 
4.17 定理 设 1<pgq<o03+3=1{f fn>1}cL. 
如 果 所 了 或 记 马 f 且 捉 fnllp} 有 界 ， 则 (f5) 在 ZL? 中 红 收 
效 于 上 
证 只 需 证 明 ae. 收 敏 情形 . 设 户 2 交 了 且 supn|l 天 | = C. 
由 Fatou 引 理 ，|H < CC 设 geEL3. 令 An 二 [l/r < 9 nl 给 
定 e > 0, 存在 §> 0, 第 得 当 jp(A4) < 时 有 lolalls <e 由 Egorov 
定理 {第 二 章 定 理 3.5{2)), 对 每 个 nn 存在 BE 下, Bs C An, 使 得 
kAn Bn) <8, 且 ( 认 ) 在 Bs 上 一 致 收 谣 于 ff. 另 一 方面 ， 存 在 
mo 使 得 对 一 切 n> no 有 jgIa:lls < e. 于 是 当 m> no 有 
Ia 人才 — Po < etfs — Fg9Tas)| + ltlfr — Folas): 
< ulfe — Fllglla,) + ae(|fs — fllglia,\ a.) 
+ |fx — Fllpllg las la 
< plfe — Fllatles) + fs — Flol(llgia\B, la + ligTas |le) 
< ntlfe — Fllalls,) + 4Ce. 
由 此 推 知 pgp( 扣 9) 一 2{f9). 从 而 (jn) 在 L? 中 弱 收 雍 于 . 
注 该 定理 对 p = 1 不 成 立 . 例如 设 呈 = 上 ,1], 天 = B([0,1]),£ 
为 [0,1 上 的 Lebesgue 测度 . 令 fr = nilo,yyn]; 则 | 上 二 1,fn 于 0, 
dE. ， 但 (fn) 不 弱 收 茹 到 0. 
4.18 定理 设 全 = 二 和 全 ,2,…}, 下 为 8 的 子 集 全 体 ， 上 为 
上 计数 测度 ， 则 在 L1 中 强 收 黎 与 能 收 笋 等 价 . 
证 设 ( 思 ) 在 瑟 中 弱 收 和 伍 于 天 令 
pn(4) = 》 fi) pd) 一 > fF0), 
1 上 ?EE 帮 
则 pf 二 p04), YA € 下 由 Vitali-Hahn-Saks 定理 {定理 3.15) 
知 ， sup 并 :| 如 (| < co, 且 对 任 给 6e> 0, 存在 ?> 0, 使 得 


AEF, YASnTempy fd) Se 


i 它 羔 4 迪 


,了 站 ， 


取 m 充分 太 ， 使 得 


> <n 3 HGl<e 


43 十 1 z 一 ?9 十 1 


则 有 


yf) - LE SA i) — f (2) + SD + ADD 


8 一] 二 TY 十 1 


< > fn (2) — FO)| + 2e. 


由 于 所 逐 点 收 敦 于 f, 故 由 土 式 推 知 (万 ) 在 瑟 中 强 收 急于 上 

注 在 定理 的 框架 下 ,对 p> 1 情形 ， z 中 的 强 监 元 与 弱 收 
伍 不 等 价 ， 事 袜 上 ， 伪 抽 ( 二 0,i 关 9 (1) 二 0, 则 ||frllp = 1， 
但 (f,) 弱 收 伍 于 0. 


习题 

4.19 简单 可 测 画 教 全 体 在 ELm(o, 大 ,请 中 稠密 {提示 : 
Ye > 0, 将 [- 诈 ww ,上 we] 分 成 有 限 多 个 其 长 度 小 于 的 区 间 : 
[ao al ,an-ian]. 令 天 三 i014 其 中 43 = 三" (lao,alj)， 
Ax = fF (ar ae]), 2.) 

4,20 设 [a, 酉 为 一 闭 区 间 ，& 为 [ao: 直 上 的 Lebesgue 测度 . 
则 对 任何 p:1<<p < co, la 中 上 的 阶梯 函数 全 体 在 L7([a, 引 ,jw) 中 
稠密 ， 由 此 进一步 证 明 [a,8] 上 的 连续 通 数 全 体 在 L?([a; 引 ,22) 中 
稠密 .此 外 证 明 L™([6,9,p) 不 是 可 分 的 Banach 空间 . 

4.21 设 (只 ,和 丰 , 忆 ) 为 概率 空间 ，1 < p1 < pz < 00, 则 fls, < 
ps 此 处 ， 有 | 一 和 fl 一 00).( 提 示 ， 利 用 H6lder 不 等 
式 受 Jensen 不 等 式 . ) | 


4.22 (Hilder 不 等 式 前 推广 ) (0 设 1 < p,q,r < co， + = =-， 
则 有 lfgil- 大 Fllallells- 


“人 


中 1 1 1 
(2) 设 1 < plpa ,pm < 00,m 过 2, 且 pimp, 二 1， 
1 


Pm 
则 有 
上 

4.23 设 人 ,和 丰 , 站 为 一 测度 空间 ， 了 E NL”， 试 证 : 
vp>1,fer,H lim | = lf lioe. 

4.24 设 六 为 有 上 的 Lebesgue 测度 ， 1 <p< op 了 
LP( 避 ,8( 届 ), 为 . 对 每 个 ae 吏 , 令 六 提 = f(t 一). 试 证 ， Yzo € 
到 ,有 lirn ;zo a 一 万。 = 册 . 

4.25 设 {人 ,六 ,上 4) 为 一 测度 空间 ，g 为 一 实 值 je- 可 积 函 数 ， 
在 LY(, 天 ,J 上 定义 了 9 如 下 : 


了 (= f fedp, fe tm 人 大 及 


试 证 
lgll = sup{]To CA : Hfllss < 1}. 


§5 Daniell 积分 


积分 的 一 个 基本 性 质 是 线性 性 ， 因 此 积分 可 视 为 (9, 开 ,4) 
上 的 线性 泛 函 ， 这 一 思想 可 以 用 来 给 出 定义 积分 的 另 一 途径 一 一 - 
Daniell 积分 ， 

5.1 定义 设 0 为 一 抽象 集合 ， 姑 为 全 上 的 一 族 实 值 函 数组 
成 的 线性 空间 ， 如果 


fe |fen,fAle 和 dy, (5.1) 
则 称 有 为 一 向 量 格 . 
5.2 注 在 上 述 定义 中 ， 条 件 fe 2 二 |fle i 等 价 于 下 列 条 
件 之 一 - 


jENHN= fAyEe HR, (5.2) 
jo9EH= fvgeRN.. (5.3) 


事实 上 ， | 天 = 了 v0+ (一 位 V0, 故 (5.3) 坟 (5.1}. 义 由 于 fA 人 8 一 
于 了 = 由 故 (5.1)(5.2). 最 后 , 由 于 fvg=f+9-f Ag， 
故 (5.2) 坟 {85.37. 

5.3 定义 设 内 为 人 上 的 一 向 量 格 ， 了 为 浴 上 的 正 线性 泛 
钞 : 即 f ,ge Ha, Be RS Iaf+B9) = olf)+BI(gyf EH,f > 
0 二 > 了 (f) > 0. 如 果 了 满足 如 下 条 件 : 


feN,f, 40= Th,) 0, (5.4) 


或 者 等 价 地 
fe ftf en I = lim Ta (5.5) 


则 称 了 为 姑 上 的 Daniell 积 分 . 
5.4 例 设 4 为 有 上 的 一 代数 ， 只 为 4 上 的 一 测度 ， 念 


天 一 {Dar :mE 本 ,由 -Ri < 0 <i<n,n 1}, 
i=1 


则 天 为 一 向 量 格 . 设 了 = 3aila, EH, 令 开门 一 并 ieH4i， 
则 了 工 为 天 上 的 Daniel 积分 . 

5.5 例 设 (0, 大 nn) 为 一 测度 空间 ， = 天 1 全 大 ,开门 = 
Hi 人 门 ,了 EM 则 天 为 向 量 格 ， 工 为 天 上 的 Daniell 积分 . 

下 面 我 们 将 证 明 : Daniel 积分 可 以 延 拓 成 为 通常 的 可 测 函 
数 关 于 测度 的 积分 .为 此 我 们 先 引进 著 干 记号 . 

5.6 记号 设 姑 为 人 上 前 一 向 量 格 ， 令 


Hi:={feH:f>0}, 
HT = {7:3f eH, 使 f, +f}, 
c={CcCA:Ic En). 


5.7 引 理 ”我们 有 
(DD) fgeHi ab>0> af thbg EH FV A gE HY; 


Te pr 


[ea 


(2} feE HI, ht = fe 天 

- (3) C 对 可 列 并 运算 封闭， 对 有 限 交 运算 封闭 ; 

(4) f EN = Ya Ee RF > aleEeci 

(5S) feEHt ~> va>0,lf >a et; 

(6) ol(C) =olf :fe Nn). 

证 (DD) 及 (2) 显然 ， {3) 由 {1) 及 人 2) 推 得 ， 往 证 (和. 设 
fei,oa€ Rl, 则 (f -a =f— -fAaeh,. 后 

[nf —a) 和 1 tT Ira Ro0, 


喜 Jlsa] EH, [ff >ajlec., 
现 证 (5). 设 EN, 令 所 EHN+r, 记 ?tf, 则 由 (4) 知 


取 


[Ff >a=(]f,>aec. 


种 


最 后 ， 46) 容易 由 (4) 看 出 ， 证 毕 ， 
5.3 定理 (Daniell-Stone 定理 ) 设 天 为 只 上 的 一 向 量 格 ， 
了 为 开 上 的 一 Daniell 积分 ， 则 存在 六 ef : fe 凡 ) 上 的 一 测度 
上 恒 得 天 C 天 :下 有) 且 对 一 切 <E 开 有 开门 = 上 及 -车 进 一 
步 1Ee?t, 这 样 的 测度 是 唯一 确定 的 ， 生 为 w- 有 限 的 . 
证 ”我们 将 证 明 分 为 三 个 步骤 . 
1 对 feH1, 令 
I(f) = suplI(n :gy < fg er}y, 
则 易 知 有 如 下 事实 ， 
fe 天 + fn 直子 演 了 月 一 im Tfn); 
9eE Hiab>0=7(f +hg) = a (f) + bd" (9): 
fn eH ftf= (f= Lim I (fn)i 
fo9EHr Sg TN) < Tg). 
此 外 ， 对 fe Hy, 有 站 (= 了 I( 们 . 现 令 
(C= To),C ed, 
2 (A)=inf{fa(C) :Co ACEC},ACA (5.6) 


人生 


(约定 inf 和 = +oo) 往 证 jr 为 全 上 的 外 测度 . 
首先 ，j{ 人 = 0. 此 外 , 设 Cn ECn>1, 则 UCn EC, 故 有 


A ow) = ce.) < TD ie.) 
nn =] 


= To) = (C). 
更 设 nn > 1, 4 = ,4,. 对 给 定 €> 0， 存在 Cn EC,Cn _ 
hm 使 Hr(Cn) 和 pr(4n)+ 高 : 令 C=UnCn, 则 CEC,CD 4, 且 
有 
A) SHC) ES OH(Cn) < Dp(An) +e. 

由 于 < > 0 是 任意 的 ， 故 有 ar{4) < 开 , "(4A5), 这 表明 各 为 外 
测度 ， 

2° 令 Af* 为 p+- 可 测 集 全 体 ， 往 证 C < AM*( 从 而 有 cfC) cc 
AM"). 由 于 C 对 可 列 并 运算 封闭 ， 由 (5.6) 易 知 ， 若 将 p+ 在 C 上 
的 限制 记 为 jv; 如 p* 为 由 引出 的 外 测度 ， 于 是 设 4 & C, 由 第 一 
章 引 理 4.5 知 ， 为 证 4 EAd*, 只 需 证 YC EC,p*(C) < coo, 有 


站 CC) 全 下 (ANC)Y 十 CA NO). 【5.7) 
令 gn 全 天 十， 使 gm 十 Tanc, 令 hn HH， 使 hn tIc, 则 对 辕 定 1， 当 * 
Mm 十 co 时 有 
{hr — gn) + 1 一 好 nm 三 H+- 
令 六 = 了 -gr 则 上 六 上 下 一 Tanc = Tacne 设 0<e<l, 
令 Gn = 三 [所 > 1 一 量 , 则 由 引 理 5.7(5) 知 Ge EC 且 有 Cn 2 
ANC,f > (1 一 16,;: 于 是 我 们 有 


pA NC) < 人 Go < ToT (fh) 


= (pC) — (gn). 


.75: 


注意 到 [(g,) 了 (Ianc) = jr"(4m0), 我 们 有 
H(A NC) < lim A(Gn) 
< (0) (ANO). 
令 上 fo, 得 
WA NC) < pO) — pANO), 


故 (5.7) 得 证 . z 
3° 邻 户 为 rr 到 olC) 上 的 限制 ， 则 jy 为 测度 ， 往 证 定理 的 结 
论 成 立 ， 设 子 E Hi, 令 


k 


1 [ee 
jn = 亚 Wt> 志 | 一 Ty> 转 :1) ~ an 2 了 > 孝 1? 
二 一 人 


[Ms 


省 
| 
Yk 


则 5 ENKIY, 且 所 + f. 我 们 有 


1 过 k 
了 用 = lm TT(f)= lim 3 Dal{f > 元 中 
尺 二 1 
= lm plfn) = HF). 


这 表明 和 + CC 严 ( 人 天 站, 且 对 f EK, 用 == jp( 了 有 ). 再 由 线性 
性 推 知 对 一 般 ER, 有 I(f) = tf). 

最 后 , 车 1€ ?人 , 则 存在 廊 E3f+ 使 疡 T1 于 是 [ 户 > 引 Rn， 
但 np([fn > #3]) < 34(fn) 三 六) < oo0; 鼓 上 为 o- 有限 测度 .此 
和 外， 设 上 为 一 测度 ， 使 得 


2(f)= IT) =f),f € Hr, 


则 上 由 积分 单调 收 仑 定 建 推 知 ， zz(f) = v(f 有 ,vf e 3H4, 特别 ，v 与 
上 在 C 上 一 致 . 由 于 CC 是 x- 类 , 且 存 在 CEC, 使 Cs, 二 ,Cn) < 
coo,R 之 1 鼓 上 与 vv 在 olC) 上 一 致 ( 见 第 一 章 引 理 4.6),y 的 唯一 
性 得 证 .证 毕 . 
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5.9 注 在 定理 中 ,如 果 不 假定 1 e H+, 但 要 求 测度 4 满足 ， 
A(A) =int{p(C) :CAC EC},AEF (5.8) 


则 只 也 是 唯一 确定 的 ， 事 实 土 ， 设 另 有 测度 ” 使 对 一 切 了 E 天 
有 天 及 = 区 用, 且 满足 全 .8)( 以 代替 内 , 则 YC ec 令 太 和 
Ht, ft lc, 我 们 有 


IO = lm rv(fn) = Lim Tfn) = im p(n) = pAO). 
于 是 由 (5.8) 敌 ， rv 与 上 在 不 上 一 致 . 


习题 

5.10 设计 为 一 个 n 维 Riemann 流 形 ，2 是 好 的 一 个 坐标 
邻 域 ， {2z'} 是 2 中 的 坐标 函数 ， {gi;;} 为 在 中 的 Riemann 度 
草 系 数 ， GG = detlgijy](ldet 表示 和 矩阵 的 行列 式 ). 令 CelIM) 表示 邮 
上 具 紧 支撑 的 连续 泛 耳 全体 . 设 fe CelMM), 其 文 接合 于 ,定义 


VE 


对 一 般 的 了 € Ce(M), 可 利用 上 式 及 M 的 一 个 单位 分 解 来 定义 
fw 了 试 证 了 品 fwf 了 为 CelM) 上 的 Daniell 积分 . 


§6 Bochner 积分 和 Pettis 积分 


本 节 介 绍 两 种 常用 的 Banach 空间 值 函数 的 积分 Bochner 
积分 和 Pettis 积分 ， 以 下 恒 候 定 BE 为 数 域 区 ( 实 域 县 或 复 域 四 
上 的 Banach 空间 ， 丫 :外 为 吾 上 的 范 数 ， B( 百 ) 为 EE 上 的 Borelo- 
代数 ， 五 " 为 互 的 对 偶 空 间 . 此 外 ， 我 们 用 s-lim 表示 EB 中 的 强 
收 敦 . 

6.1 定 光 设 (大 ) 为 一 可 测 空 间 ， 革 :从 一 了 为 人 上 的 
E- 值 画 数 - 如 果 蔷 关于 了 及 BB(E) 可 测 ( 即 六 下 (B(E)) C 无) 则 


,了 7 ， 


称 天 为 Borel 可 测 ; 如 果 YfeE EB,fXX) 为 从 上 六 -可 测 ( 玉 - 值 ) 
函数 ， 则 称 X 为 弦 可 测 ; 如 果冻 为 习 可 测 且 有 可 分 金 值 域 ( 即 
天 (2) 在 吾 中 有 可 数 筒 子 集 ] , 则 称 区 为 强 可 测 ; 如 果 五 只 取 有 
限 多 个 值 ( 即 着 (全 为 五 的 有 限 子 集 ) , 则 称 和 为 简单 函数 ， 

令 忆 为 人 天) 上 一 测度 ， 天 为 大 关于 产 的 完备 化 . 如果 在 
上 述 定 义 中 将 下 换 成 下 , 则 相应 的 Borel 可 测 ( 弱 可 测 ) 称 为 请 可 
测 ( 弱 六 可 测 ). 这 时 , 称 写 :0 一} 芋 为 强 jr 可 测 , 是 指 碟 为 弱 
AH- 可 测 ， 且 有 jp- 可 分 的 值 域 ( 即 存 在 jr- 零 测 集 NN, 使 得 (人员 \N) 
在 五 中 有 可 数 笛子 集 )， 

显然 : Borel 可 测 草 含 绊 可 测 ; 对 简单 函数 而 言 ， Borel 可 测 
与 弱 可 测 等 愉 ， 若 EE 为 可 分 Banach 空间 ， 则 弱 可 测 与 强 可 测 等 
价 . 若 蕊 为 Borel 可 测 ， 则 作为 让 与 巨 上 连续 通 数 > zl| 的 

合 ，|Xl 为 三 可 测 实 和 值 函数 . 

下 面 我 们 将 证 明 强 可 请 函数 必 为 Boral 可 油 ， 并 且 研 究 强 可 
测 函 数 的 结 榴 ， 为 此 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 

6.2 引 理 设 瑟 为 可 分 Banach 空间 ， 负 (B*) 为 BE* 的 单位 
球 . 则 存在 31( 吾 *)] 中 一 序列 {让}, 满足 如 下 条 件 : Yi € 51( 瑟 让， 
可 选取 {fin} 的 一 子 列 【六 使 得 Yz E 五 有 lim f(x) 三 f{z). 

证 令 {zn> 1} 为 巴 的 可 数 笛子 集 ，Yvn > 1, 考虑 Si.(E*) 
到 严 ” 中 的 连续 映射 ， fo pnlf) 一 {fle}, ,f(rn)}. 由 于 和 K” 
可 分 ， 存 在 S1.(E*) 中 序列 {fw 之 1}, 使 得 {pn(fn,xkj,K 之 1 在 
onf 51{ 五 ")) 中 秽 . 现 设 1 € 5S1(E"*). 对 每 个 n> 1, 选取 mw, 使 得 


tfnm, (2) — fz) < =， 1 <i<n. 


则 有 lim fm (20 = f(z0),i = 1,2,…. 由 于 | < 1,Yn 之 1 
故 容易 推 知 。 Yz € ,有 lim fm (xX) = f(z). 证 毕 . 
定理 6.3 设 { 史 ,大 ) 为 一 可 测 空 间 ， 六 :人 0 一 瑟 强 可 测 ， 则 
存在 Borel 可 测 简单 函数 序列 {六 ,}, 使 得 
Xa < XE), n> 1, 5 lm Xn(w) = Xu), w EN. (6.D 


+ 总- 


特别 ， 苇 为 Borel 可 测 . 此 外 , 强 可 测 苛 数 全 传 构成 一 向 量 空间 ， 
且 对 序列 的 逐 点 强 极限 封 柯 . 

证 首先 证 明 ww 一 XX{w) 咱 为 天 可 测 函 数 ， 令 Eo 为 包含 
(人 的 的 最 小 财 子 空间 ， 则 Bo 为 可 分 Banach 空间 . 由 于 五 
的 元 素 是 五" 的 元 素 在 Eo 上 的 限制 (由 Hahn-Banach 定理 知 ), 易 
并 互 : 电 一 Eo 亦 为 弱 可 测 的 . 设 a€ 加/. 令 


A={w: Xo <a}, Af = {wu :F(XIw) Sa), f E SB), 


则 有 4 < 门 yess0gs) Ar. 一 方面 ， Ye E 从 , 由 Hahn-Banach 
定理 知 ， 存 在 f E 醚 ,| 站 = 1, 使 得 A(X(w)) = XX(w) 川 于 是 
有 凡 了 fyeak(ms) 47 从 而 最 终 有 夺 = 站 yes, (Eg:) 47 设 序列 
{f4} CS.(B3) 满足 引 理 6.2 中 的 条 件 ， 则 易 知 4 二 门 .Aj。E 开 
这 表示 |X 上 为 和 天- 可 测 的 ， 

我 们 用 轧 : 表示 [0,1] 中 的 有 理 数 全 体 . 令 品 为 羡 [ 介 ) 的 一 可 数 
移 集 , 记忆 = {faz :ecE 了 ac 四 将 CC 中 元 素 排 列 为 ,yz,…， 
其 中 天 二 0. 设 n>21<7<n. 令 


Br; 一刀 :ysl < Xe); kk 7 一 1 识 者 | > 六 (ww 用 ， 
或 者 X60) ~ yxl > IX yl yi+li<k<sn, 
或 者 gsj > 上 莹 (eo) 或 者 | 关 (w) 一 融和 关外 全 人) 一 驴 从 ， 

者 Bani 天 0， 则 全 五 当 且 仪 当 了 为 {1，… 全 中 匡 足 | < 
(上 和 证 (er 一 要 = inficicn X(tw) 一 杨 | 的 最 小 的 有 注意 


vy Ee ,下 一 y 也 是 强 可 测 的 ， 故 由 上 所 证 知 ， 每 个 Bj 为 天 可 
测 集 ， 对 n > 2, 如 下 定义 简单 函数 ， 


Xnliv) = Te. (wy, wD 


j=2 


则 显然 有 |Xn(w 首 三 和 Xo) 且 在 [X =0] 上 恒 有 Xn = 0. 往 证 
glims 臣 %(w) 一 大 (oo EN. 设 ww€ ,不 妨 设 着 (w) 关 申 对 任 


"TO: 


Tr Tr ie re ie 


ee 


给 e>0, 取 yeD, 秆 必 X(w) 一 |< >: 令 a = 2|X(w)l/e, 则 存在 
QEQ, 使 af(1 一 过 a 世人 届 一 /ll 一 Qa). 对 此 a, 容易 推 知 
[|X(w) — all <e, lioy < 二 (Ge 可， 


设 ay = ym, 则 易 知 当 7 > m 时 有 用 Xw(w) 一 亡 (w) 省 < e. 这 表明 
8-limn (co 一 天 (oo 证 毕 . 

有 了 上 述 准 备 后 ， 现 在 可 定义 强 p- 可 测 画 数 关 于 测度 的 积 
分 

6.4 定理 设 (只 大 ,有 为 一 测度 空间 藉 : 史 一 吾 为 一 强 jy- 
可 测 函 数 ， 如果 | 区 | 为 j- 可 积 通 数 ， 则 存在 吾 中 崔 一 的 元 素 ， 
记 为 fn dp, 使 得 


f( 人 Xdp) = 人 fiX)ap, vf eB. (6.2) 


这 时 有 
| 人 xapl < / 下 人 (6.3) 


我 们 称 蕊 关于 & 为 Bochner 可 积 , 并 称 所 区 d 为 六 关于 
2 的 Bochner 积分 , 简 记 为 p(X). 

证 如 果 在 完备 测度 空间 (只 ,天 ,各 中 考虑 ， 则 存在 一 强 可 测 
函数 葡 , 它 与 六 j-a.e. 相等 ， 因 此 ， 为 证 明定 理 ， 不 和 妨 假 定 基本 
身 是 (RR, 下 ) 上 一 强 可 测 函 数 ， 首 先 设 蕊 = 了 -112374 为 简单 可 
测 果 数 ， 其 中 zi 关 04i EEF,l<i<nAmA;= i 7 则 
上 二 21 bx]I4;， 如 果 XX 上 为 pr 可 积 ， 则 对 每 个 1 < 1 
ne, HA) < oo- 这 时 令 


人 私 上 一 Y L(Ai)Li, (6.4) 
4 二] 


易 知 它 不 依赖 X 的 具体 表示 . 对 一 般 的 强 可 测 函 数 X, 令 {Xn,n > 
1} 为 满足 (6.1) 的 简单 可 测 函数 序列 ， 很 定 ||X| 为 - 可 积 ， 则 每 


"DD: 


pb 


个 | 由 为 pr 可 积 ， 且 有 
1 to- f Xmas < 人 一 ld (05) 


由 于 Xs 一 芋 mm| < Xl, 故 由 上 式 及 控制 收 敏 定理 知 ,，{ 和 nd 
为 五 中 基本 列 , 从 而 强 收敛 于 一 元 素 , 记 为 fn 站 dy. 显然，fn Xd 
不 依赖 于 满足 (6.1) 的 序列 {Xn} 的 选取 ， 现 设 fe 五 显然 有 


1( fxndp) = { fx)ap 


两 边 令 7 一 ee 即 得 (6.2). 由 于 f(z) = 0,Yf EE EBE* 二 x=0, 故 满 
足 (6.2} 的 f% Xap 是 唯一 的 . 
最 后 ， 对 简单 可 测 函 数 区 。, 显然 有 


I 1 Xndpll < / Xalldp, 
业 和] 


敖 两边 令 n 一 oo 即 得 (6.3). 
6.5 注 (1) 设 下 为 男 一 Banach 空间 ， 了 为 EE 到 玉 中 的 有 
界线 性 算 子 ， 由 上 述 证 明 中 关于 人 Xap 的 定义 容易 推 知 


rT( 上 Xap) = 了 T Xd, (6.6) 


其 中 右 端 为 TX 关于 & 的 Bochner 积分 ， 

(2) 由 (6.2) 推 知 ， Bochner 积分 具有 通常 积分 的 线性 性 . 

(3) 设 区 关于 六 为 Bochner 可 积 ， 则 YA E 大 天 fa 仍 为 
Bochner 可 积 ， 其 Bochner 积分 记 为 有 dh. 令 


v(A) = 了 Xdp, 由 二 大 (6.7) 


则 上 为 (9 天 ) 上 的 下 述 意 义 下 的 瑟 值 测度 : (i)v( 由 = 0; 的 对 4 
中 两 两 不 相交 集合 序列 {4:}, 有 Ei 4i] = 记 1Z(4i) 我 们 


-总 


pp PP PE ere er rh 


称 呈 为 天 关于 疙 的 不 定 积 分 . 显然 vv 关于 站 在 下 述 意 义 下 是 绝 
对 连续 的 ， 即 kf4) = 0 全 pf4) = 0. 此 外 ， 令 


jvlvar =sup{> lz: (4 C 下 为 0 的 可 数 划分 }， (6.8) 


i 二 1] 


蒜 jziiyar 泽 5 的 全 变 差 , 则 有 
ll = 上 |xllar (6.9) 


{4) 对 Bochner 积分 , 我 们 有 相应 的 控制 收 敏 定理 (见习 题 6.8)， 
但 没有 相应 的 Radon-Nikodym 定理 (见习 题 6.9). 

最 后 ， 作 为 本 节 的 结束 ， 我 们 定义 弱 yj 可 调 画 数 的 Pettis 积 
分 . 

6.6 定义 设 (2, 工 ,为 一 测度 空间 ， 基 ;人 一 5 为 一 弱 - 
可 测 琴 数 ， 4E 大 如 果 YF EE*, 了 ( 革 ) 为 p- 可 积 函 数 ， 且 存在 
zf#4 所 马 , 者 得 


f(z4) = 人 (Xda vfe E, 


则 称 为 关于 在 态 上 Pettis 可 积 , 并 称 za 为 三 关于 在 入 
上 的 Pettis 积分 , 记 为 (P) ,XXdp. 设 为 下 的 子 o- 代数 ,在 
每 个 石 - 可 测 集 上 可 积 的 弱 je- 可 测 函 数 称 为 在 二 上 Pettis 可 
积 . 特别 ， 在 下 上 Pettis 可 积 的 弱 jy- 可 浏 蚂 数 简称 为 Pettis 可 
积 . 这 时 称 工 局 Xa 为 蔷 的 Pettis 不 定 积分 - 

显然 ， Bochner 可 积 的 函数 必 为 Pettis 可 积 ， 且 Y4E 大 在 
万 土 的 两 种 积分 一 致 . 

注 可 以 证 明 (例如 见 Diestel[2]}Pettis 不 定 积分 为 一 EE- 值 测 
度 . 


习题 
6.7 设 (和 2, 下 ,上 4) 为 一 测度 空间 ， 臣 :人 介 一 了 瑟 为 一 强 上 太 可 
测 隐 数 . 则 为 要 艺 为 Bochner 可 积 ， 必 须 有 是 只 需 存在 一 列 简 草 可 


"2 


测 晴 数 {Xn,n > 1}, 使 得 对 ae-w € 风 ,s-limn XC) = 芝 (w), 且 
lm flX, — Xlldp =0. 


TT oT 


6.B 设 (大 ,1 为 一 测度 空间 ， {X,} 为 一 列 Bochner 可 积 
函数 ，X 为 一 强 jp- 可 测 函数 . 如 果 对 &.ews- lima Xn(w) = XX( 岂 )， 
且 存 在 一 非 负 jr 可 积 函 数 9 使 得 Xs 所 9g, a.e.Yn 之 1, 则 半 为 
Bochner 可 积 ， 且 有 


s- lim f Xuap= f Xar 


(提示 ， XX 一 Xi 二 29,a.8..) 

6.9 设 点 为 ([0,1],B([0,1) 上 的 Lebesgue 测度 ，E 为 Banach 
空间 (0, 1), 8([0,),p)- 对 4 € 8B([0; 直 ), 令 v{4) = 14. 试 证 : 

(1) v 为 关于 绝对 连续 的 BE- 值 测度 ; 

(2) 不 存在 Bochner 可 积 函 数 苇 : [0,1] 一 > BB, 使 得 v(A) = 
fa Kd, vA € B{O, 1)). 

6.10 证 明 注 6.5(3). 

86.11 设 (人 O, 下 ,yj) 为 一 测度 空间 ， 五 为 一 自 反 的 Banach 空 
间 { 即 五 ** 一 五 ), 天 :人 一 卫 为 一 盘 记 可 测 函 数 . 如 果 YF E 
五 :FAX) 为 jy- 可 积 ， 则 革 为 Pettis 可 积 . 


一 ep ee er 
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第 四 章 乘积 可 测 空 间 上 的 测度 导 积 分 


$1 乘积 可 测 空 间 
1,1 定 党 设 人 2 为 两 个 集合 ， 令 
Ni A 2 一 {feawas) ”tl 和 1, wo 二 人 > }， 
称 Pi xnma 为 0 与 fz 的 村 积 . 若 (1, 厂 ) 及 (fz, 天) 为 两 个 可 
测 空 间 ， 我 们 在 人 x Daz 上 定义 如 下 o- 代数 ， 
天 1 Fo 一 vA 试 Pp :Al 忆 i, A E Ta}, 

称 瑟 x 5 为 村 积 o- 代数 ,( 人 1 x fa 万 x 2) 为 标 积 可 测 空 浊 . 

上 述 定 义 容 易 推 广 到 任意 有 了 限 多 个 可 油 空 间 的 乘积 情形 ， 下 
面 我 们 将 进一步 定义 一 族 可 浏 空间 的 履 积 . 


1.2 定义 设 (2;)jier 为 一 族 集 合 ， 人 OQ = Uier 9! 表示 了 到 
人 2 中 的 映射 全 体 . 我 们 令 


Tl?:= {oe ®’ :wi) e Nuvie 7), 
i 万 于 


称 和 ;er Qi 为 (Qijier 的 矢 积 . 此 外 ， 对 每 个 1E 了 令 
Ti = w(t) wtE Ts;, 


和 EE 了 


称 x; 为 [cr Ri 到 9; 上 的 投影 (映射 ). 更 一 般 地 ， 设 8zScT 
令 Ts 为 Ter ns 到 I ;es 人 上 的 投影 【 脆 射 )， 部 令 


ns(w) = (wl), i€ 5),w Ee Tl:, 


4 全 了 


: 名 站 - 


这 里 (w(i)j,iE 5) 表示 [ljes 2; 中 的 一 个 元 素 ， 它 在 指标 ; 处 的 取 
值 为 wi). 
设 (QL;, 太 jier 为 一 族 可 测 空 间 ， 则 在 Tliej Ri 上 定义 一 o- 代 


数 如 下 : 
去 = og( (rit 万 ) 
iEl iET 
称 [ies 五 为 乘积 r- 代数 , ([ [er Rolier 大) 为 村 积 可 测 空 间 . 
显然 ,乘积 o- 代数 是 使 每 个 投影 #; 为 可 测 的 最 小 e- 和 代数 . 
1.3 定理 设 和 关 5SCI 则 xs 为 ([lier Tle) 到 
(Elies Oi, Fes Fi) 上 的 可 测 野 射 . 
证 由 于 T]hes := o(Uies(7s ?1(Fi))( 这 里 地 表示 llies 生 
到 9 上 的 投影 ), 故 由 第 二 章 命 是 1.3 知 ， 只 和 需 证 


msl rt) FD CEI A: 


1 呈 i 了 
但 这 由 如 下 等 式 推 得 
mlns) (Fi) = 本) 


1.4 定理 令 及 {相应 地 ，) 表示 了 的 非 空 有 穷 (相应 地 ,至 
多 可 数 ) 子 集 全 体 ， 则 有 : 
(1) 可 测 乱 形 全 体 


工 一 {751(IE A : 4 EFi,iENSE Pol : 
在 写 


为 I;es 0 上 的 一 半 民 数 ， 且 olI) 一 Jlier Fi. 
(2) 可 测 柱 集 全 体 


Z= {aI A): Se Po} 


为 Tlier R; 上 的 一 代数 ， 且 0(2) = THer 7 


(3) 大 二 {rs (Ll:) : SE€P}. 
xz 
我 们 将 这 一 定理 的 证 表 留 给 读者 完成 . 


习题 

1.5 设 工 为 一 可 数 集 ， (中 万) 为 一 族 可 测 空间 . 若 每 个 无 
可 分 ， 则 工 ,-; 天 也 可 分 . 

1.6 设 ( 呈 五)Jier 为 一 族 可 测 空 间 ，C; 为 开 的 于 类 ，iELl. 
车 对 每 个 是 = 1, otCi) 一 Fi, 网 有 Tl;er A 一 other TI (Ci)). 


§ 2 乘积 测度 与 Fubini 定理 


设 (和 ,4A 及 (了 ,8,v) 为 两 个 o- 有 限 测度 空间 . 本 节 将 在 乘 
积 可 测 空 间 ( 半 x 蕊 .4 x B) 上 定义 一 乘积 测度 jy x v, 并 讨论 关于 
测度 jg x v 的 积分 . 

2.1 定义 设 革 及 Y 是 两 个 集合 ， 巨 是 革 xY 的 子 集 . 令 


E; = {yeEY:{r,y) E E}, 
EY={r€X:lr,y) eB}, 


分 别称 BE 及 BY 为 巨 在 zx 及 9 处 的 截 口 . 
设 f(z,9) 为 了 芒 xY 上 的 一 函数 ， 我 们 将 使 用 如 下 记号 : 


f(D) = Fr, f(z) = flz, yy). 


2.2 引 理 设 (XK, 及 (Y,B) 为 可 测 空间 . 

(1 车 EeAxB, 则 YrxEXyEY, 有 EeB,EyeA. 

(2) 若 了 为 系 xy 上 的 AxB8- 可 测 函 数 , 则 对 一 雪 xz € X,Y E 
世 户 为 了 上 的 呈 - 可 测 函 数 ， 妃 为 互 上 的 .4 可 测 范 数 . 

证 (1) 令 C= {4xB:AEA,BEeB)}. 则 对 一 切 EEeC, 引 理 
的 结论 显然 成 立 . 令 0={BeAxB:vr€X,yEeY,E, eB,EYe 
A}, 则 98 为 入 类 ， 由 于 CC 为- 类， 且 olC) = AxB, 玖 由 单调 类 
定理 { 第 一 章 定 理 2.2) 知 ， 对 一 切 Be A x 8, 引 理 结论 成 立 . 


. BG - 


(2) 容易 由 第 二 章 定理 2.1 推 得 . 

2.3 引 理 令 (4p] 及 (YB,v) 为 两 个 o- 有 限 测度 空间 ， 
设 吾 E.4x 避 出 函 数 zz) 为 .4 可 测 函数 y RE) 为 
8- 可 向 |， 

证 首先 设 v 为 有 限 测 度 , 令 C={4xB8:Ae .ABEe BB}, 
令 9 二 {BeAxB8:zD vB 为 A- 可 测 }, 则 显然 有 0 CC 8 六 
pff4 x Bo) = Jalw)v(B), 且 C 为 和 A- 类 . 玖 由 单调 政 襄 定理 各 
9 Do0)-= .Ax 名 到 98 = Ax B83， 现 设 v 为 o- 有 限 测 度 ， 
任 取 了 的 可 数 划 分 {D,}, 使 Dn € 8B,v(iDs) < co,n 之 1, 令 
vn(B) =v(BNMDn),B eB, 则 wh 为 有 限 测 度 ，v = vn. 于 
是 


vB)=Y pn 人 (Ba EeAxB, 
作 一 二 


从 而 贤 数 2 喇 vz) 为 4 可 测 ， 同 理 可 证 耳 数 yy 路 p(E) 为 8 
可 测 . 

2.4 定理 设 (XA, A, 2) 友 《了 B, v) 为 两 个 >- 有 限 测 度 空 癌 . 
则 在 4 x 8 上 存在 叭 一 的 测度 gp x v, 使 得 


(nxv){Ax B= uA)RB), AE ABEEB. (2.1) 
(从 而 nxv 亦 为 0- 有限. ) 此 外 ， 对 任何 已 E Ax 8, 有 
(px (EI = 人 (可 Judz) = / p(Br)v(dy). (2.2) 


测度 上 xz 称 为 上 4 与 v 的 禾 积 . 
证 出 引 理 2.3, 我 们 可 在 A x BB 上 定义 如 下 和 集 妙 数 入 1 及 Az: 


Ni(B) = 上 p(Bo)pldz), EeAxB, 
A2lE) = 人 HEv)v(dy), EeceAxB, 


:BT 


显然 ， 如 及 和 均 为 测度 ， 且 有 


A(AxB)=M{AxB)=uA)v(B), 4E dBEB. (2.3] 


令 C 二 {4xB;:A4€A,BEeB}, 则 C 为 半 代 数 ( 见 定 理 1.4). 依 候 
定 ， 上 及 v 为 o- 有 限 测 度 ， 喜 满足 (2.1) 的 测度 在 C 上 也 是 o- 
有 限 的 . 因此 ， 由 测度 扩张 的 唯一 性 { 见 第 一 章 定 理 4.7) 知 , 满足 
(2.1) 的 测度 是 唯一 的 . 特别 ， 我 们 有 Ai = 和, 令 j Xv = 和 1 = Xz 
即 有 {2.2}. 证 毕 ， 

下 面 我 们 研究 关于 乘积 测度 的 积分 . 

2.5 定理 令 (XA 及 (了 BB,v) 为 0- 有 限 测度 空间 ， 了 为 
蔗 xXY 上 的 韭 负 .4 x 9- 可 测 函 数 ， 则 函数 x 局 fy fcdv 为 4A- 可 
涧 ，y 吕 fy frYdy 为 B -可 测 ， 且 有 


/ fapx n= ff rarylay = 人 fedv)n(dr). (2.4) 


证 不 妨 般 定 jy 及 v 均 为 有 限 测度 . 令 C= {AxB8:AEe 
A, 蝇 & 8}， 由 定理 2.4 知 ，《 中 集合 的 示 性 函数 满足 定理 的 结 
论 . 故 由 第 二 童 定理 2.1 知 ， 对 一 切 有 界 的 .4x 妃 可 测 函 数 放 定 
理 的 结论 成 立 ， 因 此 ， 对 一 切 非 负 A x BB- 可 测 函 数 f, 定理 结论 
亦 成 立 . 

2.6 系 在 定理 2.5 的 假设 下 ， 若 了 是 一 非 负 可 积 函 数 ， 则 
Hz :vf = co = vy :a(f) = oj = 0. 

证 ”直接 由 {2.4) 看 出 . 

下 一 定理 称 为 Fubini 定理 . 它 使 我 们 可 以 用 要 积 分 来 表达 关 
于 乘积 测度 的 积分 . 

2.7 定理 设 (XX,A,p) 及 {了 7,B,z) 为 go- 有 限 测 度 空 间 ， 上 F 为 
XxY 上 一 x 可 测 蓝 数 ， 若 上 关于 关 xv 可 积 (相应 地 ， 积 
分 存在 ), 则 有 下 列 结 论 : 

(1) 对 jra.e，z,fz 为 vw- 可 积 (相应 地 ， 关 于 v 积分 存在 ); 对 
wv- Bae. 9,fY 为 jr 可 积 (相应 地 ， 关 于 上 积分 存在 ). 


: 总 总 + 


(2) 令 
站 = | 上 太太 四， 若 所 为 v- 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 )， 


0， 其 它 情形 ， 
I (y) = | fr frdn， 着 户 为 由 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 )， 
0， 其 它 情形 ， 


铀 IF 为 pg- 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ), 1 为 v- 可 积 {相应 地 ， 积 分 
存在 ). 且 有 


人， fdlp x vr) = rui = 人 Ii(Wvlay). (2.5) 


证 首先 设 耻 为 非 负 县 为 yxy- 可 积 . 则 由 系 2.6 知 结论 (1) 
成 立 ， 且 有 


Tr(2) = vf), jae. w, 
Ii{y) = p(fY), rv-ae. y. 


于 是 结论 (2) 由 (2.4) 推 得 . 对 一 般 六 分 别 考 虚 f+ 及 j-, 时 得 定 
理 结 论 . 

注 由 于 zx( 产 ) 是 jae， 有 定义 的 ， AP 是 ae， 有 定 忱 
的 ， 所 以 通常 也 将 (2.5) 写成 (2.4) 的 形式 ， 

Fubini 定理 有 很 多 的 应 用 . 我 们 将 通过 下 面 的 习题 间 读 者 介 
绍 一 些 应 用 的 例子 ， 


习题 

2.8 设 瑟 为 实 直 线 ， 试 证 8(R) x 8B( 如 ) = BLR’*). (注意 : 
对 一 般 拓扑 空间 XX, 不 一 定 有 B( 久 ) x B(XX) = B( 外 x 臣 ), 一 般 只 
有 B(X) x B(X) C B(X x 针 ), 参见 第 五 章 引 理 6.4.) 

3.9 设 ( 芝 ,A,p) 及 (了 B,z) 为 o- 有 限 测 度 空 间 ，E EAxB, 


别人 下 列 条 件 等 价 ， 
(1) (x x 2 儿 本 一 0; 


:A 


(2) (EY) = 中 v-a.e. y; 

(3) v{Es) = 0, pra.e. 2. 

2.10 设 { 革 ,A) 及 (了 ,8) 为 可 油 空 间 ， 司 及 可 为 (XX,-A) 上 
的 o- 有 限 测度 ，jis 及 rw 为 (YB8) 上 的 o- 有 限 测度 . 若 丰 < 委 册 
自 加 写 jz2) 则 玉 x v2 才 pi x 42, 且 有 


dL X v2) dy 
RS (my) = D0) PE (的 ， pn x porae.. 


2.11 设 人 namn 为 绝对 收 敏 的 双重 级 数 ， 试用 Fubini 定 
理 证 明 


oo oo 

> > on 一 bp 2- m,n: 
m=1 下 一 ] t=1 
1 


2.12 ”试用 Fubini 定理 证 明 遍 / 。 eep(- 互 jda = 1( 提 


Lm | 尝 [| 
示 考虑 /exp(- 瑟 ji |。 exp(- 后 ja 并 令 半 一 2 十 好. 
2.13 设 (4 为 o- 有 限 调度 空 间 ， 了 为 天 上 的 一 非 负 
.4- 可 测 函 数 ， 试 证 


/ tues)= / (Lf > yay 
[ 


(提示; 设 入 为 ( 刁 ,B(R)) 上 的 Lebesgue 测度 ， 令 


E={(zW EXxR: 0<y< f(r)), 
2.14 设 了 (及 glt) 为 [0,c0o) 上 的 两 个 右 连 续 增 孙 数 ， 我 们 


用 pf 及 分别 表示 它们 在 [0, eel 上 诱导 出 的 测度 ( 见 第 一 章 定 
理 5.4). 斌 证: 对 0<a<p<ec, 有 


b 8 
f(b)g(b) ~ flajgle) = / f(a)uolds) + / g(a—)us(ds), 


其 中 g(s 一 ) = limetisg(b( 记 号 +: 人。 表示 +- s, 且 < 4).( 提 示 :将 
{a,b] x (a 天 为 {(w) :a<ea<ysHU{mWD :a<y<r<6) 
并 分 别 计 算 它 们 的 yy x jpg 测度 . ) 

2.15 设 fED(R), ge I?( 民 ), 则 有 下 列 结 论 : 

(GD (zDD f(z 一 如 g(t 为 BCR*)- 可 测 ， 且 Lebesgue 可 积 ; 

(2) 对 aezitry Flz 一 上 Bt 为 Lebesgue 可 积 . 

定义 了 与 9g 的 卷 积 如 下 : YE 而 , 令 


~ f(z 一 丰 g(t) 直 ， 可 积 情 形 ， 
f* g(r) = 
其 它 情形 ， 


则 fxg E LP(R), 是 有 如 下 的 Young 不 等 式 : jf*gllp << filillglls- 
{提示 对 1 p< o% 情形 ， 利 用 Hlder 不 等 式 及 Fubini 定理 .) 
(3) 车 g 有 界 ， 则 f*g 连续 . (提示 : 利用 第 三 章 习 是 4.24.) 
2.16 (Steinhaus 引 理 ) 设 玉 为 民 的 一 Borel 子 集 , 令 D(E)= 
{ 工 一 : 工 ,y E FE}, 车 巨 的 Lebesgue 测度 和 (FB) > 0, 则 DI{E) 包 舍 一 
含 原 点 的 开 区 间 . (提示 : 不 妨 设 和 AE) < eco, 以 f+ 表示 {2 十 yy: 
yy EB}, 以 一 上 表示 {-z :7 EE}. 令 F(z) = ME Nz + EE, MM 
F(z) = I_g*Ig(zX). 由 2.15(3) 知 F(z) 连续 ， 又 依 假定 F(0) > 0.) 
2.17 (Steinhaus 引 理 的 推广 ) 设 4,B 为 县 的 两 个 Borel 子 
集 , 令 D(A,B)= {yz:yE AzEeB}, 若 A(A) > 0, HB AB) > 小 
则 D(A,B) 包含 一 非 空 开 区 间 . (提示 : 不 妨 设 和 (A) < 0, 和 M(B) < 
o0; 令 F(z) = A(AN(zE+ DB)), NN F(z) = Ta* Ts(r), 且 由 Fubini 
定理 知 F(x)A{dzx) = 和 A(A}A(B). 于 是 存在 某 x, 使 F(z) > 0.) 
2.18 设 大臣 为 定义 于 下 = (oa 有 xf(ed 上 的 一 实 值 连续 
函数 . 和 了 满足 下 列 条 件 : 


(1) 红 在 V 上 存在 且 连 续 z 

(2) 对 其 个 zo € (a,b), El (zo,g)] 对 一 切 ye (c,d) 存在 
oF 

(3) BuO 在 YW 上 看 在 且 连 续 ， 


:1l: 


af of 
则 By' Bry 在 WY 上 存在 ， 且 有 2 -2 


(cd 由 Fubini 定理 得 


{提示 ; 任 取 加 < 


3 fr* 0 
fa DD- fensD -Fm) + frow) = f° { BE 


“人 


页 页 一 一 dz 为 的 连续 函数 . ) 


其 中 对 每 个 3 € (站 


$3 由 一 有 限 核 产生 的 测度 


本 节 将 推广 双 的 结果 . 

3.1 定义 令 (4) 及 {局 为 两 个 可 测 空间 ， 一 函数 KK : 
三 X 有 一 上 ,oo] 称 为 从 (4 到 (了 ,8) 的 一 个 核 (kernel), 如 果 
它 满 足下 列 二 条 件 ; 

(1) Yz € 多 ,KK(z,-) 为 (YB8) 上 的 测度 ; 

(2) YB e SB,，K(',B) 为 六 上 的 .4A- 可 测 函 数 . 
称 KK 为 有限 核 , 如 果 Yz € ,KK(z, 了 了) < o0; 称 下 为 慨 率 核 , 如 果 
Yr EX K(zY)=1; 称 卡 为 o- 有 限 的 , 如 果 存 在 Y 的 一 个 可 数 
划分 YF = 也 使 得 BE 8,n 之 1, 且 对 一 切 zEXX 及 nn 之 1 
有 Klx, Bn,) < o0. 

3.2 命题 设 天 为 从 ( 瑟 ,4) 到 (7,8) 的 一 个 核 ，& 为 (XX, 4) 
上 的 一 测度 ， f 为 上 的 一 非 负 B- 可 测 函 数 . 

(1) 令 rw(B) = [Ki{z, Bu(drz), Be B, 提 vv 为 {7,B8) 土 的 一 
测度 ; 

(2 zDD ffODK(z,dy) 为 无 上 上 的 一 -4- 可 测 函 数 ; 

(3) 我 们 有 


/ f(y)v(dy) = / [ / f(y)K (zs,dy)] pd). (3.1) 


证 (1) 显然 .为 证 (2) 及 (3), 首先 考虑 非 负 简单 可 测 函 数 了 ， 
热 后 利用 第 二 章 定 理 1.8(2). 


:和 


下 一 定理 推广 了 定理 2.4. 

3.3 定理 设 乓 为 从 (已 4) 到 {8) 的 一 个 0o- 有 限 核 ， 只 
为 {( 半 , 4) 上 的 一 测度 . 

(1) 令 六 (az 五 ] = K(x EzehEE AxB, NN 为 从 (X,.A)} 到 
( 革 XxYAx 8) 的 一 个 ov- 有 限 核 . 

(2) 令 


HK(E) = / Kl(z, Ec)pldr), EE Ax B, (3.2) 
三 
则 jyKK 为 4AAxB 上 的 一 测度 ， 且 有 
F(Ax 五 ) = / K(x, Bp(dr), AE A,BERS. (3.3) 
总 . 


(3) 车 上 为 o- 有 限 测 度 ， 则 jyK 亦 为 o- 有 限 油 度 ， 且 它 是 
(XxYAxB) 上 唯一 满足 (3.3) 的 测度 ， 

证 (1) 首先 ， 对 任何 2 € 久 ,NN{z,:) 显然 是 (XxY 了 YAxB) 上 
的 测度 ， 令 {Bsn > 1} 为 Y 的 一 可 数 划 分 ， 使 得 B, Ee 8B,n > 1， 
县 对 一 切 z EX, 及 n>1, 有 (x, Bn,) < 00. 令 


B=BNB, C={AxC:AeA CEeB,}, 
0, = {EE Ax 5,: Nl,E) 为 A- 可 测 }, 


则 C 为 革 x Bk 上 的 7- 类 ， 且 生成 go- 代数 4 x 及. 显然 马 , 为 
革 XxX Bs 上 的 和- 类， 和 且 95 2cCn, 故 由 单调 类 定理 知 8% = 4x 六 
更 设 EAx8, 令 EEN{ x B,), 则 易 知 EEAx5B,, 且 
巨 = 3 wl En. 于 是 我 们 有 


N(z,E)= YN(z, BE,), x €X, 
从 而 N(-,E) 为 4 可 测 函 数 . 此 外 ， 我 们 有 Na 不 x 如 = 


K(z, Bn) < oo, 因此 六 为 从 (XX, 科 到 (Xx 了 荆 A,xB) 的 o- 有 
限 核 . | 


(2) 显然 . 往 证 (3). 设 为 o- 有 限 测度 ， 令 {4,n 之 让 为 
二 的 一 可 数 划 分 , -使 得 4 E A,p(An) < o0,n 之 1. 信人 Bo 如 在 
(1) 的 证 明 中 所 取 的 了 的 划分 ， 再 令 


Amat = [1<K(,B)<HNAn, mhk,l>l, 


则 对 一 切 k 1 我们 有 部 .1Amgx 二 站, 且 有 


LK{Am xk x Bx) = [ Kl{z, Br)p(dr) < oo. 
mk 

由 于 mp AmptX Br 二 苇 xY, 玫 pK 限于 半 代 数 C= {A4xB8: 
刀 E A,BEeB) 为 0o- 有限, 因此, 由 第 一 章 定 理 4.7 知 ,满足 (3.3) 
的 测度 uyK 是 唯一 的 ， 证 毕 ， 

下 一 年 理 推 广 了 定理 2.5. 

3.4 定理 设 五 为 从 (4 到 (了 ,8 的 一 个 o- 有 限 核 ，p 
为 【4 上 的 一 o- 有 限 测度 ， 了 为 著 xY 上 的 一 非 负 Ax B8- 
可 澳 函 数 ， 则 

(zy fr,WDKI(z,dy) 为 全 可 测 函 数 ; 

(2) 我 们 有 


ft) = ff srl). (8 


证 (1) 丢 C= {AxB:A€ .ABE BB}, 不妨 侦 定 上 为 
有 限 测 度 ， 且 对 一 切 zx € 六,K(z,*) 也 为 有 限 测度 (否则 ， 分 别 
取 芒 及 站 的 可 数 划 分 {4n} 及 {B。,}, 使 得 Yz E XX,n 之 1 有 
K(x, Brn) < 00, H(An) < oo, 并 在 每 个 4A, x Bn 上 考虑 问题 ). 由 命 
是 3.2 及 (3.3} 式 易 知 : 对 上 中 集合 的 示 性 函数 定理 的 结论 成 立 . 
故 由 第 二 章 定 理 2.1 知 : 对 一 切 有 界 的 A x 8- 可 测 画 数 乒 绪论 成 
立 . 最 后 ， 由 积分 的 单调 收敛 定理 推 知 : 对 一 切 非 负 4x 闻 可 测 
函数 了 结论 成 立 ， 证 毕 . 
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3.5 (Fubini 定理 的 推广 形式 ) 设 天 为 从 (4 到 (Bi 的 
一 个 o- 有 限 核 ， 由 为 { 瑟 ,4 上 的 o- 有 限 测度 ， AK 为 (3.2) 定 
义 的 测度 车 站 为 天 xY 上 一 A xB- 可 测 函 数 ， 它 关于 gzK 可 


” 积 (相应 地 ， 积 分 存在 }, 则 有 下 列 结论 ; 


{1) 对 jy-a.e. £,f; 关 于 天 (zz 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ); 
(2) Yr € 天 令 


jp) 他 所 (WK(z,dy)， 可 积 (相应 地 , 积分 存在 ) 情形 ， 
to 其 它 情形 ， 


则 了 为 yr 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ), 且 有 
/far) = 三 ren 
xrY 抱 二 
3.6 设 (Xj di), i = 1,.*- :1 为 可 测 空 间 ， Hl 为 (X11,.41) 上 
的 一 他 -~ 有 限 测度 . 对 每 个 2 < < Li 设 K{z1,.- ， ;Ti—1, dri) 为 从 
(了 ;T1521 .4) 到 (Xi,.Ahi) 的 一 个 o- 有 限 核 . 


(1) 在 (TBD- -4 上 存在 唯一 的 测度 上 使 得 对 一 切 
可 测 和 矩形 [J]; 4; < 1[;-1 有 


nT] 4;) =|/ 


pd) {Klass zn den). 
j=1 如 1 nn 


此 外 ，k4 是 o- 有 限 测度 . 
(2) 设 了 为 (T1911Xy, 了 T7144) 上 的 非 负 可 测 函 教 ， 则 有 


j = 人 ao 人 Keoam 大 er ,Pn—2drn—1) 


f f (B11, ;2 下 (了 1 ,Tn 1 Zn )， 
Xn 
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3.7 设 天 ,天 2 为 从 (天 4) 到 (Y,8) 的 o- 有 限 核 ， 上 ,pa 为 
(车 上 的 测度 . 为 要 和 内 天 1 关于 psKz 绝对 连续 ， 必 须 且 只 需 
ja 关于 pz 绝对 连续 ， 且 对 站 -ae.z E 天, fr 关于 Kzlz,-) 绝 
对 连续 ， 此 外 ， 这 时 有 


dn), ~ dKi(s,), din 
d(pa Kz) (zx, Vy) dKa(y, .) (Wa (x). 


$ 4 无 穷 乘 积 空间 上 的 概率 测度 


在 概率 论 中 , 我 们 经 常 要 讨论 任意 有 限 多 个 试验 (不 一 定 相 互 
独立 ). 为 了 能 在 同一 概率 空间 中 考 虚 它们 ， 我 们 需要 在 无 穷 乘积 
可 测 空 间 上 构造 概率 测度 ， 下 一 定理 解决 了 这 一 阅 题 ， 

4.1 定理 (Tulcea 定理 ) 令 (0;, 万 ),j 二 1,2,… 为 一 到 可 测 
空间 ， 0 = TI%>10;, 太 = 了 [1%1 万, 记 为 (001, 厂 ) 上 的 一 概率 测 
度 . 对 每 个 ;> 2, 设 P(ry… wi dos) 为 从 (TT 汪 ! Qi, IT 万 ) 
到 (人 ,i) 的 一 个 概率 核 . 则 存在 (人 2,.F) 上 唯一 的 概率 测度 已 , 使 
得 对 一 切 n > 1, 有 


Plp"x II 9)=P(B"), Brellf, (4D 


j=n+1 j=1 


其 中 已 为 I] 上 如 下 定义 的 概率 测度 (见习 题 3.6): 


PLD= 人 Pao) 人 Poaa Pet -wma 人 wm 1 


nn—1 


. [ Po 
证 设 n> mm 为 两 个 自然 数 ， 则 显然 有 


PB™ x | 1;)= Pn(B"™), 
了 一 取 十 二 


于 是 按 (4.1) 可 在 可 测 柱 集 全 体 过 上 唯一 定义 一 集 函 数 刀 ， 令 
FT" = {B" x Tn ET 网 CC Fi 用 
UF? = 2Z, 由 于 PP 限于 每 个 天 "为 概率 测度 ， 故 卫 在 代数 和 上 
是 有 限 可 加 的 . 往 证 吨 为 立 上 的 概率 测 麻 ， 为 此 只 项 证 互 在 空 
集 8 处 连续 ， 我 们 用 反 证 法 ， 假 定 有 4。e 2Z,n > 1 4 4 9 使 得 
Jim Pt4n) > 0 必要 时 在 序列 (Aw) 首 项 前 添加 闭 干 项 2, 且 在 
两 个 依 4。 及 4n+1 之 间 适 当 重 揽 若 干 项 4 我 们 可 以 进一步 假 
定 4 E 天" 因此 有 4 二 BB" xi 由 于 Aji C 4 我 
们 有 B"™Tt <C 呈 " x nti 此 外 ， 对 每 个 n>1， 


Pa = gn)Pla), 
其 中 
ols) = fo Po dos) Io Cs) Pr dm) 


由 于 JTJBn+ifwiy “ "nfl) < Tpn (wl, 四 ;ny 故 对 固定 il (et ) 单 
调 下 峰 赵 于 某 极 限 hlw). 由 控制 收 伊 定理， 我 们 有 


1 hi } Pi{ dw ) = lim P{A,) > 0. 
1 nn 


于 是 存在 wi Ef 使 及 (wi) > 0. 实际 上 ， 必 有 wi E B31. 否则 ， 
对 一 切 n> 1 有 本 (edioa ;wn) 一 各 从 而 gw = 0, 这 导 
致 hi{wi) = 0. 

现 设 n>2, 则 


go = f gs) Pl don), 
其 中 


gw2) = 上 Pei wa, dog) [ Tec ss). 
tla fin 
Pl{iwi ao- ,in 1 din ). 


"类 了 。 


如 上 所 证 ， 可 知 gel 4 hafwa). 由 于 gf) hitw') > 0, 大 
存在 罗 € pa, 使 和 to) > 0. 如 上 所 证 ， 可 知 (wi, ww) € B2. 

最 后 ， 由 归纳 法 可 得 到 一 点 列 {ui,uw,…}, 使 得 wi Eni 且 
(ud wn) E B*， 因此 最 终 有 (oil E 门 如 一 东 这 导 
致 耶 盾 . 这 样 ， 我 们 证 明了 叫 为 代数 立 上 的 概率 测度 ， 由 测度 扩 
张 定理 知 ， 它 可 唯一 地 扩张 成 为 下 = eof) 上 的 概率 测度 , 证 毕 . 

4.2 系 (Kolmogrov 定理 ) 设 (人 ,万 ,五 ) 为 一 列 概 宰 空间 ， 
令 9 = TDi,F = TY ,万 , 则 存在 (9, 下 ) 上 的 唯一 概率 测度 
P, 使 得 对 一 切 n> 1, 对 一 切 4j E 万 ,1<7<m 有 


oo 


PUT4 >x I = Pa;). (4.2) 
j=1 


j=1 = 一 天 十 1 
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4.3 设 f(Q, 克 ,Pie 了 为 一 族 概率 空间 ， 令 Po( 卫 表示 了 
-的 非 空 有 限 子 集 全 体 ， 则 在 (sei,JTliej 三) 上 存在 唯一 的 概率 
测度 P, 使 得 对 任何 Se Po(T), 有 


PTTaAix I oo= TP(A), Aie Foies. 


i€ES iEIN\S iES 


(提示 ， 利 用 定理 1.4(3). ) 
4.4 试 将 定理 4.1 推广 到 任意 无 穷 和 多 个 可 测 空 间 磁 积 博 形 . 


第 五 章 Hausdorff 空间 上 的 测度 与 积分 


§1 拓扑 空间 


本 节 介 绍 拓 扑 空 间 的 一 些 基本 概念 和 结果 ， 这 是 为 本 音 其 余 
各 节 作 准备 的 . 这 里 我 们 已 仍 定 读者 熟悉 有 关 距 离 空 间 的 概念 和 
基本 结果 . 

1.1 设 天 为 一 非 空 集合 ，8 为 元 的 一 子 集 族 . 如 果 天 ,分 < 吕 ， 
上 且 8 对 有 限 交 及 任意 并 运算 封闭 则 称 8 为 苹 的 一 个 拓扑, 称 
疗 侦 {( 革 ,5) 为 拓扑 室 间 .、 当 拓 和 扑 8 自明 或 无 需 指出 时 ， 直 接 称 大 
为 拓扑 空间 . 98 中 的 元 素 称 为 开 集 . 设 下 为 天 的 一 子 集 ， 攻 其 
补 集 忆 为 开 集 ， 则 称 FF 为 闭 集 . 我 们 用 大 表示 天 中 的 闭 集 全 
体 ， 则 下 对 有 限 并 及 任意 交 运 算 封 闭 . 

1.2 设 ( 世 ,9) 为 一 拓扑 空间 ， 8 为 8 的 子 类 ， 如 果 5 中 每 
一 元 素 都 是 8 中 某 些 元 素 的 并 ， 划 称 8 为 拓扑 98 的 天 . 若 集 类 
D 中 元 素 的 有 限 交 人 全体 Dny 为 拓扑 9 的 基 ， 则 称 DD 为 拓扑 98 的 
子 基 . 

1.3 设 (了 ,9) 为 一 拓扑 空间 ，Y 为 互 的 一 子 集 ， 令 Gy = 
{GNY : GE 9}), 则 9y 为 了 的 一 个 拓扑 , 我 们 称 (Y,98Y) 为 (X,9) 
的 { 拓 扑 ) 子 室 间 , 称 拓 扑 Br 为 由 拓扑 8 在 Y 上 诱导 出 的 拓扑 . 

14 设 (六 ,9) 为 一 拓扑 空间 ，z ET CC 大. 称 7 为 xz 的 一 个 
邻 域 , 如 果 存 在 UE9, 便 ZzEUCV; 称 V 为 zx 的 一 个 开 邻 域 ， 
如 果 六 EC 

1.5 设 {X8) 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 天 的 一 子 集 ， 称 包含 4 
的 最 小 闭 集 为 4 的 闭 包 , 并 以 A4 记 之 ; 称 含 于 4 的 最 大 开 集 为 
4 的 内部, 并 以 A4 记 之 令 94 = 页 \ 和 4 称 84 为 4 的 边界 

1.6 设 【分 为 一 拓扑 空间 ， 点 w E 外 的 所 有 分 域 构 成 的 
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集 类 称 为 点 zx 的 轨 域 系 , 记 为 bw. 设 为 屁 的 子 类 ， 如 果 对 每 
一 DEM, 存在 VeV, 使 VCU, 则 称 为 点 zxz 的 邻 域 系 的 
基 ( 或 局 部 基 ). 

1.7 设 (X,0) 为 一 拓扑 空间 ， 有 为 天 的 一 子 集 . 如 果 思 = XX， 
则 称 4 在 和 中 和 匈 密 . 车 六 有 可 数 笛子 集 ， 则 称 让 为 可 分 (所 
扑 ) 空间 . 

1.8 设 (9) 为 一 拓扑 空间 ， 车 区 中 的 每 个 点 有 可 数 局 部 
基 , 则 称臣 满足 第 一 可 数 性 公理 . 若 天 本 身 有 可 元 基 ， 则 称 并 具 
可 数 基 室 间 或 满足 第 二 可 数 性 公理 . 显然 ， 满 足 第 二 可 数 性 公理 
的 空间 必 满 足 第 一 可 数 性 公理 且 为 可 分 空间 ， 

19 设 4 为 七 上 一 集 类 ， 吾 为 天 的 一 子 集 . 如 果 BCc 
UaAea4, 则 称 4 为 五 的 一 个 亚 蓝 - 若 A 为 可 数 或 有 限 类 ， 分 别 
称 A 为 BB 的 可 数 或 有 限 检 盖 . 车 A 是 8 的 覆盖 ，.41 是 4 的 子 
类 和 是 记 是 BB 的 覆盖 ， 则 称 .4 为 4 的 (关于 8 的 ) 子 类 蔚 . 

3.10 设 (站,9) 为 一 拓扑 空间 ， 如 时 无 的 每 一 开 覆 六 都 有 有 
限 (相应 地 ， 可 数 ) 子 覆盖 ， 则 称 苇 为 晴空 间 ( 相 应 地 ，Lindelef 
空间 }. 如 果 天 的 子 集 五 的 每 一 开 枝 盖 都 有 有 轨 子 覆盖 ， 则 称 集 
到 为 紧 集 . 如 果 壹 的 每 个 点 有 一 紧邻 域 ， 则 称 改 为 局 部 紧 空 间 . 
如 果 关 可 天 为 紧 集 的 可 数 并 ， 则 称 蕊 为 o- 贤 空 间 . 

1.11 设 {X9) 为 一 拓扑 空间 ， 令 和 A 为 任 一 不 属于 革 的 元 
素 ， 令 针 人 二 Uf 人}, 令 9 二 GU 其 中 


G1 = {EC XO: XAN\E 为 人 X 的 紧 闭 集 }， 


则 (XS,G 人 2) 为 紧 拓 扑 空间 ，( 久 ,9) 为 其 子 空间 . 我 们 称 (X 人 ,9 人 2) 
为 ( 革 ,9) 的 单 点 紧 化 ， 

注意 : ” 紧 空 间 中 的 闭 集 必 为 累 集 . 但 在 一 般 拓 扑 空间 中 ， 紧 
集 未 必 是 闭 集 . 

1.12 设 ( 革 ,9) 为 一 拓扑 空间 ， 如 果 和 性 的 任意 两 个 不 同 的 点 
+ 及 2 都 可 以 用 两 个 不 交 开 集 芒 及 YY 分离 ( 即 宇 EL ETy, 且 
UNVY = 从 则 称 区 为 Hausdor 人 f 空间 . 在 一 Hausdorff 空间 中 ， 
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紧 集 必 为 闭 集 ， 单 点 集 必 为 紧 舍 {后 一 结论 对 一 般 拓扑 空 间 也 成 
YY). 

如 果 基 是 Hausder 空间 ， 且 任意 两 个 不 交 著 集 下 用 两 个 不 
交 开 集 分 离 ， 则 称 学 为 正规 空间 ， 

Hausdorf 空间 亦 称 为 -型 空间 , 正规 空间 亦 称 为 T4- 型 室 间 , 

1.13 设 人 9) 及 (了 Ye) 为 两 个 拓扑 空间 ， 了: 对 一 YY 为 从 
五 到 YY 的 一 驶 射 ， 若 (CS3( 即 开 集 的 原 象 为 开 集 ), 则 称 了 
为 连续 映射 . 

车 xz EX, 且 f{z) 在 Y 中 的 任意 邻 域 WW 的 原 象 f1(W) 为 
z 在 蕊 中 的 邻 域 ， 则 称 /在 点 < 处 连续 . 

设 了 :在 一 下 为 到 了 上 的 一 对 一 喘 射 ， 且 了 及 f-7! 都 是 
连续 映射 ， 则 称 为 从 半 到 了 上 的 同 胚 陕 矣 . 

如 果 在 两 个 拓扑 空间 中 存在 同 胚 映射 ， 则 称 这 两 个 拓扑 空间 
同 眶 . 

1.14 设 了 为 拓扑 空 间 和 上 的 实 值 函数 ， 称 集合 {ZT EX : 
f(z} 关 0} 的 闭 包 为 了 的 赤 撑 , 记 为 supp( 月 . 若 suppl 了 为 紧 集 ， 
则 称 f 为 具 紧 支撑 的 . 

1.15 为 方便 起 见 , 我 们 引入 下 烈 记号 : 设 天 为 一 拓扑 空间 ， 
我 们 分 别 用 8 、 下 及 无 表示 让 中 的 全 体 开 集 、 人 全体 闭 集 及 全 
体 紧 集 所 成 的 集 类 ， 我 们 用 钢 表示 8 中 元 素 的 可 列 交 全 和 体 ， 用 
Fr 人 (Ko) 表示 天 (大 ) 中 元 素 的 可 列 并 全 体 .Gr 中 的 元 称 为 05- 集 ， 
J 了 so 中 的 元 称 为 三 - 集 ，ko 中 的 元 称 为 天 vc- 集 (或 称 为 0- 紧 集 ). 
此 外 ， 我 们 用 C( 革 ) 、 Cb(X) 及 Ce 分 别 表示 天 上 的 连续 画 
数 、 有 界 连续 函数 及 具 紧 支撑 的 连续 隆 数 全 和 体 . 

1.16 引 理 (Urysohn 引 理 }) ” 设 贸 为 一 正规 空间 ， 轧 及 
下 为 匡 的 两 个 不 交 闭 子 集 ， 则 存 在 禄 上 的 一 连续 函数 f, 使 得 
0<7<1l 且 了 在 吾 上 了 到 值 为 0, 在 三 上 取 值 为 1. 

证 ” 令 DD 为 区 间 (0,1) 中 二 进 小 数 全 体 ( 即 D = { 均 :1< 
m < 27,n = 1,2,…})), 由 甘 的 正规 性 ， 存 在 不 交 开 集 Uiys 及 
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矶 /2 使 吾 C Uijz, 下 CC yz. 由 于 Wis 为 闭 集 ， 且 jz C Vz, 改 
Dyz C Vs C Fe 因此 我 们 有 吾 c Pra C Vara C F*. 同 理 ， 存 
在 开 集 0ya 及 Usja 使 得 


EE 二 Pa C Pi CC Uo, Ul ya Usia C Us C Pe. 
由 归纳 法 知 ， 存在 一 族 开 集 {Ur}rep, 司 得 
ECUCU CU CU Cr,r<a, re 了 


他 
r ¢ UU. Ur, 
fA) = { ire zeU}, zelU,, 
则 0 和 了 <I. 显然 ff 在 吾 上 为 0, 在 下 上 为 1. 往 证 了 为 连续 了 
数 ， 设 0<a<10<8<1, 我们 有 


7110,8) = 上， 


?< 月 
六 Ka 下 = 三 Mac=( 们 区 =( 门 丈 ) 
丰产 蔗 Tu 
这 表明 了 ([0,B)) 及 六 区 (oa) 为 开 集 ， 从 而 对 0<a<8<1, 
fT((2,A)) 也 为 开 集 .但 有 ,Bo 及 (oaD 这 三 种 类 型 开 集 全 
体 构成 io.1 的 基 ( 即 [0,1 作为 一 拓扑 空间 ， 其 中 开 集 都 可 表 为 这 
三 类 开 集 的 并 ), 故 f 为 连续 苑 数 . 证 毕 . 

1.17 定理 (Tietzwe 扩张 定理 ) 令 所 为 一 正规 空间 ， 吾 为 苇 
的 一 闭 子 集 ， 如 果 了 为 定义 于 号 的 一 有 界 实 值 连续 函数 (边关 
诱导 出 的 拓扑 为 一 拓扑 空间 ), 则 存在 区 上 的 有 界 连续 申 数 9, 使 
9 在 玉 上 的 限制 为 f, 是 使 supsex 18(zj| = supzes1f(2)|. 

证 不 妨 假 定 sup|f(z)|==1. 令 可 =[f <- 引 全 二 [之 3 
由 Urysohn 引 理 ， 可 取 蕊 上 的 一 连续 函数 gi 使 得 一 万 芯 3， 
和 且 g 在 Ei 上 为 一 二 ， 在 五 为 委 . 这 时 显然 有 


|f{z) — glz)| < < —, Yr E 三. 
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依 归纳 法 ， 可 取 关上 的 连续 函数 92,9s,…, 使 得 lg < 2 173， 
且 有 


2 
(fl) — Pale) < (2)", vs eB. 
i=] 
令 g= 二 > 9 则 g 即 为 满足 定理 要 求 的 连续 函数 ， 证 毕 . 
下 面 我 们 研究 局 部 紧 Hausdorf 空间 的 性 质 ， 
1.18 引 理 讨 芝 为 一 Hausdor 全 空间， 及 工交 到 的 两 


个 不 交 紧 子 集 则 在 在 天 的 两 个 不 交 开 子 集 U 及 WV, 使 得 和 
TLCY. 


证 不 妨 设 五 及 工 毕 非 空 .首先 性 意 取 定 某 z EK, 则 对 酝 
伍 ye 工 , 存在 不 底 开 集 吕 及 VW, 使 ?EUD,y EW 由 于 工 为 紧 
集 ， 故 存在 yi,-… ,yn EI, 使 CU- 令 


U, = NN, 导语 ， 


i 二 1 站 一 二 


则 Ui 和 Vz 为 不 交 开 集 , 且 了 YE Lan: 工 C 信 . 对 每 个 ze 五 ,我 们 可 
以 找到 这 样 的 一 对 开 集 . 由 于 E 是 紧 集 ， 页 存在 着 1 下 全 KK, 
使 KC UU 令 


U= Uo, v= Nr, 
Ls i=1 


则 KKCULCV, 且 VV 和 VY 为 不 交 开 人 ， 证 毕 . 

作为 该 引 理 的 一 个 推论 ， 我 们 有 

1.19 命题 ” 紧 Hausdorff 空间 为 正规 空间 . 

1.20 请 题 设 蕊 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 下 为 七 的 紧 
子 集 ， 为 包 合 下 的 一 开 集 ， 则 有 如 下 结论 : 

(1) 存在 开 集 VW, 其 闭 包 为 紧 集 ， 使 得 


KcVvceVveru. 


“103 


【21 存在 一 具 紧 支撑 的 连续 晴 数 f, 使 得 supp(j) CU, 有 Tk << 
fr. 
{3) 如果 KK & 98s, 则 (2) 中 的 了 在 5 上 可 取 为 < 1 


(4) 存在 紧 集 Ki 及 开 集 避 , 使 得 Ki E 85 为 54 中 紧 集 的 
可 列 并 ， 且 司 K CcKcU. 

证 {1) 设 z € KK, 由 于 XX 的 局 部 紧 性 ， 存 在 z 的 开 邻 域 
Wi, 其 闭 包 为 紧 集 不 妨 设 评 。C UD, 对 紧 集 {fz} 及 碘 必 Ws 应 
用 引 理 1.18, 存在 不 交 开 集 信 及 全 ,使 ITE,WAW, CW. 令 
记 二 WNW 由 于 VC Ve, 鼓 易 知 VNve = 名 即 Vs CU. 显然 
TE WV 且 V 为 紧 集 . 由 于 下 是 紧 集 ， 故 存在 21,… ,zn E 天 ,使 
KC 令 V= UV, 则 六 为 紧 集 , KCVCVcU. 

(2) 令 V 为 (1) 中 的 开 集 ， 作 为 子 空间 ， 下 为 紧 Hausdorf 空 
同 ， 从 而 为 正规 空间 ， 由 Urysohn 引 理 ， 存 在 上 的 连续 函数 9， 
使 0<g<1, 且 g 在 下 上 为 1, 在 WAV 为 0. 令 


,~、_ [glz), TEV, 
A(2) = { D0, zr €X\V, 


则 在 了 上 连续 ,在 XAWY 上 为 0( 从 和 而 连续 ). 由 于 及 XX\V 为 
闭 集 , 且 VU(XNV) = 于 , 故 了 在 污 上 连续 . 显 热 有 Ix 之 了 < 了 
supptf jcVeoU. 

(3) 令 V 为 人) 中 的 开 集 ， 设 天 E 05, 则 存在 一 列 下 降 开 集 
Gn CTY ,使 得 门 , Gn = 下. 由 (2), 存在 连续 三 数 扩 ,使 0< 所 1 
且 扬 在 天 上 为 1 在 CE 上 为 0 今 


f= DE 


如 壬 1 


则 了 为 连续 机 数 ，0 < <1, 且 ff 在 上 为 1 往 K* 上 <1. 此 
外 有 supp(fjcVcvU. 
(4) 由 (1) 不 妨 设 为 紧 集 ， 令 了 为 (2) 中 的 函数 ， 使 得 


,1104 . 


0<f<1,f 在 二 上 为 1, 在 V* 上 为 0. 令 


i 天 1 1 
R= lf23)= {> 一 到 


=[{f > 3]= UU> 2+ 
n= 


则 下 i 及 Ui 满足 (4) 的 要 求 ， 

1.21 引 理 设 开 为 一 Hausdorf 空间 ， 下 为 天 的 一 紧 子 
集 ， 刺 及 可 为 基 的 开 子 集 ， 司 得 下 CU, 则 存在 暴 集 下， 
及 Ks, 使 得 KK = KU Kz,KicU,K cuU. 

证 全 五 = 天 Di Ta 二 KK\Uz, 则 ILI 和 上 2 为 不 交 紧 集 . 
由 引 理 1.18, 存在 不 交 开 售 计 及 全 ,使 人 DD 到 了 并 ， 令 
二 WT, Kz 二 KK\W, 则 易 证 Ki 及 Kz 满足 引 理 要 求 ， 

1.22 命题 设 芭 为 局 部 紧 Hausdqorf 空间 , fe Ce ， 
Uh 为 天 的 并 子 集 ， 司 得 supp( 了 ) CC U5 则 在 在 Ce(X) 中 的 
序数 万,…… ,万 , 使 得 = 户 十 … 二 捷 , 且 suppf 六 ) CU,l1<i<n. 
进一步 ， 若 了 非 灸 ， 则 每 个 上 也 可 取 为 非 负 ， 

证 ”由 归纳 法 ， 只 需 考 虑 n = 2 情形 . 由 引 理 1.21, 存在 紧 
和 集 反 l 及 Kz, 使 supp(f) = 记 U Ks,Ki CC U0,Ks C U2. 由 命题 
1.20{2), 存在 hi, hz E Ce( 芯 ), 使 得 


Tx; < hi < Ho,, supp(hi) C Ui, i= 1,2. 


令 由 三 ,92 二 hz 一 hi1 ha), 则 91 及 gz 非 负 ， 其 支撑 分 别 含 于 
及 Uo, 上 且 在 supp(f) 上 ， gn(2) 十 92(2) 二 有 (zw)Y h(x) 二 1. 最 
后 ， 令 户 = fgii=1,2, 则 了 = 户 十 户 ,suppt 睛 ) C Ui=1,2. 证 
毕 . 

1.23 合同 设 天 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ，l,- ,到 ; 为 
于 的 不 变 紧 子 集 ，eal an 为 实数 . 则 存在 一 具 紧 支撑 的 连续 部 
数 f, 使 得 


-106: 


TT rd 


{1) 六 7) = 二 0 如果 EE Ki 二 1,:: 

(2) flec = max{floal ,onl)}, 其 中 fw 二 supzex | 天 zz) 

证 击 引 理 1.18 不 礁 用 归纳 法 证 明 : 存在 不 变 开 集 页 ,…… ,UU,， 
使 KK; C Ui,l < i < n.， 由 命题 1.20(2)， 对 每 个 i, 存在 fi € 
C{X)N0 芭 大 莹 1 使 得 天, 二 上 记 和 了 .全 了 = 了 ”os 瑟 , 则 三 满 
是 命题 要 求 . 证 毕 . 

1.2 生 系 设 四 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 开 及 工 沟 廊 


的 两 个 不 变 紧 子 集 ， 则 存在 两 个 不 变 的 五 - 开 集 及 V, 使 得 
KCULcv. 
证 由 命题 1.23, 存在 feCAX), 使 0<f<1, 且 ff 在 KK 上 


为 1, 在 工 上 为 0. 令 


-bd 


T=l 


ee 


+=] 


lv 


er 
.1 


sl 


则 5 及 VV 为 5- 开 集 ，UNVY== 外 且 UD KV DL. 证 毕 . 

1.25 引 理 设 天 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 天 为 天 的 
一 紧 子 集 ， 厂 ,…: ,Uh 为 基 的 开 子 集 ， 使 得 天 忆 1Ui_1 Ui 如 果 
KE 05, 则 存在 89s- 紧 集 天 ,天 使 得 Ki CU,1l<i<n, 且 
K = Ui Ki- 

证 ”由 归纳 法 知 ， 只 和 需 对 mn = 2 情形 证 明 结 论 . 令 = 
,Lz = 下 TV 则 Ll 和 La 为 不 相交 坚 集 ， 由 系 1.24 知 ， 
存在 不 相交 五 - 开 集 太 及 全 ,使 太太 DD Lz. 今天 = 
KV Kz = KA\Y, 则 Kl 及 Ko 满足 引 理 要 求 ， 证 毕 . 

1.26 定 沉 设 ( 节 ,P) 为 一 距离 空间 . 令 4 为 大 的 一 于 集 ， 
称 4 为 有 界 集 , 如 果 sups,yea P(X,Y) < ooi 称 和 为 全 有 异 集 , 如 
果 ve > 0, 存在 区 的 有 穷 子 集 B, 满足 如 下 条 件 ，vz E 4 3 € 8B， 
使 p(z,9) < ; 称 4 为 列 虹 集 , 如 果 4 中 任 一 点 列 在 XX 中 有 一 
收 敏 子 列 . 天 中 的 一 点 列 (zn) 称 为 基本 列 (Cauchy 列 ), 如 果 
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plrn Fm] 一 0D n,m 一 co， 称 距 离 空 间 (X,p) 为 完备 的 , 如 果 天 
中 的 性 一 基本 列 皆 收 合 . 

注意 ;完备 性 概念 不 是 拓扑 概念 一 个 完备 距离 宝 间 可 以 改 
赋 以 一 等 价 距离 变 成 非 完 备 的 . 

1.27 定理 (Baire 定理 ) ” 设 为 蔷 一 完备 距离 空间 或 局 部 紧 
Hausdorff 空间 ， 令 {VV.) 为 一 列 在 下 中 称 密 的 开 子 集 ， 则 其 交集 
也 在 工 中 移 . 

证 ”我们 只 对 完 省 距离 空间 情形 证 明 ， 将 另 一 情形 的 证 明 留 
给 读者 . 尾 取 天 中 一 非 空 开 集 Bo, 则 存在 一 半径 小 于 1 的 开 球 
忆 , 使 得 By C Vin Bo. 由 归纳 法 ， 对 每 个 n> 1, 存在 半径 小 于 
1jm 的 开 球 ， 使 得 B,C Vn Bi1. 全 兵 = 门 和 Bn,，B;, 的 球 
心 za 构成 关中 的 一 基本 列 ， 人 了 从 而 收 仑 于 关中 某 一 点 x. 显然 有 
rEK. 但 KC Ban Va, 于 是 Bo 与 门 %_1 Wh 的 交 非 空 。 这 
表明 门 :- Wr 在 外 中秋 . 


习题 

1.28 试 证 ; 0) 紧 空 间 中 每 个 闭 集 为 紧 集 ; (2) Hausdorff 
空间 中 的 紧 集 为 闭 集 (提示 : 利用 引 理 1.18);(3) 含 于 一 紧 集 的 辕 
集 为 紧 集 . 

1.29 设 互 及 了 为 两 个 拓扑 空间 ， 了 为 天 到 7 中 的 连续 
上 映射， 下 为 义 的 紧 子 集 ， 则 f(K) 为 了 的 紧 子 集 . 设 扎 为 一 紧 
空间 ， 为 一 Hausdor 香 空间 ， 了 为 忘 到 YY 上 的 一 对 一 连续 映 
射 ， 则 了 为 蕊 到 YY 上 的 司 胜 上 映 射 . 

1.30 设 半 及 Y 为 拓扑 空间 , 令 册 ，…… ,Ch 为 于 的 闭 子 集 ， 
使 得 蕊 = 人 六) 瑟 . 设 为 站 到 Y 中 的 一 个 昨 射 ， 车 太 限于 每 个 
后 为 连续 ， 则 了 在 天 上 连续 . 

1.31{Dini 定理 ) 令 半 为 一 紧 拓 扑 空 间 ， 六 为 天 上 的 一 列 
非 负 连 续 函 数 ， 且 疡 4+0, 则 二 一 致 收 伍 于 0. 

1.32 证明 1.11, 并 证 明 ， 为 要 一 拓扑 空间 XX 为 紧 空间 ， 必 
须 且 只 需 单 点 集 {A} 是 单 点 紧 已 久 U {A} 中 的 开 集 . 
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1.33 设 开 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 下 为 羡 的 一 著 子 
集 或 开 子 集 ， 则 作为 互 的 子 空间 。 成 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 

1.34(Lindelaf 定理 ) 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 为 Lindelif 
空间 . 

1.35 设 基 为 一 距离 空间 ， 则 为 要 无 满 足 第 二 可 数 性 公理 ， 
必须 且 只 需 大 为 可 分 的 . 

1.36 ”Lindel5f 距离 空间 必 为 可 分 空间 . 

1.37 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 必 为 e- 紧 空间 .。 ( 提 
示 : 利用 Lindelaf 定理 , ) 

1.38 设 革 为 一 og- 紧 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 则 存在 一 列 
Gs- 紧 集 Kn 使 Ka C 天 im 之 1 且 XX 一 UKn.( 担 示 ， 利 用 合 
题 1.20(4).) 

1.39(Urysonh 柑 入 定理 ) 具 可 数 基 的 正规 Hausdor 企 空间 必 
同 且 于 Hilbert 空间 RY 的 某 一 子 空间 . 这 里 有 R={ (xz, wo i 
< Ri > 1, DL < co, 内 积 (2,3) 为， (2,9) = D2 oi 
(提示 ， 分 以 下 三 个 步骤 证 明定 理 ， 1°* 设 C 为 臣 的 可 数 基 {假定 
OO). 人 4=TDV)E7ECcTCTVl 将 4 的 成 员 排列 为 ， 
(DC VD2yY2 由 Trysohn 引 理 ， 对 每 个 > 1 存在 连续 器 
射 了 :大 一 [01 使 六 在 可 上 为 0 在 Yes 上 为 1.2 在 瑟 上 定 习 
向 射 ， f(z) = (Rh(z) 了 六 (oh 订户 (zh …)， 证 本 了 为 天 到 亚 汪 中 
移 一 对 一 连续 映射 ， 3° 证 明 对 无 的 每 一 开 集 镀 ,f(W) 是 了 (W) 
的 开 集 .) 

1.40 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 成 必 可 距离 化 { 即 其 
拓扑 可 由 一 距离 引出 ).( 担 示 :， 天 的 单 点 紧 化 王 UTA) 仍 具 可 数 
基 , ) 

1.41 ”证明 距离 空间 中 列 紧 集 是 全 有 界 集 ， 完 备 距离 空间 
. 中 的 全 有 界 集 为 列 紧 集 . 
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$2 局 部 紧 Hausdorf 空间 上 的 测度 与 Riesz 表现 定理 


设 下 为 一 拓扑 空间 ， 我 们 用 Ce(X} 表示 关上 县 紧 支 撑 的 连 
续 罗 数 全 体 ， 易 知 Ce( 污 ) 为 一 向 量 格 ( 见 第 四 章 定 义 6.1). 本 节 将 
用 Daniell 积分 研究 当天 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 时 Ce(X) 土 的 
正 线性 泛 画 的 积分 表示 { 即 Riesz 表现 定理 ). 

首先 , 我 们 研究 拓扑 空间 上 由 某 些 集 类 生成 的 o- 代数 及 它 和 
之 间 的 关系 . 

2.1 定义 设 半 为 一 拓扑 空间 ， 令 


Ce(X) = {f :3f. e CA(X), 使 疡 + 及， 
O={CCX: lc ec(xX):), 


称 QQ, 中 的 元 素 为 Ce 天 )- 开 及. 类 似 定 义 C( 下 )- 开 集 及 ChlX)- 开 
集 . 

由 第 三 章 引 理 5.7(6) 知 ， 我 们 有 5(@.) = olCe(X)). 

当天 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 时 ， 下 一 命 天 给 出 了 CC.( 了 )- 开 
集 的 一 个 刻画 . 

2.2 命 王 设 蕊 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 . 则 蕊 的 一 子 集 
为 Ce[ 瑟 )- 开 集 ， 当 且 仅 当 它 为 大。- 开 集 ， 特别， 我 们 有 a (Ko- 
开 集 )=o(Ce( 芭 )). 

证 设 G 为 CelX) 开 集 . 依 定 多， 存在 Ce( 久 ) 中 一 列 非 负 
冰 数 记 单调 上 升 趋 于 Ic., 于 是 我 们 有 


G= Ul >9= U U2 Hek,. 


nn 二 1 nt 二 1 
反之 ， 设 Go 为 一 Ko- 开 集 ， 凤 C= LU-: Kn, 其 中 每 个 Kn 为 紧 
集 。 由 命题 1.20(2), 对 每 个 n, 存在 fn ECcO),0< 下 1 使 天 


在 K, 上 为 1, 且 suppfp) CGO. 令 环 = 上 ; 则 gE Col 六 )， 
gn 十 Ja, 于 是 侣 为 ColX)- 开 集 ， 证 毕 . 
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2.3 价 原 设 气 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 则 有 olC{XY)) = 
ol9s- 紧 集 ). 
证 设 FEcCce(X), 则 对 一 切 ae 三 ， 


故 [ 了 二 中 为 Go- 紧 集 ， 从 而 5(Ce(X)) C efgs- 紧 集 ). 反之 ， 设 下 
为 Gs- 紧 集 ， 则 由 命题 1.20(3), 存在 f € Ce(X), 使 KE= [f= 1]， 
总 有 olGs- 紧 集 ) ColCe(X)) .证 毕 . 

2-4 定 兴 设 蔷 汐 一 拓扑 空间 ， 由 全 体 开 集 生成 的 o- 代数 称 
为 Borel o- 代 数 , 记 为 B( 革 ). B( 半 ) 中 的 元 称 为 Borel 集 . 由 全 体 
8s- 紧 集 生成 的 o- 代数 称 为 强 Baire o- 代数 , 记 为 B,(X).B,。{X) 
中 的 元 称 为 强 Baire 集 . 使 全 体 连续 函数 为 可 测 的 最 小 代数 
称 为 Baire o- 代数 , 记 为 Bo(X), 5o( 中 的 元 称 为 Baire 集 . 

2.5 命题 设 互 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 则 每 个 强 Baire 
紧 集 为 9s- 集 . 

证 设 避 为 强 Baire 紧 集 ， 由 于 BE) 一 oo (8s- 紧 集 ， 故 
存在 一 列 9s- 紧 集 (Cn), 使 CE otCi,C2,… 儿 第 一 章 习 题 2.11). 
由 命题 1.20(3), 对 每 个 n, 存在 fe€ C.(X), 使 0< <1, 且 
Cn = [jn = 1]. 令 


ds) = 3 i) — |. 


如 一 工 


对 每 个 荆 EX, 令 [zj ={yEX: dr, 四 二 0}, 则 区] 是 zx 的 等 价 
类 ， 其 等 价 关系 是 ， z ~ 2 当 且 仅 当 (7,2) = 0. 令 玛 表示 等 价 
类 全 体 ， 在 区 上 定义 距离 8 


中 [zj = dl, y), 


则 ( 营 ,8 为 距离 空间 . 令 n(x) = 加. 设 7+>0,B= {ly : ly,[z] < 
7 网 9B) = 人: d(y,%) 之 ?} 为 苹 中 的 开 集 ( 因 纪 ,TZ) 为 关 
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上 的 连续 函数 )， 由 习题 1.27, mp(C) 为 区 的 紧 子 集 ， 由 于 总 是 距 
离 空间 ， zf(C) 为 总 中 的 9s- 集 ， 即 9(C)] = 站 纪 ，G。 其 中 每 个 
DD 为 芝 的 开 子 集 ， 令 On = 0-1(D), 则 Du 为 碟 的 开 子 集 ， 且 
C=/10n; 即 C 为 9s- 集 . 证 毕 . 

下 面 我 们 研究 C.(X) 上 的 正 线 性 泛 函 的 积分 表示 ， 为 此 ， 我 
科 先 回顾 Daniell 积分 的 定义 ( 见 第 三 章 定 义 5.3). 设计 为 一 拓 提 
空间 ， CL(X) 上 的 一 线性 泛 函 工 称 为 正 的 , 如 果 了 E CL(X),f > 
0 过 Hf) > 0.C.(X) 上 一 正 线性 泛 函 了 工 称 为 Daniell 积分 ， 如 果 


fn 多 CX), . 之 0, fn 4 日 一 Jim fn) 二 由. 


2.6 引 理 设 蕊 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 了 为 嫌 -( 基 ) 上 的 
一 正 线性 泛 丽 ， 则 工 为 CA(X) 上 的 Daniall 积分 . 

证 设 让 € CAX) ,fn > 0, 刺 二 0, 令 5 = supp( 有 1)， 则 
supp(jfn) C 51， 由 Dini 定理 {习题 1.31),f, 在 5 上 一 致 趋 于 0， 
从 而 在 关上 一 致 梦 于 0. 因此 ， 对 给 定 : > 0, 存在 自然 数 入, 使 
当 n > NN 时 ， 下 (Zz) < 6 对 一 切 xw € 六 成 立功 一 方面 ， 由 命 
题 1.20(2), 存在 9g€ CA(X),0<g<z1l, 恒 g 在 Sl 上 为 1. 于 是 当 
n 之 入 ,我 们 有 启 达 9, 从 而 有 (fs) < eI(g). 由 于 e> 0 是 任意 
的 ， 故 lim I(f) 二 0, 这 表明 了 为 CeA(X) 上 的 Daniell 积分 . 

2.7 定义 设 革 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 一 子 集 . 称 4 为 有 界 
集 , 如 果 存 在 一 紧 集 ,使 KK 二 > A; 称 A 为 o- 有 界 集 , 如 果 存 在 一 
到 紧 集 (天 四 使 4C Kr 

下 一 定理 是 所 谓 的 Riess 衷 现 定 娃 . 

2.8 定理 设 天 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 了 为 Ce(X) 上 
的 一 正 线 性 泛 函 ， 则 有 下 列 结论 : 

(1) 存在 8(X) 上 的 唯一 测度 pi, 满足 如 下 条 件 : 

(0) CX) C LI(X, BOX), p21), YF Ee CeA(X), 有 Tf) = pf); 

(1) 对 任意 o- 有 界 开 集 OO, 有 


pA1(O)} = sup{ia( EK): KCO,K EK}, 2D) 
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对 一 切 Borel 集 六 有 
Mi(4) = inf{j(O), 0 2 4 oO 为 rc 有 界 开 集 ]， {2.2) 


此 外 ， 对 和 任 一 紧 集 上 ,有 jn(K) < o0. 
(2) 存在 B(XX) 上 的 礁 一 测度 p2, 满足 如 下 条 件 ， 
() CeAX)C LXBX), p29), 有 VEE Ce(X), 有 If) = palf); 
ti 对 任何 开 集 O, 有 


pj2(O) = sup{pz(K): 下 CO Kek), {2.3) 


对 一 切 Borel 集 4A, 有 
ha(4i = inf{p2(0): 口 2 4 DEST (2.4) 
此 外 ， 对 任 一 紧 集 并, 有 pz(K) < oo. 


证 我 们 分 别 用 9go 及 91 表示 Ce(X)- 开 集 及 oc- 有 界 开 集 全 
体 . 显然 有 名 己 外, 县 名 和 全 对 可 列 并 及 有 限 交 封闭 ， 令 


HL1(O) = sup{H{(f): f E CAX)N Of <1,supp(f) CO}F, OF mh, 
uA) = inf{fp*(0): Oo A0E9}, ACX. 


往 证 pj? 为 区 上 的 外 测度 . 设 O; EeE 91i 二 1,2,…， 车 fe 
CAX),D < f < 1, 有 supp(f) C UY Oi:, 则 存在 n, 局 supp( 了 ) Cc 
Us Ci 故 由 命题 1.22, 存在 所 E Ce(X),1 i<n, 使 得 0 < f < 
1,f 了 = 斑 十 … 十 抽 , 且 supp( 所 ) C Oi 因此 我 们 有 


N= 9) < Di(00) < 2 HO:). 


LE 二 二 1 


于 是 有 
st(( J 00 < 和 由 (ol 
=] 


+ 二 1 
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由 于 全 对 可 列 并 封闭 ， 故 由 第 一 章 命 题 4.3 易 知 pt 为 二 上 的 外 
测度 . 
再 证 每 个 Borel 集 为 后 - 可 测 集 .为 此 ， 只 需 证 每 个 开 集 为 
Ht- 可 测 集 . 设 Y 为 一 开 集 ， 由 第 一 章 引 理 4.5 知 ， 为 证 站 为 p27- 
可 调集 ， 只 需 证 ， 对 一 切口 E 龟 , 有 
RON 2 a(ONW) + pi ONVT). : {2.5) 


下 面 证 骨 这 一 事实 . 不 妨 设 jf(O) < oo 从 面 同人 让 < oo. 由 
于 ONVY ey, 依 定义 , 对 给 定 e>0, 存 在 有 ECAX)0< 记 <1， 
supp( 且 1) C ONV,, 使 得 I 有) > pi1(ONW) 一 e. 令 下 二 supp ( 方 ), 则 
ON K* E91, 套 存 在 f2 E CoAX),0 < fo 1,supp (fo) C ONKS, 
使 得 I(f2) > pi(ON KS) -ee. 由 于 ONK: DONVS 赦 ff(f2} > 
HitOUY2) 一 ee 令 了 = 态 + 万 , 则 ECeX)0<sr<sl 且 
supp(f) C O. 因此 有 
AD > TD = TF) + TF) > (OND FONV®)— 20, 


不 等 式 (2.5) 得 证 . 

现 令 j 直 为 pi 在 B(XX) 上 的 限制 , 往 证 Ye Ce( 开 ), 有 I 有) = 
Pa 站 首先， 由 Daniell-Stone 定理 (第 三 章 定理 5.8) 知 ， 存 在 
ztCe(X 力 上 的 测度 jo, 使 对 一 切 fe Ce(X), 有 (有 二 p( 内 . 下面 
先 证 对 一 切 Ce( 六 )- 开 集 口 , 有 MO) = pa(O). 设 口 是 Ce(X)- 开 
集 , 则 存在 fe Ce(X),n > 1 使 0 < 后 To, 于 是 Kes[ 记 > 站 
DO, KK 为 紧 集 , 由 命题 1.20(2), 存在 gn E Ce(X), 使 Ix, < gn < To， 
且 supplgs) CO, 由 于 OE CAH, 于 是 有 


MO = sup p(Kn) < sup pp(gn) = sup Tgn) < p1(0) = 11(O0). 


另 一 方面 ， 由 4i 的 定义 易 知 pI(O) < p(O), 攻 KO) = jn(O). 现 
设 f EC)+, 令 


jn = > ， Dr 二 :21> 亲 ] 一 之 > 页 


二] 
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则 访 了 + 疡 且 上 > 六] 为 Ce(T)- 开 集 ， 于 是 我 们 有 


Hf) = AP) = lim p(fn) = lim 人 


-lm zn 2 RI([ > 丽 = lm pi(fn) = mt{f). 
现在 证 明 (2.1). 设 Oe9, 令 fecC(lX)0<4<1,supp(f) Cc 
口 , 则 天 门 = 上 (万达 下 (supp(), 故 12.1) 得 证 . 
下面 证 明 满 足 条 件 中) 及 (说 的 测度 唯一 性 . 设 另 有 测度 ”满足 
全 及 (说 , 则 YHfE CAAX), 有 wv) = 了 有) =p 有 设 O€ 91, 则 对 
任何 紧 集 CO, 存在 f& CAX), 和 使 Ix < 下 < Io, supp(/) CO. 
故 有 
z[ 口 ] = sup{v(K): KCO,KE KR} 
< suplv(f): FECAXLOZ FE1, supplf} C OF} 
=sup{I(f): f ECAXY Of <1, supp(f) © O} 
< (0) 
= supfni{E}): K CO, 下 三 大 
< sup{iu(f): f ECAX),D < f <1, supp(f) Cc 0} 
= sup{v(f): f € CAX),0 < f <1, supplf) C OF 
< vO). 
于 是 有 wv(0) = Ha) 从 而 由 (2.2) 知 : Pd = 41(4), 对 一 切 
丰 & B(X) 成 立 . 唯一 性 得 证 . 最 后 , 设 K 为 一 紧 集 , 由 命题 1.20(2) 
知 plK) < o0. 
综 上 所 证 ， (1) 得 证 . (2) 的 证 明 完 全 类 似 (在 定义 点 时 用 
9 代替 1 
2.9 注 由 jt 及 洲 的 定义 易 知 ， 我 们 有 pi 之 2. 此 外 ， 由 
命题 1.20( 人 和 知 : [2.1 及 {2.3} 分 别 等 价 于 


HAO) = sup{i(K): KCO,K 为 05- 紧 集 }， 
iofO1 = sup{y2o(K): KCO,K 为 95- 紧 集 }. 
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最 后 ,帮主 为 紧 的 ， 则 jr = p42. 


习题 

2.10 设计 为 一 拓扑 空间 ， 则 otC(X)) = fatC]) C eg95- 
闭 集 )- 

2.11 设 关 为 一 正规 拓扑 空间 ， B80{ 了 ) 为 Baire o- 代数 ， 上 上 
为 Bol 区) 上 的 一 so- 有 限 测度 ， 则 

{1) Bo(X) = ol9s- 闭 集 ); 

(2) 为 要 避 为 Fs- 开 集 ， 必 须 且 内 需 存 在 一 非 久 有 界 连 续 函 
数 f, 使 得 G = [f > oj; 

(3) 对 一 切 A E Bo( 革 ), 有 


HA = sup{p(tB): BC A,B 为 G9- 闭 集 }. 
若 进 一 步 & 为 有 限 测 度 ， 则 对 一 切 4 € Bo{XX), 还 有 


AL =e {UG) : GD 4G 为 元 - 开 集 }. 


§ 3 Hausdorff 宝 间 上 的 正则 测度 


3.1 定 灾 令 革 为 一 Hausdorff 空间 ，B{ 半 ) 为 其 Borel e- 代 
数 ，.42B(X) 为 天 土 的 六 民 数 ， 上 为 4 上 一 测度 . 称 庙 为 内 
正则 的 (相应 地 ， 强 内 正则 的 ), 如 果 对 每 个 开 集 (相应 地 ， 十 可 
测 集 }O, 有 AD) = sup{y( 玉 ) : KK C O,K 为 紧 集 }; 称 上 4 为 外 正 
则 的 , 如 果 对 每 个 4 e .4, 有 4(4) = inf{fz(O) : 0O 汪 4,0 为 开 集 
}. 距 内 正则 又 外 正则 的 测度 称 为 正则 测度 . 车 进一步 对 一 切 非 负 
FE Cc(X), 有 (< cc 则 称 正 则 测度 4 为 Radon 测度 . 

由 定理 2.8(2) 立刻 推 得 下 述 定理 . 

3.2 定理 设 志 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 则 8{)】 上 的 
Radon 测度 与 Ce(X) 上 的 正 线 性 泛 咬 之 间 有 如下 一 一 对 应 关系 : 
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设 丘 为 B(X) 上 的 Radon 测度 ， 令 
(月 = 上 fdp, f € OAX), 


由 五 :为 Ce) 上 的 正 线性 泛 函 ， 反 之 ， Ce( 工 ) 上 的 正 线 性 滩 峭 
必 具 有 这 种 形式 ， 

3.3 定理 设 艺 为 一 拓扑 空间 ， 8 及 大 表示 大 的 开 集 类 和 
闭 集 类 ， 上 为 B(X) 上 的 oc- 有 限 测度 ， 若 每 个 开 集 为 二 - 集 ， 则 
对 每 个 4E B(X), 有 


HA)=sup{u(F): FCA,F EF}. (3.1) 
若 进一步 上 为 有 限 测度 ， 则 对 每 个 A & B8(X), 还 有 
uA) =inf{py(0): GDA, G eg). (3.2) 


证 ”由 于 广 = 了, 故 由 第 一 章 定 理 6.3 及 命题 6.4 推 得 定理 
的 结论 . 

3.4 陛 设 瑟 为 一 距离 空间 ，p 为 8(X) 上 的 一 有 限 测 度 ， 
则 对 一 雪 4E BC(X),(3.1) 及 (3.2) 成 立 . 

证 ”由 于 蝶 离 空间 中 每 个 开 集 为 五 - 集 ， 故 击 定 理 3.3 立 得 
系 的 结论 . 

3.5 定理 设 蕊 为 一 Hausdorff 空间， .4 为 包含 B(Y) 的 一 
o- 代数 ， 上 为 A 上 的 正 刘 测度 ， 若 A € A, 生 Ad) < ec, 则 有 


uA)}= sup{u(K)}): KCA, KEKY. (3.3) 


证 对 任 给 s > 0, 存在 开 集 WV 二 D4, 司 AIF) < plA4)+e. 取 
紧 集 工 C V, 使 ADJ > ptV) 一 e 由 于 ju(VN\A) < e 故 有 开 集 
WIDOWVA, 使 AWI<e 令 下 = 区 W, 则 上 太 C A 为 紧 集 ， 且 有 


HKE}= MD -ALNW) > pW — 2 2 uA) — 22, 
故 有 (3.3). 


“116: 


下 一 定理 表明 ， 有 限 油 度 的 正则 性 与 强 内 正则 性 等 价 . 

3.6 定理 设 芭 为 一 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B(X) 的 一 
5- 代数 ，4 为 A 上 的 有 限 测度 。 则 为 4 上 的 正则 测度 ， 当 且 
仅 当 是 强 内 正则 的 . 

证 只 需 证 充分 性 . 设 4 是 强 内 正则 的 .这 冀 含 p 的 内 正则 
性 . 对 A° 应 用 (3.1) 便 得 的 外 正则 性 . 

3.7 定理 设 基 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausderft 空间 ， kj 
为 BLX) 上 的 一 测度 . 

(1) 设 A€B(X), 且 A 关于 jg 为 oc- 有限 集 ， 则 


H(A) = sup{p(E): KCAKEKY. 


(2) 者 对 每 个 玉 EH, 有 pl) < ec 则 4 为 Radon 测度 . 

证 (1) 设 G 为 到 中 的 一 开 集 ， 则 由 习题 1.33 及 1.37 知 ，G 
为 大 r- 梨 ， 故 由 第 一 章 定 理 6.3 立 得 (1) 的 结论 . 

(2) 由 于 三 中 每 个 开 集 为 此 v- 集 , 故 4 为 内 正则 的 . 往 证 只 是 
外 正则 的 .由 习题 1.35 知 ， 存 在 一 列 开 集 Cn, 使 得 妃 。 为 紧 集 ， 
且 UU, Gn = 于. 于是， 对 每 个 mm 有 MG < oo. 令 


Hn(A) = RANG,), 下 过 十， 


则 pw 为 B( 蔷 ) 上 的 有 限 测 度 , 故 由 定理 3.3 知 ，jp 是 外 正则 的 . 
设 4E B(X), 对 任 给 6 > 0, 存在 开 集 Wh， > 4, 使 得 (Gn VV) > 
(A 门 Gn) 十 ef2". 令 TY 一 (Gn 1 Th 则 YD 各， 且 有 


LAVA) < 》 MAGNVAA) < 
t=1 
从 而 af < (和 丰 十 ey 的 外 正则 性 得 证 ， 证 毕 . 
下 面 讨论 符号 测度 的 正则 性 . 
3.8 定义 设 久 为 一 Hausdorft 空间 ， A 为 包含 B(X) 的 一 
c- 代数 ，g 为 A 上 的 一 符号 测度 . 如果 名 的 变 差 测度 |p) 是 正则 
的 ， 则 称 p&p 是 正则 的 . 
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下 一 命题 给 出 了 有 限 符号 测度 天 的 正则 性 的 另 一 等 价 描述 . 

3.9 命题 为 要 一 有 限 符号 测度 # 是 正则 的 ， 必 须 且 只 需 p+ 
及 上 是 正则 的 . 这 里 上 及 jp” 分别 是 4 的 正 部 及 负 部 . 

证 充分 显然 . 现 证 必要 性 . 设 jx| 为 正则 测度 , 令 A € A,e > 0， 
取 开 集 吕 D2, 梗 |pi(D) < 4)+e 则 (NA) (BA < 6 
从 而 

(UD)=p (A +E UNA) < (A) + 

Ar 的 外 正则 性 得 证 A” 的 内 正则 性 证 明 类 伏 . 同 理 可 证 Ar+ 的 
正则 性 . 

3.10 命题 设 罩 为 一 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B[X) 的 一 
T- 代数 ， 为 4 上 一 正则 符号 测度 . 设 A EA, 且 pl4) 为 有 限 
值 ， 则 对 和 任 给 e > 0, 存在 紧 集 五 C 4, 使 对 任何 满足 KCBCA 
的 吾 <4 有 |a(4) p(B) < 

证 由 jx| 的 正则 性 及 定理 3.5 知 ， 存 在 紧 集 下 Cc 4 使 
jel(A\K) < ,于 是 对 任何 满足 扩 C BC 有 A 的 BeA4 有 

la(A)— ptB) = Ie(A\B) < al(A\B) < lal(A\FK) < 

3.11 记号 设 玉 为 一 Hausdorf 空间 ， 我 们 用 MX,B(X)) 
宕 示 B(X) 上 的 有 限 符 号 测度 全 体 ， 用 AMr( 革 ,BL(X)) 表示 B(X) 
上 的 有 限 正 则 符号 测度 全 体 . 

由 第 三 章 3.24(4) 知 ， AM(X,B(X)) 按 符 续 测度 的 全 变 差 范 
数 :||var 为 一 Banach 空间 ， 另 一 方面 ， 易 知 AM.{XX, B(X)) 是 
AA( 久 ,B( 下 )) 的 闭 线 性 子 空间 ， 故 Mr( 骤 ,B(X)) 按 范 数 ‖ -上 war 也 
为 一 Banach 空间 . 

下 面 我 们 研究 关于 正则 测度 的 不 定 积分 . 为 此 先 证 明 一 引 理 . 

3.12 引 理 设 苇 为 一 Hausdor 人 空间 ， .A 为 包含 召 [车 ) 的 一 
o- 代数， 六 为 4 王 的 一 正则 测度 ， 设 已 EJ4 县 AB) < oc. 令 
vA)} = Rn44E4, 则 > 也 为 4 上 的 正则 测度 . 

证 由 定理 3.5, 对 任何 A € A, 我 们 有 

A}=uBNA)=sup{p(K): KC BNAKEK} 
=sup{v(K): KCBNA,KR ELK}, 
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故 有 
viA}= sup{r(E): KC A,K ER}, 

从 而 由 定理 35 知 ”为 4 上 的 正则 测度 ， 证 毕 . 

3.13 命题 设 蕊 为 一 Hausdorf 空间 ， 上 为 考 ( 基 ) 上 的 一 正 
则 测度 ， 若 了 EL BA 则 f 关于 的 不 定 积分 f.4 是 有 
限 正则 符号 测度 . 

证 令 v = fn, 由 于 |v| = |fl.x, 故 由 符号 测度 正则 性 的 定 
义 ， 为 证 vv 正则， 不妨 设 了 非 负 . 首先 设 = Is,; 其 中 B € 8(X)， 
且 p(B)< op. 令 琴 (4) 二 ANMB),4 EB(X), 则 由 引 理 3.12 知 ， 
2 为 正则 测度 ， 因 此， 对 jr- 可 积 的 非 负 箱 单 函数 f,f.4 也 是 正则 
测度 .对 一 般 的 非 负 jy- 可 积 谓 数 f, 令 下 为 非 负 简单 函数 ， 使 
所 Ff, 则 有 


fr 一 所.|war 一 fo 一 fn}adn + 口 ， 1 一 Oo. 


由 AM.(X,( 久 )) 的 完备 性 知 fp E AMr(X,B(XX)). 证 些 . 

3.14 命题 设计 为 一 Hausdorff 空间 ， 上 为 B(XY 上 一 Radon 
测度 ，v 为 B(X) 上 一 有 限 正则 符号 测度 则 下 列 断 言 等 价 : 

(Tv 为 某 f€ (XX, BB(X),H) 关于 的 不 定 积分 ; 

(2) v 关于 绝对 连续 ， 

(3) 设 KK 为 紧 集 ， 且 ju(K) =0, 则 有 v(K)=0.. 

证 显然 有 (1) == (2) = (3 引 .下 证 (3) 志 (2). 设 (3) 成 并 . 令 
A Ee B(X), 且 ux(A) = 0, 则 对 一 切 紧 集 玉 Cc 4, 有 pn(K) = 0. 往 
证 wx(4 = 0. 假定 |v(4)| = a > 0, 则 由 命题 3.10 知 ， 存 在 紧 集 
FC Ah, 和 使 |v(A) 一 v(K)| < 了 特别 有 v(K) 关 0, 但 有 x(K) = 0, 
这 与 (3) 矛盾 因此， 必须 有 v(4) = 0, 这 表 戎 v < 

最 后 证 (2) 坟 (1)， 设 (2) 成 立 . 由 |s| 的 内 正则 性 ， 存 在 一 
列 紧 集 Kn, 使 supn vl(Kw) = |v|(XX)}， 令 Xo 二 UKEn， 则 有 
vl(X\Xo) = 0， 令 pol4) = pA4Nn Xo), 则 因 plKn) < o0, 族 
bo 为 ec- 有 限 测度 ， 且 wv 安 种， 于 是 由 Radon-Nikodym 定理 
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知 ， 存在 fo 所 Li(X,B(X), po), 使 二 fo.p. 令 f = folxo, 则 
JE Li(X, SB(X),p), 有 v= fu. 证 毕 . 


. 习题 
3.15 设 芒 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B(X) 的 
o- 代数 ，j 为 A 上 的 内 正则 测度 ， 试 证 : 
(1) 对 每 个 开 集 DO, 有 


HO) = sup{p(f)}: fe CAX), Oz fF < 1,aupp(f} C O} 
=sup{pg(/f): f ECAX) 0 < io}. 


(提示 利用 命题 1.20(2).) 

2) 令 如 = {0O : DO 为 开 集 ， 且 jtO) = 0], 并 令 品 为 全 
中 全 体 集 合 的 并 ， 则 AD) = 0.( 注 ， 通常 称 UV 为 pg 的 支 接 , 记 为 
suppl[A].) 

3.16 设 大 为 一 Hausdorf 空间 ，4D B(X) 为 一 o- 代数 ， 


& 为 A 上 的 o- 有 限 正则 测度 ， 则 .AC B(X). 这 里 B(X) 表示 
8B( 苹 ) 关于 上 的 完备 化 ， 

3.17 设 半 为 一 紧 Hausdorff 空间 ，& 为 Baire o- 代数 六 (X) 
上 的 一 有 和 恨 测 度 ， 则 yy 可 以 崔 一 扩张 成 为 B(XX) 上 的 正则 测度 ， 
(提示 用 Riesz 表现 定理 , ) 

3.18 设 瑟 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 睛 为 好 (天 ) 上 的 一 
正则 测度 ， 则 为 要 & 为 Radon 测度 ， 必 须 上 且 只 需 对 一 切 紧 集 五， 
有 w(K) < oo， 

3.19 证 明 AM-(X,B(X)) 是 A(X,B8( 臣 )) 的 闭 线 性 子 空间 ， 

3.20 给 出 系 3.4 的 一 个 直接 证 明 (提示 : 令 忆 C 表示 县 二) 中 
满足 (3.1 及 {3.2) 的 集 A 全 体 ， 显然 A EC > 4 EC 为 证 
C= B(X), 只 需 证 C 对 可 列 并 运算 封闭 ,， 且 9 CC 

3.21 设 关 为 一 Hausdorff 空间 ， gp 为 B( 久 ) 上 的 一 Radon 
测度 . 令 Mr() = {fv € MX,B(X)) :vv 过 让 则 了 口 pp 为 
从 二 (和 ,BA 到 At 上 的 线性 保 范 同 构 有 映射 【提示 : 
上 ja = fle 0 -) 


,0 - 


§ 4 空间 Co(X) 的 对 个 


设 夸 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 我 们 用 Ce( 义 ) 表示 世上 具 
紧 支 返 连 续 函 数 全 体 . 无 上 的 一 实 值 连续 函数 f 称 为 在 无 穷 远 
处 为 故 , 是 指 对 尾 给 e > 0, 存在 紧 集 天 使 7 在 天 上 有 |f(z)| < 
我 们 用 Co(X) 表示 在 无 穷 远 处 为 零 的 连续 画 数 人 全体， 本 节 将 证 表 
Ai( 巧 , 电 (X)) 可 以 视 为 Co 下) 的 对 侦 . 

设 EColX), 令 


fle = sup{lf (2)| : 2 € X}, 


4.1 引 理 设 基 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 则 Co( 革 ) 为 一 
Banach 空间 ， 且 Ce( 汪 ) 在 Col 革 ) 中 秋 密 . 

证 设 (fn) 为 Col(X) 中 一 基本 列 , 则 对 每 个 z E XX, (fn.(2)) 为 
一 实数 基本 列 , 故 有 极限 f(x). 显然 所 在 莽 上 一 致 收 亨 于 f, 故 于 
为 蕊 上 的 连续 函数 ， 往 证 f 在 无 穷 远 处 为 零 . 任 给 6 > 0, 先 取 一 
自然 数 n; 使 对 一 切 ze 半 有 |f(2) 一 (2) < 由 于 六 ECo( 人 让 
故 存 在 紧 集 上 ,使 | 不 (z)| < e,Yz & K*. 于 是 有 


[F(z)| < f(z) — fn(z)+ [nlz)| < 2 x Ek,, 


依 定义 ， 六 E Cofz). 这 表明 Col 了 X) 为 一 Banach 空间 . 

现 证 Ce 大) 在 Co{ 革 ) 中 稠密 设 f E Co() 对 尾 给 < > 小 
存在 紧 集 K, 使 vz E Ke 有 |f(z)| < < 另 一 方面 ， 由 命题 1.20， 
存在 9ECe(X) ,使 下 <9<1 令 有 = gf, 则 和 Ee Ce(X), 且 有 
上 Ff 一 划 o < 6. 这 表明 Ce(X) 在 Co[ 关 ) 中 秽 密 . 证 毕 . 

4.2 3| 百 设 于 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 工 为 Co(X} 上 
的 一 连续 线性 泛 函 ， 则 丰 在 CofX) 上 的 两 个 正 连续 线性 证 天 工 + 
及 二 ,使 工 = 了 - 工 _， 

证 设 feEColX) 且 了 >0( 简 记 为 了 E Cot)+)， 全 


有 (站 =supfEg :geCoX)0<s9< 月 ， (4 
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则 易 知 区 +( 有 | < Zifllso, 其 中 中古 宕 示 工 的 范 数 ， 此 外 ， 显 
然 有 L+(f) > 0, 且 Ya > 0, 有 Li(af) = aL+(f)， 下 面 证 明 : 
Yi, fa 全 ColX), 有 


Li(fi+ fa) = L(A) + Lr(fz). (4.2) 


由 (4.1) 不 难看 出 工 +( 丹 ) 十 工 +(f2) 二 Lr+( 玉 十 瑟 }. 为 证 相反 的 
不 等 式 ， 取 gE cfX) ,使 0 二 9 苹 万 十 万. 令 


匀 王 9 六 月 gg 
则 gi,g2 ECo(X),0<g ,0 < go < .于 是 有 
L(g) = L(g) + Llga) < Lr(fi) + Lr(fo), 


由 此 得 工 ;( 斑 十 二 ) 和 开矿) 十 工 +( 户 ). 故 (4.2) 得 证 . 
设 f 三 Co(X), 令 


LH) = Lr ) -Lf ), 
则 上 | 为 CotX) 上 的 线性 泛 函 ， 且 有 
LA) SE LHF VE ) < HE le, 


于 是 L} 为 连续 线性 泛 函 ， 最 后 ， 令 -= 工 } 一 民 则 工 _ 为 连续 
线性 泛 通 ， 并 由 (4.1) 知 : 对 ff EColX)+4, 工 _( 有 之 0. 从 而 工 -为 
正 泛 函 ， 证 毕 ， 

4.3 定理 设 蕊 为 一 局 部 紧 Hausdorf 空间 . 令 M(X,B(XX)) 
表示 B(X) 上 的 有 限 正则 符号 测度 全 体 . 对 4 < Mr(X,B(X))， 
令 L,(f) = fadn, fe CofX), 则 pO Ly 为 从 AM.{XX,B(X)) 到 
Co(X)* 上 的 保 范 同 构 上 映射 . 

证 设 4EAM(X,B(X)), 显然 有 Er E ColX)*, 且 


Et fo < lallvarllfllee, f € Co(X), 


于 是 有 | < llplvar. 往 证 等 号 成 立 . 设 革 = DUDr 为 的 
Jordan 分 解 ( 即 2+(A) = AL4nD) (4) = 一 MAnDD2)), 对 任 给 
e>0, 由 Ai 及 有 的 正则 性 及 定理 3.5 知 : 存在 紧 集 所 CD 及 
紧 集 Ks 《- 也?， 使 得 
HKI) — pK2) 一 | (Ki UYU 天 3) > | 国人) 一 上 = 人 要 | 一 上 
另 一 方面 ， 由 命题 1.23, 存在 fe Coc(l 驻 ), 皇上 fso = 1, 且 
filrurs = Tn, — {ka- 


于 是 我 们 有 


ol > Daf) = {fan= /euman+ | flew dy 
> (Ki) — p(Ka) — Il((Ks U Ka)®) > al — 2e. 


由 于 <>fn0 是 任意 的 ， 故 有 jE, > ||6l| var, 从 而 有 ,| 一 | ml:- 

现在 证 明 瞎 射 pj 工 : 是 Mr( 久 ,8B( 污 )) 到 Co(XX)* 的 满 射 . 
为 此 ， 设 LE€ ColX)*, 即 设 工 为 Co( 革 ) 上 的 一 去 续 线 性 证 函 . 由 
引 理 4.2, 存在 Co( 芒 ) 上 的 两 个 正 连续 线性 泛 明 Li+ 及 工 -, 使 得 
工 =L4 一 上 _. 上 | 及 了 工 - 限于 Ce( 王 ) 为 正 线性 泛 男 ， 故 由 Riesz 表 
现 定理 (定理 2.8(2)) 存在 5(X) 上 的 Radon 测度 种 及 p2, 使 得 
对 一 切 了 E Cc(X), 有 了 +(f) = [fdp,L_(f) = 了 fapz. 习题 3.15 
效仿 

Hi(X)= sup{L+(f}): FECAX), OS FE1} EL < oo， 


同 理 jz( 革 ) < o0, 均 p= p11 一 BH2 E AMrlX,B). 显然 我 们 有 工 = 工 ,， 
肤 射 4 品 工 , 显然 是 线性 的 . 证 毕 . 


习题 
4.4 设 世 为 一 局 部 紧 Hawsdorff 空间 ， 已 于 aa 为 大 的 单 点 
紧 化 ( 见 1.11 ) 对 怨 上 的 函数 了 , 令 


f lr), x EX 
0, r 址 总， 
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则 为 要 了 EeE Co(X), 必须 且 只 睛 肥 为 X4 上 的 连续 函数 ， 
和 .5 设 久 为 具 可 数 基 约 局 部 肾 Hausderf 空间 ， 则 Co(X} 为 


We Banach 空间 . (提示 ， 人 先 考虑 X 为 紧 空 间 情 形 ， 然 后 利用 
和 4.4. 


$5 用 连续 耳 数 表 近 可 测 函 数 


在 许多 情况 下 ， 连 续 函 数 比 可 测 函 数 容 易 处 理 ， 本 节 介 绍 有 
关 用 连续 通 数 逼近 可 测 冰 数 的 一 些 结果 . 

于 一定 理 的 一 个 特殊 情形 见 第 三 章 习 题 4.16. 

5.1 定理 设 蕊 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B{X) 
的 一 o- 代数 ， 上 为 4 上 的 一 Radon 测度 . 令 1 p< ww, 则 
Ce(X) 在 LP(X,A4,p) 中 稠密 ， 

证 显然 Ce(X) C IP(X,A, pp). 由 于 LP(X,.A, rp) 中 的 简单 闸 
数 在 I?( 区 ,A,4) 中 稀罕 ( 见 第 三 章 引 理 4.7), 故 为 证 定理 只 顺 证 明 
如 下 事实 : 车 4E .Ap(A) < o0, 则 有 ECe(), 梧 14 一 ys 和 任意 
小 ， 为 此, 设 e> 0 由 只 的 外 正则 性 ， 先 取 开 集 忆 2 4, 使 由 局 ) < 
4( 有 A)+e, 再 由 定理 3.5, 取 一 紧 集 六 C A, 使 有 下) > jp(4) 一 e. 由 命 
题 1.20(2), 存在 了 E CA(X), 悚 Ik 所 J, 则 和 a 一 了 << Lr 一 Ix， 
鼓 有 

lia — flls < lo ~ Txilp = p(U — K)? < (20)». 


定理 得 证 . 

下 一 定理 称 为 Lusin 定理 . 

5.2 定理 设 下 为 一 Hausedorff 空间 ， .4 为 包含 B(X) 的 一 
o- 代数 ， 为 4 上 的 一 正则 测度 ， 了 为 苹 上 的 一 和 可 测 实 值 
本 教 ， 恕 果 A EA0 < pA) < ee, 则 Ye>0 存 在 紧 集 天 和 C4， 
使 pn(AN\K) <e, 且 了 限于 攻 连续 ， 若 进一步 ， 芒 为 局 部 紧 ， 则 
存在 9E CA(X), 使 yg 与 f 在 扩 上 一 致 且 使 


supflglzjl: zs EX} <sup{lf(s)|: zeA}. (51) 
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证 首先 设 f 只 取 可 数 多 个 值 ， 即 f = Di OilAi 其 中 
ti 天 i Ai NN A; = i j7， 且 3 4 二 瑟 ， 取 正 整 数 n， 司 得 
Han 4) < ef2. 由 定理 3.5, 存在 4m 4 ,AANA 的 紧 子 
集 天 … ,天 使 得 (ANANN\K) < ef2. 令 K = 27K 
则 天 为 4 的 紧 子 集 ， 且 有 


a(A\E) = (AN(D 4):) + 


n 
t=1 f= 


BC 门 Ai\K:) 


i 二 1 


< 二 一 
on 


tlm 


由 于 了 限于 每 个 K; 为 常数 ， 从 而 了 限于 五 为 连续 (见习 十 1.30). 
更 设 f 为 尾 一 实 值 4- 可 测 鲁 数 ， 令 


此 龙 天 十 | 
= 一 忆 一 一 站 
大 (= 一 款 ， 荐 均码 jz) < ,k=0,+l,+2, 


由 前 所 证 ， 对 每 个 n > 1, 存在 紧 集 KK， C 4, 使 pA\Kn) < ef/2"， 
且 所 限于 Kn 为 连续 . 令 下 = [Ks, 则 由 于 是 (fm) 的 一 致 
极限 ， 故 了 限于 KK 连续， 此 外 有 


HA\K) < MK) < €. 

最 后 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 假定 革 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
令 下 二 让 {A} 为 区 的 单 点 紧 化 ， 则 XS 是 正规 空间 ( 见 命题 
1.19). 故 由 Tietze 扩张 定理 ， 存 在 X* 上 的 连续 阔 数 六, 使 h* 在 
K 上 与 了 一 狼 ， 且 使 mup{|h*(2)| ;2 € XX} = sup{lf(z)| :x € KK}. 
取 pe ClX), 使 得 Ik <p<1( 见 命题 1.20(2)), 并 信 9 = ph, 其 中 
hh 为 h* 在 鲜 上 的 限制 则 geCcX)g 与 了 在 天 上 一 致 ， 且 使 
[5.3) 成 让。 证 毕 ， 
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习题 

5.3 设 蕊 为 一 Hausdorf 空间 ， .AA 为 包 售 号 瑟 ) 的 一 o- 代 
数 ， 上 4 为 A 上 的 一 有 限 正则 测度 ， 了 为 了 上 的 一 实 值 函数 . 则 
下 列 三 断言 等 价 : 

(1) f 为 及- 可 测 ( 即 8(X) - 可 测 ， 见 习题 3.16); 

(2) VA e A,ve > 0, 存在 紧 集 天 Cd 使 KE)<e 且 了 殷 
于 天 连续 ; 

(3) 存在 天 的 划分 ， 三 = (Kw) U AN, 其 中 每 个 KK 为 紧 
集 ，NN 为 jr- 零 测 集 ， 使 得 f 限于 每 个 KK, 为 连续 函数 . 

5.4 设 了 为 下 上 的 实 函 数 ， 且 对 一 切 a,be 加 , 有 f(a+b) = 
fla) 十 f(b). 试 证 {1) 了 在 机 上 连续 当 且 仅 当 它 在 一 点 连续 ; 
(2) 若 了 为 Lebesgue 可 测 ， 则 了 连续 . (提示 : 利用 Lusin 定理 , ) 


§6 乘积 拓扑 空间 上 的 测度 与 积分 


本 节 研 究 的 中 心 问题 是 , 给 定 两 个 局 部 紧 Hausdorf 空间 万 和 
Y 及 其 上 的 两 个 Radon 测度 jy 和 wv, 如 何在 飞 积 拓扑 空间 半 x YY 
上 构造 一 Radon 测度 jy x v, 使 其 在 久 及 Y 上 的 边 绿 测度 分 别 是 
上 及 wv? 进一步, 是否 有 相应 的 Fubini 定理 ? 这 里 遇 到 的 困难 是 : 
4 及 v 一 般 并 非 5- 有 限 ， 且 B(X) x BY) 一 般 严格 比 如 (三 x YY) 
小 ， 因 此， 第 四 章 的 结果 不 再 适用 . 为 了 克服 这 一 困难 ， 我 们 将 求 
助 于 Riesz 表现 定理 . 

下 面 首先 研究 拓扑 空间 的 敢 积 . 

6.1 定义 设 (2,9]， , (Xn9n) 为 拓扑 空间 ， 令 关 = XX x 
Na Xn 

B= {x Ux--- xU: Ue,i=1,2,...,n), 


则 8 对 有 限 交 运算 封闭 . 以 8 为 基 的 拓扑 9 称 为 站 的 条 积 瓜 
扑 ;X 六 ,9) 称 为 (Xi,91),-… , (Xn,9n) 的 生 积 拓扑 空间 - 
令 Bo 一 {zr (Ui) : U: 所 Gi i= 1,2,-…: ,nn}, 其 中 Ti 为 在 到 
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X; 的 投影 映射 ， 则 易 见 Bo 为 9 的 子 基 ， 且 乡 是 使 每 个 投影 喘 身 
为 连续 的 最 小 拓扑 -. 

6.2 定义 ” 设 {(Xo,9a),a < A} 为 一 族 拓 扑 空 闻 ， 大 = 
区 Xo,9 为 六 上 使 每 个 投影 映射 ro 为 连续 的 最 小 拓扑 , 称 (X,9) 


为 (Xa,8a),a EA 的 生 积 拓扑 空间 . 
设 Po 为 A 的 非 空 有 穷 子 集 全 体 ， 令 


B= (|) {xs'(lf 0): Ui eg:, ies)}, 


SEPo 4 记 避 


则 易 知 B 为 拓扑 8 的 基 . 

6.3 定理 (Tychonoff 定理 ) ” 设 (Xa,9o) 为 一 族 紧 拓扑 空 
间 ， 则 其 飞 积 拓 扑 空 间 (X,9) 亦 为 紧 拓 扑 空间 . 

关于 该 定理 的 证 明 ， 读 者 可 以 参看 任何 一 本 有 关 点 集 拓 扑 的 
书 ， 这 里 从 上 略 . 

下 面 我 们 研究 飞 积 拓扑 空间 上 前 Borel o- 代数 . 为 方便 起 见 ， 
我 们 只 讨论 两 个 拓扑 空间 乘积 情形 ， 关于 集合 和 函数 的 截 口 概念 
见 第 四 章 第 2 节 ， 

8.4 引 理 设 蕊 及 了 为 Hausdorf 空间 ， 革 xY 为 其 乘积 拓 
不 空间 ( 它 也 是 Hausdorf 空间 ). 

(1) 我 们 有 B(X) x B(Y) C B(x 了 ). 若 基 及 了 都 有 可 数 
基 ， 则 B(X) x B(Y) = B(X x 了); 

(2) 设 € B(X x 了 了), 则 对 每 个 x & 多 及 每 个 y EY, 有 
“E, € B(Y), EY € B(X). 这 里 BE. = {y EY: (2 € BE = 
{rT EEX: {rN EE}; 

(3) 设 了 为 瑟 xXY 上 的 B(x 了 了)- 可 测 子 数 ， 则 对 每 个 TEX 
及 yEY 记 为 YY 上 的 8(Y)- 可 测 画 数 ， 户 为 革 上 的 六 )- 可 
调 晒 数 . 这 里 记 导 天 及 扩 见 第 四 章 定 义 2.1. | 

证 (1) 第 一 部 分 显然 . 现 设 C 及 了 分 虽 为 芳 及 Y 的 可 数 
基 . 令 守 = {xV: VecVeD), 则 完 为 XxY 的 可 数 基 . 由 于 
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XC B(X) x B(Y), 且 XxY 的 每 个 开 集 为 天 中 元 素 的 可 列 并 ， 
故 有 B(xY) Cc B(XX) x 8(YY. 从 而 有 BB(X xY) = B(X)x B(Y). 

(2) 设 2EX, 邻 go( 扔 = (2, 胡 , 则 gz 为 Y 到 到 xY 上 的 连 
续 函 数 ， 从 而 关于 B(Y) 及 8(X x 了) 可 测 . 但 B= g-1(E), 故 
EE, E B(Y). 同 理 可 证 EY € B(X). 

(3) 注意 : (万 )-1(B) = (#1(B))s, (~1(B) = ( 广 !(B))2， 故 
(3) 由 {2) 推 得 . 

下 一 引 理 的 证 明 窗 给 读者 完成 . 

6.5 引 理 设 S 及 全 为 拓扑 空间 ， 了 为 紧 空 间 . 令 f 为 SxT 


上 的 实 信 连 续 函 数 . 则 对 任 一 和 E5 及 人 尾 一 < > 0, 存在 so 的 一 开 
邻 域 DU, 使 得 对 一 切 a EU 及 一 切 teT, 有 |fls,t) 一 flso,t)| < 


6.6 命题 设 羡 及 Y 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 疡 及 分别 
为 天 及 YY 上 的 Radon 测度 ， 令 feC.( 六 x 了. 则 

(1) 对 任何 xz € X,y EY, 有 EC(Y), fr € O(N); 

(2) 甬 数 zz 品 jy zyjv(lay) 及 gy 吕 jx Fr ptdz) 分 别 属于 
CclX) 区 Ce(Y); 

(3) fx fy Fz, Wr (dy) (dz) = fy fx Flr, uldr)r(dy). 


证 (1) 令 开 =eupp( 了 ), 设 琴 及 Kz 分 别 为 正在 瑟 及 了 上 的 
投影 ， 测 五 1 及 Ka 为 紧 集 . 显然 fs 在 YY 上述 续 ， H supp(f:) 二 天 2， 
荆 所 & Cel 了 ). 同 理 fY € Ce(X). 

(32) 分 别 对 下 x Ks 及 所 xY 应 用 引 理 6.5 即 可 推 得 (2) 的 
结论 (注意 v(K2) < oo < 00). 

(3) 对 人 尾 给 e > 0, 由 引 理 6.5 知 ， 对 每 个 z E Ki, 存在 z 的 开 
邻 域 UU., 使 对 一 切 2' ee Us 及 一 切 y e Kz 有 |f(z,y) 一 天 (2 切 | < 
€, 由 于 Kl 为 紧 集 ， 故 看 在 五 1 的 有 限 枝 盖 {Us, , Ux, }- 令 
{4,1<t<n) 为 两 两 不 交 的 Borel 集 ， 使 得 4; C De;,1 <i<n, 


‘128- 


且 Mil 上 二 Ki1. 令 gw, 证 一 Dsl 了 (zi ya:{z), 则 容易 验证 
/ / g(r, Dldr)v{ay) = / / g(r, yu dy) nt dz) 
= > ni f feiss). 
t= 二 


上 此外， 上 及 了 7 在 天 x Ks 的 余 集 上 为 0, 且 jf 一 9g|<< 6. 于 是 有 


| ff te, Wada) -fre yr(dy)a(dr)| 
< / 1/ (F(z, — g(x, pdr)v(dy) 


+|/ / (fl,9) — gs, Nr(dz)v(ay)| 
< 2ep( Ki)v( Ka). 


由 于 e>0 是 和 任意 的 ， 故 (3) 得 证 . 

命题 6.6 导致 如 下 的 

6.7 定义 设 上 及 vw 分别 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 天 及 和 上 
的 Radon 测度 ， 由 命 是 6.6(3) 知 ， 我 们 可 在 已 (xY) 上 定义 一 
正 线 性 泛 函 了 


n= fi nuaryan= { / fe, yr(dy)p(ds). 


由 于 无 xY 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 故 由 Riesz 表现 定理 知 ， 有 
丰 xy 上 唯一 的 Radon 测度 与 了 对 应 . 我们 称 此 Radon 测度 为 
上 与 上 的 Radon 村 积 , 记 为 xvw. 

注 车臣 及 Y 都 有 可 数 基 ， 则 Radon 乘积 产 xzv 即 为 通常 
的 乘积 测度 (见习 题 6.15). 

下 面 的 在 务 是 要 证 明 与 Radon 乘积 测度 p x vv 有 关 的 Fubini 
定理 ， 为 此 ， 我 们 需要 有 关 下 半 连 续 阔 数 积 分 的 一 个 结果 . 
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6-8 定 兴 设 大 为 一 拓扑 空间 , 函数 了: 契 一 { 一 co, 十 co] 称 为 
下 半 连 续 的 , 如 果 对 每 个 实数 a,[f > 可 为 开 集 ， 称 油 数 了 : 下 一 
[~o0, 二 oo0) 为 上 半 连 续 的 , 如 果 -了 为 下 半 连 续 . 

显然 , 既 干 半 连 续 又 上 半 过 续 的 敬 数 为 连续 冰 数 . 反之 亦 然 . 
址 外 ， 一 族 下 半 连 续 范 数 的 上 端 为 王 半 连续 函数 ， 下 半 连 续 男 数 
为 Borel 可 测 ， 

6.9 引 理 设 艺 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， .4 为 包含 B( 芭 ) 
的 一 9- 牧 数 ， 玉 为 4 革 的 一 Radon 测度 ， 设 社 为 一 矿 非 负 下 半 
连续 欧 数 ， 使 得 Yhi, ha E KH, 存在 六 E 殉 ,满足 六 二 有 Y ha. 令 

f(z) = sup{h(tz): he NH}, xz eX, 

则 ff fdr = sup{f hdp: he 天] 

证 显然 对 he 姑 有 hdp < fan. 为 证 引 理 ， 只 需 证 ， 对 
任 一 实数 a < fdp, 存在 he HH, 使 a < 了 hdn. 为 此 ， 先 用 简单 
函数 台 近 f. 令 ,i = jf > 去 


ne™—E . 


1 nn2" ; . 
jn = 0 一 2 pr 


则 所 为 Borel 可 测 ， 所 + 了， 故 有 了 /az + fdp， 于 是 存在 
自然 数 N, 使 fwdh > oe。 由 于 fwdp = 喜 守 ;pAUN), 故 
由 4 的 正则 性 ， 存 在 Uw 的 紧 子 集 Ki,i = 1,2,… ,N2w,， 使 得 
pi) > a 令 9 = 需 工 深 Ix, 则 对 每 个 xe US 天 

有 g(x) < f(z) < f(z). 于 是 由 f 的 定义 , 对 每 个 ze U2 Ki, 存 
在 hz eH, 司 g(x) < Rc(z). 由 于 hs 一 9 鸭 下 半 连 续 { 见 习题 6.12)， 
故 存在 2 的 一 开 邻 域 于 ,使 对 一 切 ye UUs, 有 Rly) — 9(y) > 0. 
现 取 Us,,… ,Us 使 Us > Ki, 并 取 有 eH, 使 Ah 二 
Vi hr, 则 大 > g, 从 而 有 
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引 理 得 证 . 

6.10 命题 设 X 及 了 了 为 局 部 紧 Hausdorf 空间， 及 vv 分 
及 是 瑟 及 了 上 土 的 Radon 测度 ，Axv 为 其 Radon 飞 积 . 令 U 为 
下 xz 的 开 子 集 ， 则 

(中 隙 数 zyvU0) 及 3 一 ph 为 下 半 连 续 晒 数 ; 

(2) (pg x vO = fy rv Vr) dr) = fy AUY) (dy). 

证 和) 令 


Hs = {fs: ECe xY): 0<f< I), 
HI={f : feECAX xY): 0O<f iI) 


出 形 。C Ce, HY C CL(X), 有 及 HY 满足 引 理 6.9 的 条 忻 . 
喜 由 引 理 5.9 得 


zf 一 sop{ f fodv: frE Hy,}, (6.1) 
HAUY) = swp{f frdi: fe Ht. (6.2} 


但 由 命题 6.6,z 咏 fdv 及 3 口 了 P 辐 是 连续 函数 , 故 = Fry v(U,) 
及 1rmAy 是 于 半 连 续 函 数 ， 

(0) 令 Z={feC(AXxYT):O0<f<I), 则 相继 由 习题 3.15, 
引 理 6.9 及 (6.1) 式 得 


(xu = snp ffalnxo) 
fFEN TxAY 


= sup 上 [ fx, Duan dr) 


feRN 


= sup 人 frdv)nldr 


= f wv)plas) 


{2) 的 第 一 部 分 得 证 ， 同 理 可 证 (2) 的 另 一 半 ， 证 毕 ， 
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下 一 定理 是 有 关 Radon 乘积 调度 jy xv 积分 的 Fubini 定理 . 
6.11 定理 设 瑟 及 了 为 局 部 紧 Hausdorf 空间 ，ppgy 及 vw 
分 别 为 苇 及 了 上 的 Radon 测度 ， ph xv 为 其 Radon 乘积 。 设 
feLXxY BX XY),R x v), £8 存在 分 别 关 于 上 及 vz 为 vo- 有 
(对 Haez 天 为 记 可 积 ， 对 v-ae. yf 为 4- 可 积 ; 
(2) 令 
yfrdr,， 攻 fe € LY, BOY), wv), 
0 ， 其 它 情 形 ; 
1 = | fxrfrin, 车 f*Y € DL'(X, B(X), 4), 
0 其 它 情形 ， 
班 I 为 jy- 可 积 ，If 为 vv 可 积 ， 且 有 


上 falpx = 人 1r(z)a(dz)= [ Ti(y)v(dy). 


证 首先 假定 也 E B(Xx 了 ,并 假定 存在 AE BIX), B € B(Y), 
使 Md) < o0,v(B)<o0, 且 巨 忆 六 x B. 往 证 

(8) 画 数 em oo 及 yAKLEY) 为 Borel 可 测 ; 

(b) xi 可 = fe v Ba)p(dz) = fy p(Br)v(ady). 
由 及 v 的 外 正则 性 , 存在 开 集 避 汪 A 及 开 集 WD BB, 使 p< 
cov(V) <o0. 令 W=UxV, 


5S={DEB(X xY): DC WD 满足 性 质 (a) 及 (b)}, 


则 易 见 5S 为 做 上 的 入 类 , 另 一 方面 , 由 命题 6.10,W 的 一 切 开 子 集 
属于 S, 故 由 单调 类 定理 (第 一 章 定 理 2.2),5 = 8B(W) = WNB(X) 
(后 一 等 号 见 第 一 章 习 题 2.9). 特别 Be 3. 

”由 上 所 证 容易 推 知 对 Ee 8B(X x 了 ), 假定 存在 关于 的 o- 
有 限 集 4E B(X) 及 关于 v 的 vo- 有 限 集 Be B(Y), 使 ECcAxB， 
则 五 满足 性 质 (a) 及 (bj. 于 是 ， 用 通常 的 方法 从 简单 函数 过 小 到 
非 负 可 测 函 数 ， 即 可 推 得 定理 的 结论 . 证 毕 . 


Tr(2) = | 
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习题 
6.12 设 芒 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 天 的 一 子 集 ， 则 为 要 [a 
为 下 半 连 续 函 数 ( 相应 地 ， 上 半 连 续 函 数 ), 必须 且 只 需 4 为 开 集 
(相应 地 ， 闭 集 ). 
6.13 设 天 为 一 拓扑 空间 ， 及 旨 为 下 半 连 续 果 数 . 则 F 9 
为 下 半 连 续 画 数 . 
6.14 设 瑟 和 让 及 上 xv 如 定理 6.11. 令 f 为 了 xY 上 的 
非 负 下 半 连 续 阔 数 ， 则 
[1 函数 >F f(z)v(dy) 及 yr fz,y)k(dz) 为 Borel 可 
测 ; 
2) ffalpgx = Fr, ydy) tdz)= ff f(r, Waldr)v(ady). 
6.15 设 蕊 及 YY 为 具 可 教 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 疡 及 
v 分 别 沟 下 及 YY 上 的 Radon 测度 . 则 普及 “为 -有限 测 度 ， 
B(X xY) = B(X)x B(Y), 是 B(X xY) 上 通常 意义 下 的 刁 积 测度 
xv 就 是 Radon 张 积 测 度 . 
6.16 设 {Xn,n > 1} 为 一 列 拓 扑 空 间 ， 若 每 个 Xn 有 可 数 
基 ， 则 B([] Xn) = [1B(X"). 


$7 波兰 空间 上 有 限 测度 的 正 划 性 


波兰 (Polish) 空间 是 概率 论 中 经 常用 到 的 一 类 拓扑 空间 ， 本 
节 只 介绍 波兰 空间 的 基本 性 质 ， 有 关 这 类 空间 的 进一步 性 质 可 参 
看 Donald L.Cohn ({Measure Theory)},p.251—296. 

7.1 定义 设 蕊 为 一 Hausdorf 空间 ， 如 果 在 蒜 上 存在 与 拓 
扑 相 容 的 距离 p, 使 (天, p) 为 一 完备 可 分 距离 空间 ， 则 称 天 为 波 
兰 室 税 . 

7.2 命题 设 天 为 一 波兰 空间 ， 已 及 芯 分 别 为 苑 的 非 空 闭 
子 集 和 开 子 集 ， 则 作为 天 的 子 空间 ， 王 及 了 都 是 波兰 空间 ， 

证 设 p 为 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 ( 蕊 ,p) 为 一 可 分 完备 距离 
宝 间 ， 显 热 ， 作 为 天 的 闭 子 空间 ， (下 p) 为 可 分 且 完 备 的 ， 故 五 
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为 波兰 空间 . 
下 面 证 有 明 5V 为 波兰 空间 . 为 此 ， 设 到 不 等 于 全 空间 . 在 世上 
定义 polz, 和 四 如 下 


Polz,¥) = p(x,Y) + | De) ply. -vst 


其 中 
plr,U") = inf{pl2z,z): 2€ U'}. 


容易 看 出 :po 是 芝 上 的 一 上 距离 空间 ， 且 UV 中 序列 {zn} 按 
po 收 放 于 UV 中 的 点 x 等 价 于 {z-} 按 p 收 铺 于 r. 这 表明 :距离 
po 与 UV 的 拓扑 相 容 ， 特 别 ， (DU, po) 是 可 分 的 ， 

现 证 (U, po) 是 完备 距离 空间 . 设 {xn} 是 5 中 序列 , 且 技 po 为 
基本 列 . 依 po 的 定义 知 ，{zn} 按 距 高 p 亦 为 基本 列 . 故 由 (与 ,由 的 
完备 性 ， 存 在 = & 天, 使 Altznyz) 一 0,m 一 oo.7 必 属 于 UV. 因为 否 
则 的 话 ， 有 lim Plzn;U") = 0, 这 将 导致 limaup po (zn, jm) 二 bo 这 


与 柜 定 {3} 关于 po 为 基本 列 矛 盾 . 既 热 x* € VU, 则 由 plzn,z5) 二 0 
推出 Pofzmwz) 一 0,{U, po) 的 完备 性 得 证 . 因此 ，5V 为 波兰 空间 . 
证 毕 . 

7.3 偷 题 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 是 波兰 空间 . 

证 设 节 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 令 外 人 为 
其 单 点 紧 化 ， 则 让 人 为 具 可 数 基 的 紧 Hausdorf 空间 ， 从 而 存在 
江上 一 与 拓扑 相 容 的 距离 p, 使 (XX 仿 ,p) 为 可 分 紧 距离 空间 ( 见 
习题 1.40). 但 紧 距 离 宅 间 显 热 是 完备 的 ， 故 区 人 为 波兰 空间 . 单 
瑟 是 Xa 中 的 开 子 集 ， 故 由 命题 7.2 知 ， 于 为 波兰 空间 ， 证 毕 . 

7.4 俘 题 设 人 ,为 波兰 空间 的 有 限 或 可 数 序 列 ， 则 
其 乘积 空间 [LX 为 波兰 空间 


证 设 dn 为 Xa 上 的 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (X。 du) 为 可 分 
完备 距离 空间 ， 不 炉 设 对 一 切 2,y & Xn, 有 由 (z,g) < 1( 否 则 令 
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二 zl , 则 不 与 ds 等 价 ， 且 (Xn, 由 ) 仍 完 备 ). 令 
dlz, Y) 一 pb damn Yn), 


其 中 x,y € 了 Xs, 则 易 见 & 为 1 关上 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 且 
(XD) 为 可 分 完备 距离 空间 ， 因 此 XX 为 波兰 空间 ， 证 举 . 


下 一 命题 推广 了 命题 7.2. 
7.5 命题 设 蔷 为 一 波兰 空间 ，Y 为 无 的 一 子 空间 , 则 了 为 
波 主 空间 ， 当 且 仅 当 它 是 8s- 集 . 这 里 98 表示 臣 的 开 子 集 全 体 ， 
证 充分 持 . 设 了 = 个, Um, 其 中 每 个 为 的 开 子 集 ， 由 
于 每 个 [号 为 波兰 空间 (命题 7.2), 故 IlU. 为 波兰 空间 (命题 7.4). 
入 
A= {uu= (ui,u2,..-)E TI : tj; = Up YI, Kk > 1)}, 


则 全 为 TU 中 的 财 集 ， 从 而 为 波兰 空间 {命题 7.2). 令 
i(Y) 一 {¥, 3 和 二 站 5 一 Y, 


则 zz 为 Y 到 A 的 同 肛 有 鼎 射 . 故 了 是 波兰 空间 . 

必要 性 . 设 Y 为 评 的 波兰 子 空间 . 令 a 及 遇 分 别 是 芋 及 
YY 上 的 与 拓扑 相 容 的 谍 离 ， 使 (下 ,d) 及 (Yd0) 为 可 分 完备 距离 空 
间 . 设 VV 为 Y 的 子 集 ， 我们 用 do(W 表示 VV 在 do 下 的 直径 ， 即 
do(V) = sups,yev do{z, y). 令 


=U{w: Weg,wnY #0,d(WNY) < i)}, n> 1, 
则 每 个 W 为 开 集 ， 往 证 


Y=YN( YW). (7.1) 


由 于 4 与 do 在 了 上 诱导 同一 拓扑 ， 故 易 见 了 cn。 人 取 ). 再 证 
相反 的 包含 关系 . 设 re 了 n (和 NV), 则 由 VW 的 定义 知 ， 对 每 个 


m 存在 = 的 开 邻 域 Wo, 使 WanY 六 且 由 (Wany) < 上. 不 妨 
设 (。) 是 单调 下 降 的 集 列 ， 另 一 方面 ， 对 每 个 mn 存在 = 的 开 令 
域 Gu, 使 KG) < 二 ,不 妨 设 (Gm) 也 是 单调 下 降 的 由 于 ze， 
故 GenY 关 有 令 Uh = 到 smGn, 则 对 每 个 m 有 


| 


z EU,, UNY #0, dU,) < 一， dt NY) < 
由 于 ({Y, do) 完备 ， Uh NY 单调 下 降 ， 故 存在 唯一 的 yY < Y, 使 
门 . Fn = 也 }(Cantor 定理 ), 这 里 所 为 UY 在 Y 中 的 闭 包 . 另 
一 方面 ， 由 于 (并,d) 是 完备 的 ， U。 单调 下 降 ， 且 ze Con > 1， 
故 门 ,Zn = {2}. 但 显然 有 瓦 C DY( 因 后 者 是 Y 中 闭 集 , 且 
包含 UNY) , 故 y < 门厅。 从 而 y = >, 特别， 有 zeEY. 因此 ， 
我 们 证 明了 n(n, 太 ) CY.07.1 得 证 ,由 (7.1) 知 YY 为 Gs- 集 
( 因 Y 作为 距离 空间 X 中 的 闭 集 是 9;- 集 ， 门 , 人 也 是 95- 集 ). 
证 毕 ， 

7.6 定理 设 针 为 一 波兰 空间 ， 上 为 8(XX) 上 的 一 有 限 测 度 ， 
则 产 为 正则 的 . 

证 令 p 为 七 上 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 { 苹 ,p) 为 一 可 分 完备 
外 离 空间 . 由 定理 3.6, 为 证 产 的 正副 性 ， 只 需 证 ， Y4 € 8(X), 有 


uA} 一 sup{( 天 ) : KCA, KK EKk}. (7.2) 

设 {zn} 为 区 的 可 数 笛子 集 ， 令 B(z,6) 表示 以 了 为 球 心 ， 6 为 

半径 的 开 球 ， 由 于 天 = Ui B(ze 二), 故 对 任 给 > 0, 存在 正 整 
数 上,, 使 


:(U Blzy, 下) > p(X) ~ i n>1. 
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令 天 为 全 有 界 集 由 上 Bi 志 ) 的 财 包 , 则 天 为 紧 集 ( 因 (X 
二 一 了 三 
为 完备 的 ). 我 们 有 


uA(K') < Du(( U Blzn 7)) < DAE. 


” 即 有 pg(K) > p(X) 一 ec 但 > 0 是 任意 的 ， 于 (7.2 对 4 一 天 
成 立 ， 现 设 万 Ee BAX) 对 任 给 6 > 0 先 取 紧 集 天 ,使 jy(K) < 
此 外 ， 由 系 3.4 知 ， 存 在 4 的 闭 子 集 FF, 合 HE) > pt4A) 一 e. 令 
所 = 二 NF, 则 Ki 为 紧 集 ，K1i Cc A, 且 有 (KI1) > AI 一 2c 砚 
(7.2) 得 证 .证 毕 ， : 

注 在 定理 7.6 中, 恕 果 产 不 有 限 (即使 有 (KK) < o0,YK € Kk), 
则 站 不 一 定 正则 . 例如 , 设 革 不 是 go- 紧 的 波兰 空间 ，YB & B{(X), 
车 如 为 o- 有 界 集 ， 令 u(B) = 0 否则 令 p(B) = oo 则 (7.2) 对 
4 = 不 不成立. 


习题 
7.7 设 瑟 为 现 中 无 理 数 全 体 ， 财 三 按 吏 诱导 出 的 拓扑 为 
波兰 空间 . 
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第 六 章 测度 的 收 全 


本 章 研 究 测度 序列 的 收 全 ， 其 中 包括 欧 拓 空间 上 Borel 测度 
的 收 敦 , 距离 空间 上 有 限 测度 的 垃 收 训 及 局 部 紧 Hausdorf 空间 上 
Radon 测度 的 痰 收 合 . 


§1 欧 色 空间 上 Borel 测度 的 收 合 


设 点 为 欧 氏 空间 让 ?上 的 Radon 测度 . 令 ae 瑟 <, 车 全 fa 一 
6, 则 称 a 为 & 的 连续 点 ; 若 jp({4]) > 0 则 称 a 为 康子. 显然 由 
原子 全 体 为 一 至 多 可 数 集 . 特别 ， 上 的 连续 集 全 体 在 瑟 " 中 稿 . 我 
们 用 Ci 表示 上 的 连续 点 集 全 体 . 设 4,5E C(O,a<b, 称 (a, 可 
为 上 的 连续 区 向 . 我 们 用 Z(m) 表示 4 的 连续 区 条 全 体 . 

1. 定 必 设 Amr 及 J 为 有 R 上 的 Radon 测度 ， 如果 Ya, 如 E 
IZ(p), 有 lim pnl(a, 如 ) = Ata ch 则 称 序列 sn) 淡 收 北 于 AP 记 
为 pw 与 js 如 果 进 一 步 还 有 sup jn(R') < co, 县 ,lim pr{( 枉 ) = 
4( 以 中, 则 称 (uw) 莫 收 襄 于 p, 记 为 pn 马 关 ， 

下 商 两 个 定理 分 别 给 出 了 淡 收 就 及 弱 收 分 的 积分 刻 商 .这 一 
刻画 允许 我 们 将 这 两 个 收 铺 概 念 推广 到 一 般 拓 扑 室 了 间 情 形 . 

1.2 定理 ”为 蔓 Ar 一 六 必须 且 只 再 


re] 


lim 人 akn =- fa vf ECAR'). (1.1) 


这 里 C.( 了 R14) 表示 现 4 上 有 紧 支 排 的 连续 汪 数 全 体 . 

证 阴 ” 必 划 性， 设 4 依 淡 收 般 的 定 尽 ， 当 {a,8] & 
IT{ = ag 时 (1.1) 成 立 ， 现 设 了 e Ce( 要 四. 取 {a,b € I(p)， 
使 & 的 支 集 会 于 (a 如 . 对 给 定 > 0 则 易 知 存在 丙 < 上 的 简单 羡 
数 f, 使 得 [关头 Dj c (oa 县 为 Ip) 中 元 素 的 有 限 不 交 并 ,满足 
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sup |f{(z) — felz)| < e. 出 
ET 


Lim sup 
T+ 


hs jeden ~ 人 Hi < limsup 人 上 一 ann 
f fed -/, fan + f ,le Hldp 
< 2ep{ta, 6)). 


故 (1.1) 成 立 . 
充分 性 . 设 {1.1) 成 立 ， 令 {@ 引 E I[p). 对 给 定 s > 0, 存在 
6 € 到 4.5 > 0, 使 得 jtU) < ee 此 处 


UU=(a—bat+d)UuB -6 b+6). 


+ limsup 
Tp 


令 g 二 jiog. 易 知 存 在 ,92 E Ce 再 路 , 使 得 由 过 生生 多 ,一 四 艾 
了 rr. 我 们 有 


f aa /oem < pn((0, Bl) < | ma /at 


f na < (mt < /om 


je — gd < Ue, 


故 有 iinlla, ]) 下 有 人 fa， 可 )， 即 Hn 全 天 ， 
1.3 定理 ”假定 sup jn( 亚 ") < 00,4(R") < oo .为 要 jn 当 彤 


必须 且 只 需 
im 上 fdpn = 上 fdp, WECeE) (1.2) 
证 明 ”由 于 再 4 上 常 值 函 数 1 属于 G(R), 且 Ce( 瑞 中 < 


Cs( RA), 故 条 忻 的 充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 ， 设 4 当 上 六 对 给 定 
se > 0, 存在 (a, 引 € Z(p), 使 得 4({a,95) < E 由 于 jn((a, 相 ) 一 


-139. 


Rffa ;是 )， 且 pn[ 悍 “") 一 (RM), 故 存 在 no{e), 使 得 Yn > mofej, 有 
haffab)c < ce， 更 设 了 E Co 到 人 用 < 对 < ee 显然 存在 
六 E Ce(Bd), 使 得 f 在 (a,8] 上 等 于 f, 且 |f -fi| < 2M. 由 定理 
1.2 知 ， (1.2) 对 fe 成 立 ， 故 有 


lim sup /ar 一 fsa < limsup |f - feldpn 
+ lim sup / 天 dm 一 / fdpl + / 17 一 天 | 大 
< 4Me, 


这 表明 (1.2) 成 立 . 
下 一 结果 是 Helly 定理 . 
1.4 定理 设 {p) 为 机 4 上 一 列 有 限 Borel 测度 ，sup pn( 瑞 4 < 


oo 则 存在 (in ) 的 一 子 列 (jm.), 使 得 pn, 一 某 六 
证 了 朋 YEE RR’, 令 


Fn(2) = pn((—00, 2)). (1.3) 


任 取 了 ?中 一 可 数 剩 子 集 {z1,22,…}. 由 对 角 线 原理 , 可 选取 (,) 
的 一 子 列 (Fs), 使 得 Ym > 1, lm 性,,(zm) 存在 ， 记 为 G(zmm). 令 


F(x) = inf{G(zm) : zm > x), 


则 F(zm) = Gfzm), m 之 1, 且 玉 为 RI 上 的 右 连 继 增 函数 ,此 
外 ， 容 易 证 明 : 对 下 的 一 切 连 污点 zx, 有 tim Fr (7) = F(z). 令 
上 为 由 下 产生 的 再 上 的 测度 ( 见 第 一 章 685), 则 显然 有 jw 地 上 . 
证 毕 . 

1.5 注 设 (pn) 为 有 R* 上 一 列 概 率 测度 , (下 ) 为 由 (1.3) 定义 的 
局 ?上 的 右 连 续 增 三 数 { 称 为 un 的 分 布 应 数 }. 则 (ym) 淡 收 敛 于 其 
测度 pt 不 一 定 是 概率 测度 ) 等 价 于 相应 的 分 布 函 数 序 列 (五 ,) 弱 
收 得 于 某 一 右 连 续 增 函数 F(F(z) 不 一 定 等 于 p((-o0, zj);(pn》 
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弱 收 化 于 某 概率 测度 上 等 价 于 (所 ,) 全 收 误 于 F( 这 时 三 是 的 分 
布 函 数 )}. 

下 面 的 例子 表明 pn 一 5 不 万 合 下 一 FF 其 中 (7) = 
jn(( 一 00; 22]), F(z) = JH(( 一 00;22]). 令 pn 为 忆 上 负荷 于 {一 +} 的 概 
率 测度 , 则 (jin) 淡 收 数 于 零 测度 六 但 是 有 lim Fn(x) =1,vz€ 了 B 
而 F(x} = 0, Yr eR. : 


习题 
1.6 设 ha 所 岂 且 supf 瑟 人 < oo, 则 YEscCof 瑞 4), 有 


sm / fam= 上 fdxr. 
全 一 Do 有 9 Rs 


这 里 Co( 识 4) 表示 瑟 < 上 在 无 穷 远 处 为 0 的 连续 函数 全 体 . 
1.7 设 各 马 记 他 让 ez 则 对 机 4 上 一 切 连 续 函 数 了 有 


5 b 
lim / fan= | fdn. 
fo 奸 得 


$2 距离 空间 上 有 限 测 度 的 弱 收 敛 


设 多 为 一 距离 空间 [或 可 距离 化 的 拓扑 空间 ),Cb{X) 表示 大 
上 有 界 连 续 函 数 全 体 . 由 定理 1.3 我 们 自然 引进 如 下 的 定义 ; 

2.1 定 流 设 (天 ,站 为 一 距离 空间 ， 上 pl pa 为 B(X) 上 
的 有 限 测度 如果 对 一 切 fe Ce{X), 有 


lim / ya = | fdp, 


则 称 (sw) 勇 收 伍 于 请 记 为 pw 池上 
显然 ， 弱 收敛 的 极限 是 唯一 的 . 此 外 ,下 于 Csl 关 ) 只 与 互 的 
拓扑 有 关 ， 所 以 测度 绊 收 义 概 念 并 不 依赖 于 上 距离 的 选取 ， 
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下 一 引 悍 允许 我 们 将 有 限 测 度 的 弱 收 人 误 归 结 为 概率 测度 的 颈 
收 北 ， 其 证 明 是 不 足 道 的 . 

2.2 引 理 设 (Xp) 为 一 距离 空间 ， pp Ja-… 为 B(X) 上 
的 有 限 测 度 . 令 


Ad _ pn(A) 
则 下 列 二 断言 等 价 : 
(Dim 
(2) P, S$ P, p(X) > p(X). 
2.3 定义 设 文 为 一 拓扑 空间 ，4 为 B(X) 上 一 测度 ，4< 
B(X). 车 p(84) = 0(84 = A\A 为 4 的 边界 ), 则 称 4 为 p- 连 续 


下 一 定理 给 出 了 测度 弱 收 笋 的 若干 九 画 . 

2.4 定理 【pp) 为 一 距离 空间 ， pl 久 ) 表示 大 上 关于 p 一 
致 连续 的 有 界 画 数 全 体 (从 而 有 (XX) C Co(X)). 令 及 PR2 
为 B(X) 上 的 有 限 测 度 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(四 天 学 所 

(2) YF Ee Up(X), lim | fdpn = f fdp; 


(3} Y 闭 集 王 ， lim sup HF) < pF), 且 lim pn(X) = p(X); 

(4 并 集 G, liminf pw,(G) > pO), 且 im pn(X)= pAX). 

(5) 对 任何 yx- 连续 集 4 e B(X), 有 lim Ap(4) = A(4). 

证 {1) 坟 0Q2) 显然 ， 往 证 &] 寺 (3). 假设 2) 成 立 . 设 下 为 闭 
集 , 令 f.(X)=( ) n>, 则 feU(2), 且 扣 4Ie 
故 有 


1 + plz, PF) 


LF) = lim / frd¥ = lim lm |/ 天 dpn > limsup pn(F). 
让 oo n+ oD Ft Cy 


| 


此 外 ， 令 有三 1 得 lim jn(X)= p(X) 故 (3) 成 立 . (3 引导 (4) 显 
然 . {3+(4) 寺 (5) 由 下 式 看 出 ; 
lim sup pn( A) < lim sup jn (DB) < pH) = 1(A) 
< liminf pn( A) < liminf pn(A). 
剩 下 只 需 证 {5) 坟 (1). 设 (四 成立， 令 Eb(X), 纵 定 e>0,， 
选取 N 及 实数 {1 2 Nl 使得 
|fl—-i=a<a < <aNn- <oan= f+1, 


目 司 supifei 一 ii) <e 及 (lf =Q)=0,1<i<N-1. 这 里 
中 天 一 SUB- [ftz)l. 令 B; = {o; 1 < f(r) < Qij,1 一 1,2,.…. NN. 则 
(Bi) 两 两 不 相交 ,， 且 工 ; Bi = X,p(6B;) 二 0,1< i<N. 此 外 ， 对 


一 切 z€X, 有 |f(z) -~ 7 eslos(e)| < e 于 是 


war ft 


N 
< lim Um(X) + AXE limsup | 1/ >》 aslp,d(pn 一 各]| 
Too i=1 


N 
< 2p(X)et >» |ail lim sup jpn (Bi) 一 2(B:)| = 2p(X )e. 


由 于 6 > 0 是 任意 的 ， 故 (1) 成 立 ， 定 理 得 证 . 

从 现在 起 ， 我 们 上 只 讨论 概率 测度 的 弱 收 化 . 

2.5 引 理 设 户 为 距离 空间 (XX,p) 到 另 一 距离 空间 (X,d) 中 前 
映射 ， 令 D(A) 表示 六 的 不 连续 点 全 体 ， 则 D(A) 为 关中 的 Borel 
可 测 集 . 

证 vn,mm>1 邻 


Anm {ze 天: 存在 ze 天 使 pc, 引 < 区 
1 
pr,7) < dh hlz)) > 二} 
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则 Anm 为 天 揭 开 子 集 . 显然 有 D(A) = is, 门 ,Arm 填 D(4) 为 
大 中 的 Borel 可 测 集 . 加 

2.6 定义 设 ( 开 ,p) 为 一 距离 空间 ，P 为 B(X) 上 一 概率 济 
度 ， 点 为 {X,p) 到 另 一 距离 空间 (六 可 的 观 射 . 如 果 PLD{h)) = 0， 
则 称 产 为 P- 连续 的 ， 

2.7 命题 设 (XX,p) 及 (Y,q) 为 两 个 距离 空间 ， 书 瑟 , 瑟 ,…: 
为 好 (和 ) 上 的 概率 测度 ， 衣 为 天 到 站 中 的 Borel 可 测 映 射 .。 如 果 
访 导 PP 且 上 为 P- 连续 的 则 有 Ph-! Ph-!. 这 里 Ph-1 为 
由 在 (Y,B(Y)) 上 导出 的 概率 测度 . 

证 设 互 为 了 中 的 闭 集 ， 则 有 


h-iF)} CC DR UR HFY). (2.1) 
于 是 由 假定 PLD = 0 知 PILE = P(h~ 1(F))， 再 由 假定 
PP, 一 已 及 定理 2.4 知 : 
limsupP,.h (FF) = limsup Ph 1!(F)) 
< limsup P(hT TF)) < PATAE)) 
= P(Ah (FY = Ph 1(F). 
这 表明 Ph 一 Ph-!( 见 定理 2.4). 证 毕 . 
下 一 俞 题 是 上 一 命题 的 重要 推论 ， 它 使 我 们 对 测度 的 弱 收 全 
有 了 更 进一步 的 认识 . 
2.8 命题 设 { 基 ,有 为 一 距离 空间 ， 书 五 ,下 … 为 B(X})} 上 


的 概率 测度 .车 玉 一 P, 则 对 一 切 P- 连续 的 有 界 Borel 可 测 实 
值 隔 数 f, 有 


im / faP, = / faP. 
证 设 上 为 世上 的 有 界 Borel 可 测 函 数 ， 则 存在 a > 0， 


使 | 用 < a, 于 是 了 为 (X,B(X)) 到 ([-a,q],8([-a,q])) 中 的 可 
测 上 映射 .假定 了 为 已 连续， 则 由 命题 2.7,Pf-: 一 Pf-!1. 令 
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g(t) = 而 t El-a,q), 则 9 为 [eq] 上 的 有 界 连续 函数 故 由 肛 收 
和 化 定 义 知 


om f sdlps1 = | gd(Pf-D). 
因此 ， 由 第 三 章 习 题 1.15 知 (注意 gof = 月 


im / fdP, = / faP. 
习题 


2.9 证 明 命题 2.7 的 如 下 推广 ， 设 (六, p} 及 (Yo 为 两 个 距 
离 空间 ， 了 忆 瑟 ,已 ,… 为 B(X) 上 的 概率 测度 ， 且 只 . 马 P. 又 设 
hhi,ha,-… 为 苇 到 YY 中 的 Borel 可 测 肌 射 ， 如 果 存 在 邯 中 的 
Borel 可 油 集 号 Bi,B,,.……, 使 得 

{1) PIB°) = 0， Pl(B)=0,n= 1,2,.- 

(2) zn E Bn, TE B,Pplrn, 2) 0 = jz 一 hlr), 

则 已 ,ji 马 Ph-1. 

2.10 证 明 (2.1) 式 . 

2.11 设 ( 苹 ,p) 为 距离 空间 ， 4 为 区 的 一 子 案 ， 瑟 为 总 (大 ) 
上 的 一 概率 测度 ， 则 为 要 4 为 P- 连续 ， 必 须 且 只 需 4 的 示 性 郑 
数 I4 为 P- 连续 函数 . 


§3 胎 紧 与 Prohorov 定理 


在 本 节 中 , 我们 恒 假 定 (XY, p) 为 可 分 距 亢 空间， 我 们 用 PP( 芭 ) 
表示 6(E) 上 概率 测度 全 体 ， 这 时 , 我 们 可 以 在 了 P(X) 上 引入 距离 
d, 使 得 按 原 离 d 收 和 化 等 价 于 上 一 节 定 义 的 副 度 弱 收 黎 ， 本 节 的 主 
要 任务 在 于 给 出 (P(X),d) 中 相对 紧 集 的 一 个 刻画 . 

3.1 命题 ”在 也 (X) 上 可 以 引入 滤 离 d, 使 得 PB 对 Pe 
d(P,, P) =— 0. 

证 ”由 于 (XX,p) 是 可 分 诈 离 空间 ， 由 Tychonoff 嵌入 定理 ， 
天 与 一 紧 距 离 空间 (有 po) 的 某 一 子 空间 同 腻 ,我 们 不 妨 设 天 为 
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PP er re 


该 子 空间 ， 于 是 距离 m 限于 厌 与 p 等 价 . 令 充 为 大 在 (也 ] 
中 的 闭 包 ， 则 { 王 ,p1') 为 紧 空 间 ， 且 为 可 分 的 ， 从 而 C( 玉 ) 为 可 分 
Banach 空间 ( 见 第 五 章 习 题 4.5). 这 里 C{ 下 ) 表示 京 上 连续 函数 
全 体 ( 贰 有 界 连续 函数 全 体 )， 另 一 方面 ， 令 zl (X) 表示 XX 上 按 
距离 pm 一 致 连续 有 界 函 数 全 体 ， 则 易 知 。 f & My(X), 当 且 仅 当 
存在 Fe C(X), 使 为 了 在 XX 上 的 限制 这 时 还 有 = | 
因此 ，Uy(X) 与 C(X) 同 构 ， 从 而 Up(X) 可 分 . 令 {及 ,及 ,…】} 
为 Mw(X) 可 数 笛子 集 、 对 PQ e P(X), 令 


aP,@) = 504| | faP- | fsa0)), 


1==1 


则 为 P(X)} 上 的 距离 ,， 且 由 定理 2.4 知 dl(Pn,P)j 一 0 名 忆 , 地 P. 
诞 毕 . 

3.2 注 车子 为 一 波兰 空间 ， 则 可 证 明 P(XX) 按 测度 弱 收 合 
拓扑 也 是 波兰 空间 .由 于 下 面 不 需要 这 一 结果 ， 我 们 不 在 这 里 给 
出 它 的 证 明 . 

设 入 沟 记 (下) 的 一 子 集 ， 称 A 为 相对 紧 的 , 如 果 A 的 闭 包 六 
为 PP{) 中 的 紧 集 下面 我 们 将 给 出 P(X) 中 相对 紧 集 的 刻画 ， 
为 此 ， 先 引进 胎 紧 的 概念 . 

3.3 定 灾 设 入 为 关 [ 区 ) 的 一 子 集 ， 如 果 对 任 给 e > 0, 存在 
蕊 的 一 紧 子 集 KK, 使 得 inf{P(K) :Pen}>1~e, 则 称 入 为 胎 紧 
的 (tight). 

3.4 定理 (ProhoroY 定理 ) 设 人 入 CC P(X). 

{1) 车 A 是 胎 紧 的， 则 A 在 P(X) 中 是 相对 紧 的 ; 

”(2) 着 瑟 是 波兰 空间 ， 则 A 的 相对 紧 性 蕴含 A 的 胎 紧 性 . 

证 {1) 首先 ， 将 苇 嵌入 到 一 紧 距 离 空间 (Yo 中 ， 并 令 天 
为 天 在 (和 的 中 的 闭 包 ( 见 命题 3.1 的 证 明 ), 则 { 汪 ,p) 为 紧 空 
间 . 现 设 入 为 胎 紧 的 ， 令 ( 瑟 ) 为 A 中 的 一 序列 ， 要 证 存在 子 列 
(Pr), 使 P, 号 某 已 (这 等 价 于 A 的 相对 紧 性 ， 因 为 了 P(X) 是 可 
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分 中 高 空间 ). 对 4 E B(X), 令 


Qn{A) = P(ANMX), 
则 易 知 Q。 为 ( 卫 , 8{ 卫 )) 上 的 测度 (注意 B(X) = 革 mB(X)). 设 
{用 ; 户 ,…-} 为 CCZ) 的 一 可 数 笛子 集 . 我 们 不 妨 设 有 (7) = 1,Yz E 


成 用 对 角 线 法 列 ， 可 选取 (9u。) 的 子 列 (Qn,), 使 得 对 每 个 了 = 
1 2 1 下 述 极限 存在 且 有 穿 : 


lim, | faQm, = i (3.1) 


1 可 唯一 扩张 成 为 C( 廊 ) 上 的 一 正 线 性 泛 沙 由 于 !(1) = 1, 故 由 
Riesz 表现 定理 ， 存 在 Q@ < P(X), 使 对 一 切 了 EC 人) 有 8{f) = 
站 于 是 由 (3.1) 不 难看 出 ， Qa 局 久 . 下 面 我 们 将 证 明 ， 存在 
PeI(X), 使 P,P. 

由 于 假定 A 是 胎 紧 的 ， 故 对 每 个 mm = 1,2,…, 存在 头 的 紧 子 
集 KK%( 从 而 也 是 环 的 紧 子 集 ), 使 得 PP (Km) > 1 一 去 ,二 1,2,.…， 
显然 有 Qn (Km) 一 Pn, (Kmn), 于 是 有 (注意 Qn, 忆 2) 


设 Xo= Um Km, 则 Q(Xo)=1. 令 
P(A) = Q(AN Xo), AE B(X), 


则 PE P(X), 且 P(X0) =1. 设 正 为 X 中 的 闭 集 ， 则 存在 天 中 
的 闭 集 4, 使 P= AmX, 于 是 我 们 有 


P(F)= P(ANX)= PLAN X0) = QANX0) = QA) 
> limsup Qn(A) = limsup Fn, lA NX)= lim sup Po (F). 
下 一 一 6 一 om 
故 由 定理 2.4 知 ， PP 已 P.{1) 得 证 . 
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(2) 不 妨 设 (X,p) 本 身 是 完备 的 . 设 A 是 P(X) 中 的 相对 紧 
集 . 对 性 给 5 > c, 因 计 是 可 和 分 的 ， 故 存在 可 数 多 个 直径 为 5 的 开 
球 4 423，…… ,使 得 Ui2i4i = 天. 令 Bn = 夺 c。 4, 则 Ye >0, 存 
在 nn, 使 得 inf{P(B,) : PeA} 之 1 一 e. 因为 如 若 不 热 ， 对 每 个 nm， 
存在 EA, 使 (Bs) < 1-e. 由 于 ({ 叫 ) 的 相对 紧 性 ， 存 在 子 
列 (Ph 使 书 。 一 已 ,这 时 有 {注意 B。 为 开 集 ， 且 B, 十 XX) 


P(B < liminf Pa, (B,) < liminf P, (Bn )<1—e. 
让 eb es 


由 上 式 得 P(X) < 1 一 6, 这 不 可 能 .由 上 所 证 ， 给 定 es > 0, 对 每 
个 上 = 1,2,…, 存在 有 限 多 个 直径 为 1/k 的 开 球 4k1 ,4xkna， 
使 得 inf{ POU An) : P EA} > 1 一 ef2*， 如 果 令 天 为 全 有 界 
集 门 这 1 LAs 的 闭 包 ， 则 天 为 紧 集 ( 因 (XX,p) 是 完备 的 ), 且 
有 inf{P(K):PenA}>1-e. 恢 定 闵 ，A\ 是 胎 紧 的 (2) 得 证 . 


习题 . 
3.5 设 (Po C PIX). 车 (局 ) 为 相对 紧 的 , 旦 只 有 唯一 的 极限 
点 PP, 则 PP 号 忆 . 


$4 波兰 空间 上 概率 测度 的 弱 收 敛 


设 (人 O, 开 ,PP) 为 一 概率 空间 ， (5, p) 为 一 可 分 距离 空间 ， 介 到 
5 中 的 Borel 可 测 映 射 称 为 5- 值 随机 元 . 对 随机 元 关 , 令 


H(A)= P(X™ (A), AEB(S), 


则 为 (5,8(5)) 上 的 概率 测度 ， 称 为 让 的 分 布 , 记 为 L(X). 
4.1 定义 设 (5%,Fn,)n>1 为 一 列 概率 空间 ， (只 , 下, 已) 为 
一 概率 空间 ， Xn 及 三 分 别 为 (Rn 天,P 及 (天 已 上 的 池 值 
随机 元 ， 其 分 布 分 别 为 pw 及 4. 如 果品 二 十 则 称 (XX,) 依 分 布 收 
煞 于 X, 记 为 X。 己基 . 
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设 及 大 都 是 定 尽 于 同一 概率 空间 (2, 下 ,PP) 上 的 5 值 随 
机 元 . 如 果 p(Xs, 三 ) 冯 0 则 称 (Xn) as. 收 艇 于 三 , 记 为 于。 地 夸 ; 
如 果 p( Er;X) -全 0 则 称 (XX) 依 概 率 收 化 于 XX, 记 为 Xn 地基 

显然 Xn 下 光 坟 和 与 天 下 一 命题 表明 XX 马 廊 沪 X, 己 


已. 
”4.23 命题 设 (XEn) 及 工 为 (8 大,P) 上 的 5- 值 随机 元 ,如果 
Xn 人 于 刚 对 任何 了 7Ee Co(9) 有 limsyoo | 了 (Xn) 一 了 (X)| =0. 特 
别 有 XX, 己 芭 . ~ 

证 明 ”由 第 二 章 定 理 3.4 及 3.5 知 ， Xi 马 多, 当 且 仅 当 对 
(Xn) 的 任 一 子 列 (Xn') 存在 其 子 列 (Xni), 使 关 n， 续 X， 于 是 
XX 马 区 蕴含 FT 号 F(X), YF ECefS). 又 由 于 卫 有 界 ， 故 有 
lm yeo |f(Xn) 一 AX) = 0. 特别 , 令 pw 及 记分 别 为 革 。 及 站 的 
分 布 ， 则 有 


Hn(f) = PIF(Xn)) 一 P{fA(X)) 一 pf) 


这 表明 jw 马 pp, 即 Nh 雪 XX. 证 毕 ， 

下 一 定理 是 Skorohod 事 现 定理 . 它 表 明 诈 兰 空间 中 的 概率 
测度 的 弱 收 敏 可 以 表现 为 随机 元 序列 的 a.s. 收 竹 ， 

4.3 定理 设 5 为 一 波兰 空间 ， (unjn>o 为 (3, 如 ) 上 的 一 列 
概率 测度 ， 如 果 mn 号 po, 则 存在 一 概率 空间 (R, ,了 ) 及 其 上 的 
一 列 随 机 元 (Xn)w>o, 使 得 mm 为 XX 的 分 布 ， 且 XX ~ Xo. 

证 明 令 p 为 5 上 一 距离 ,使 得 5S 为 一 可 分 完备 臣 高 空间 . 

9Q 二 [0,1], 天 = Bi), 并 以 己 表 示 io,1] 上 的 Lebesgue 测度 . 
首先 ， 对 5 作 如 下 划分 : . 


$= 95 Si n= YB. oT k 之 1, 


使 得 jp,(355.…,1)=0, nn 之 0, 且 
suplplz, #) : TY EE Dis, i } < 2 ， 天 之 工 . 
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由 于 3 可 分 ， 这 样 的 划分 存在 【例如 可 用 中 心 在 3 的 可 列 竺 密集 
上 半径 小 于 2 一 1 的 pr- 连续 球 出 发 来 划分 ). 其 次 ,对 [0,1] 作 如 
下 划分 : 


[0, 1] 一 > 人 全 ， A 一 », An) Mj? 


i=1 
A™ |= pn(Si.i) KR> 1,n>0 
| 1 | Hn{ 1) 之 1， 


其 中 |A| 表示 区 间 A 的 长 度 ， At ， 按 词典 编 序 法 则 排列 . 
我 们 定义 只 上 的 S- 值 随机 元 KK 如 下 ， 


~ (Cr) 
Xx | 5 
艺 ， 若 w E AP mgo 二 名 . 


入 1 


其 中 z 是 3 中 取 定 的 一 点 ，za iu 是 Si 的 内 部 当中 的 一 
点 . 由 于 wainto EB.ioys Ca 而 PC (2 (wo)< 
2 下, Yp 之 1. 由 5 的 完备 性 ， 存 在 5S- 值 随机 元 苹 , 使 


iim XL = Xr) ww EN n>0. 
往 证 及 mn 他 Xo. ve > 0, 了 到头 使 Dk 一 ef2. 设 ww 去 (aio 2)°. 由 于 
[A | 一 = nSi-. 各 ) 下 HolSs,.. ) 一 一 al. NF 了 之 站 


且 由 Am . 


Rik 


的 排列 方法 ， 存 在 ns 使 当 n> ng 时 we Ai, 及 


KEV) = Ti Yn>0, 


p(Xns Xo) < p(Xn, XO) + (XIN, XO ) + p(X Xo) 
<2.2 < 6 


于 是 在 作 Ui .6 (A )* 上 一 和 即 有 Xn Xo. 
站 一 1】 
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最 后 证 L{Xn} = Hn: 令 C= {Di i 之 i,1 < 2 < 天 ,天 之 1}, 
则 CC 为"- 类 ， 二 
PXT € S855) = 1A | = pn(Si.6), Wp> 1 


2 


PlXn, Si .i ) 一 全 
于 是 ZX5) 和 An 在 C 上 一 致 . 从 而 由 单调 类 定理 知 LOX,}) 一 pw. 


习题 

4.4 设 于 nn 为 (nr 已 ) 上 的 5- 值 随机 元 ，& € 3， 则 
Xn a 与 

45 设 六 。 及 荆 基 (wr, 玉 ) 上 的 5- 和 值 随 机 元 ， 斑 为 
(9, 开 ,P) 上 的 随机 元 . 如 果 Ye > 0, 有 lim Pn(p(Xn, Yi) > 6) =0, 
则 天 和 与 大 < 玉生 大， 

4.6 设 5 为 一 波兰 空间 ， (jm) 及 为 (5S,8(5)) 上 的 概率 
测度 ， 且 jn 地. 令 (大 ) 为 一 与 ([0,1],8{10,1]) 可 测 同 构 的 调 
空间 ， PP 为 (0, 了 下) 上 的 一 概率 测度 ， 假定 Yo e ffu e 下 , 且 
PU == 0, 则 存在 (台大 ,P) 上 的 5- 值 随机 元 序列 (Xs) 及 随机 
元 XX, 使 得 yr 及 分 别 为 Xn 及 大 的 分 布 且 Xn 全. 


$5 局 部 紧 Hausdorf 空间 上 Radon 测度 的 淡 收 敛 


由 定理 1.2 我 人 科 自 然 引 进 如 下 的 定义 ， 
5,1 定义 设 如 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， Hy Hl Hl1* 为 
B(X) 上 的 Radon 测度 ， 如 果 对 一 切 了 es Ce{X), 有 


in / Fa = / Fa 


则 称 (pn) 淡 收 敏 于 p, 记 为 pr 全 (我们 将 英文 “wague conver- 
gence” 译 为 痰 收 敏 ). 
由 Riesz 表现 定理 知 ， 淡 收 伍 的 极限 是 唯一 的 . 
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与 ,之 命题 向 六 汐 一 局 部 紫 Hansdorff 空间 ， Hl HH21 为 
B( 玉 ) 上 的 Radon 测度 ， 如 果 对 一 切 了 E Ce(X), 下 述 极限 存在 且 
有 鹤 ; 


im ram = 10) (1) 


则 存在 B(X) 上 瞧 一 的 Rodon 测度 请 使 得 pr 地 

证 1 为 Cef(X) 上 的 正 线 性 泛 画 ， 才 由 Riesz 表现 定理 ， 存 在 

唯一 的 Radon 测度 站 使 we ce(X) 有 二 站 = 所 万 . 鼓 由 (4.1) 知 
Sp. / 

5.3 引 理 ” 设 芒 为 一 具 可 数 茜 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 上 只 
为 好 (大 ) 上 一 Radon 测度 ， 则 对 任 一 紧 集 KK, 存在 一 包含 关 的 挛 
连续 紧 集 . 

证 ”由 第 五 章 习 题 1.38 知 ， 存 在 一 询 紧 集 (Kw), 使 Kn CC 
Run > 1 且 久 二 UU。 Kn. 于 是 存在 某 个 使 KC Kn. 令 p 
为 天 上 与 拓扑 相 容 的 距离 ( 见 第 五 章 习 题 1.40), 则 存在 5> 0, 使 
{2 : Pr 天) < K,. 人 及 =f:plz 下 ) Et 则 BF = {zr: 
pl(z, KE) =. 由 于 3mNOF, = tA3, BaF:c K,,0 <t<t 
故 存在 某 如 E (0,5), 使 ABR) = 0( 注 意 p(Ka) = p(Kw) < oo)， 
于 是 i 为 包含 玉 的 pr 连续 聚集 .证 毕 . 

5.4 定理 设 久 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，j,jn, Ha,"… 为 
B(X) 上 的 Radon 测度 . 考虑 下 列 命题 ， 

(Dns 

(2) 对 一 切 紧 集 天 ,有 lim sup pn (K) < p(K), 对 一 声 相 对 紧 开 
集 G, 有 HG) < lim inf pn (OG); 

(3) 对 一 切 p- 连续 相对 紧 Borel 集 B, 有 lim pn(B) = p(B). 
则 有 0)=3({2)=>(3). 车 苇 具 可 数 基 ， 则 上 述 三 命题 等 价 - 

证 (1)= 坟 (2). 设 jm 地 pK 为 紧 集 ， 对 任 给 6 > 小 由 六 的 正 
则 性 ， 存 在 开 集 避 > 天 ,使 ALD) < p(K) +e 于 是 由 第 五 章 合 是 
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1.20(2), 存在 je Ce(X), 使 得 下 < < i 因此 我 们 有 


lim eup pn(K) < lim panlf)} S PAU) < AK)+ Ee. 


由 于 < 是 任意 的 ， 故 有 limsup pn(K) < MK). 现 设 G 为 相对 紧 
开 集 . 对 任 给 < > 0, 存在 紧 集 天 C G, 使 jp(G) < A(K) +e 取 
fe Ce(X), 使 Ix < f < I6, 则 有 


liminf pn(G) > lim pan(f) = pF) > pKE)> MAG) -Ee 


由 于 6>10 是 酝 意 的 ， 故 有 lim inf pn(G) > MG). 
[3) 一 (3) 由 下 式 看 出 (注意 瑟 为 紧 集 ， 吾 为 相对 紧 开 集 ): 


— 总 
lim sup pn( B) < lim eup pn(B) < p(B) = p(B) 
Tt oy fo 


Dm | 
< lim inf pn(B) < lim inf pn(B). 


现在 假定 羡 为 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 . 为 证 (1),(2) 
及 (3 引 等 价 ， 只 需 证 (3) 坟 (1). 设 (3) 成 立 ， 令 fe Ce(X), 由 引 理 
5.3, 存在 jp- 连续 紧 集 C, 使 CC 2supp{( 月 . 令 


va(B)= pn(BNOC), v(B)= p(BNO), 


则 对 性 何 v- 连续 集 昌 , 易 知 BNC 为 p- 连续 集 (注意 HBNC) = 
BNGBNC CBNOBNGC Cc (8BUBC) NGC = (8B8 NO) ue), 
从 而 由 (3) 知 


im un{(B) = ,Jim It(BNC) = nu(BNOC) =v(B). 


但 藉 为 可 距离 化 空间 , 帮 由 命题 2.4 短 wn 号 v, 由 于 supp(/) CC， 
因此 有 
im pm(f) = lim vn(f) =v(f) = HA 
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a re 


由 于 fj € Cef 瑟 ) 是 任意 的 ， 故 六 定 义 有 pn 二 &. 证 毕 . 

下 一 命题 用 呢 收 敦 来 刻画 淡 收 敦 . 

5.5 命题 设 蕊 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hauasdorf 空间 ， 
HUH21' 为 好 全 ) 上 的 Radon 测度 . 令 (Ge) 为 一 列 相 对 紧 开 集 ， 
使 ChkfT 二 【Cex)] 的 存在 性 见 第 五 章 习 题 1.38.) 任 取 大 & CL(X)， 
使 Je 么 灰 三 1 { 见 第 五 章 命题 1.20(2)). 令 vn = 入 .pnm, 则 下 列 
二 断言 等 价 : 

(1) pn 全 某 总 

(2) YR pn 一 革 检 ,nr -+ o0. 

此 外 ， 这 时 有 vk = 大 已. 

证 (一 加) 显然 . 往 证 人) 一 (1) 设 2) 成立, 令 fe COX)， 
则 由 于 supp( 访 为 紧 集 ， 故 存在 某 ko, 使 supp(f) C Gio, 从 而 有 
了 fio = 三 了 . 因此 ， 下 述 极 限 存 在 且 有 穷 : 


im pn(f) = Hm pnlf fio) = lim veo,ntlf), 


故 由 命题 5.2 知 ， (pn) 普 收 笋 于 某 Radon 测度 4. 命题 最 后 一 浙 
言 显 热 . 证 毕 ， 

作为 命题 5.5 的 一 个 重要 推论 ， 我 们 得 到 一 族 Radon 测度 关 
于 淡 收 敛 拓 扑 为 相对 紧 的 准则 ， 

5.6 定理 设 蕊 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 ， 于 
为 BE) 上 的 一 族 Radon 测度 ， 则 为 要 MY 关于 淡 收 敏 拓 扑 为 可 
对 紧 的 ( 即 凡 中 的 尾 一 序列 有 淡 收 误 子 列 ), 必须 且 只 需 对 任何 紧 
些 所, 有 supsem AH(K) < oo， 

证 ”由 定理 5.4 知 ， 条 件 的 必要 宪 显 热 . 现 证 充分 性 . 设 对 
任何 紧 集 五 , 有 suppemr KR(K) < oo. 令 {Gk) 为 一 列 相对 紧 开 集 ， 
Gx 十 无 (f) C Ce(X), 使 To, 三 Lk>1. 对 pE JM, 令 
Bx 二 所-& 则 对 每 个 上 及 pe M,N 在 紧 集 supp(f) 的 余 集 上 为 
0. 又 由 于 supyem aa 人) < oo, 故 由 Prohorov 定理 (定理 3.4) 易 
知 ， 每 个 Mx = {Vk : 4 € M} 按 弱 收 全 拓扑 是 相对 紧 的 (参见 引 
理 2.2). 现 设 (jw) 为 好 中 的 一 序列 ， 则 用 对 角 线 法 则 ， 可 选 (jn) 
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的 一 子 列 (jmj), 使 得 Yk > 1, 所 -jn 二 车 了 一 co， 故 由 命 昕 
5.5 知 jn, 全 某 &. 这 表明 JM 按 谈 收 伍 相对 紧 ， 证 毕 . 
为 了 进一步 研究 Radon 测度 的 淡 收 人 诈 ， 我 们 需要 下 述 引 理 . 
5.7 引 理 设 半 为 一 具 可 数 茜 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 , 令 B 
为 一 紧 集 { 相应 地 ， 开 集 ). 则 存在 紧 集 (相应 地 ， 相 对 紧 开 集 )B,， 
及 所 E Cc( 开 ),n > 1, 使 得 


Is < fn < le, 4 Te( 相 应 地 ,Ip 之 fn 之 Tp. ?1B). 

证 ”由 第 五 章 习 题 1.38, 存在 相对 紧 开 集 序 列 (Gn,n 之 1), 使 
GnfT+X. 设 呈 为 昆 集 ， 则 存在 某 no, 使 互 C Go. 任 取 天 上 与 拓 
扑 相 容 的 距离 p, 令 

Be = {fz :p(z,B) < ¢), 
则 当 > 0 是 够 小 有 BCG. 记 B= B*,n>>1, 令 
fn(z) =1— = (p(s, B) A =) 


则 ECe(X), Te < << ITs, 4 1s. 对 相对 紧 开 集 B, 类 似 开 证 引 
理 绪论 . 对 一 般 开 集 B, 可 考虑 相对 紧 开 集 G,. 我 们 将 证 明 乡 节 
留 给 读者 . 

下 一 定理 表明 ， 淡 收敛 拓扑 是 可 以 距离 化 的 . 

5.8 定理 设计 为 一 具 可 数 基 的 局 部 景 Hausdorff 空间 ,， 令 驴 
表示 B( 革 ) 上 Radon 测 麻 全体 ， 则 丸 技 痰 收 化 拓扑 为 波兰 空间 . 

证 设 C 为 蔷 的 可 数 基 ， 不 妨 设 CC 对 有 限 并 于 ， 且 C 中 
的 元 为 相对 紧 的 ， 由 引 理 5.7, 对 CE C0, 存在 gr E Ce(X), 使 
0 < ge 由 于 上 中 元 素 是 可 数 的 ， 我 们 可 以 把 相应 于 所 有 
C EC 的 序列 (gm) 合并 排列 为 户 , 户 ……, 则 Radon 测度 上 显然 由 
{( 疡 ) 天 三 1 2 唯一 决定 ， 因 后 者 决定 了 站 在 上 上 的 值 . 

由 定理 5.6 容易 证 明 : pn 全 某 4 当 且 仅 当 对 一 切 之 
1, pa 大 ) 收 伍 于 革 实 数 cx. 于 是 若 令 


dsp) = 2 1 — exp{—|4(fx) 一 ze 关中] ;J ER， 
=1 
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EC Eh embed ———— 一 一 一 一 … 


则 @ 为 灾 上 的 距离 ， 且 各 号 天 从 dm 问 一 0. 此 外 ， 容 易 验证 
(入 ,d] 为 可 分 完备 基 离 空间 .证 毕 . 


习题 

5.9 补足 引 理 5.7 莫 定 理 5.8 的 证 明细 节 . 

5.10 设 天 为 一 具 可 数 基 局 部 紧 Hausdorff 空间， pp, pa2，…… 
为 B(X) 上 的 Radon 测度 ， 且 ps 局 p. 出 对 尾 何 有 紧 支 撑 的 p- 
连续 有 界 Borel 可 测 函 数 f, 有 jn(f) 一 4). (提示 : 利用 命题 5.5 
及 命题 2.8.) 

5.11 设 瑟 为 一 上 其 可 数 基 局 部 肾 Hausdorff 空间 , jp, p012;*…， 
为 B( 开 ) 上 的 有 限 测度 {从 而 为 Radon 测度 ), 则 下 列 断 言 等 价 : 

(1) pn 全 下 

(2) pn ,pn (XX) p(X); 

(3) pn 全 p, inf{lim sup jm(K*) : 尺 为 紧 集 } 一 0、 
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第 七 章 概率 论 基础 选 讲 


由 于 本 书 不 是 一 部 概率 论 教材 ， 我 们 不 打算 系统 介绍 概率 论 
的 内 容 . 本 章 眷 重 介绍 与 测度 论 有 关 的 一 些 重要 概率 论 基础 问题 . 


§1 事件 和 随机 变量 的 独立 性 


设 (@, 大 , P) 为 一 概率 空间 . 在 概率 论 中 ， 我 们 称 下 中 的 元 为 
(随机 ) 事件 , 称 9 为 必然 事件 ,9 上 的 大 可 测 函 数 称 为 随机 变量 - 


设 € 为 一 随机 变量 , 若 上 关于 卫 的 积分 存在 ， 虽 称 积分 上 EdP 为 


“的 数学 期 诠 , 记 为 5 的 . 概率 为 1 成 立 的 性 质 称 为 几乎 必然 成 


立 ， 简 称 为 as. 成 立 . 
束 忻 的 独立 性 概念 是 概率 论 的 最 重要 的 概念 之 一 . 
1.1 定 兴 设 4, 忆 为 二 事件 ， 称 4 与 号 独立 , 是 指 
P(ANB) = P(4JP(B). 


更 一 般 地 ， 设 .4142 ;nn 为 事件 ， 称 (A1, Ay,::: ;An) 相互 独 
好 ， 是 指 对 任何 各 和 mn 及 1< 避 < 下 < < 各 么 和 有 


2( 门 Ax;) 一 本 PlAr,). 
j=1 j=1 
注意 ， (A1, 42,… ,Aw) 两 两 独立 不 冀 含 它们 相互 独立 . 

1.2 定义 设 D= {At,t€T} 为 一 族 事 件 ， 如 果 对 工 的 任何 
非 空 子 有 限 子 集 5, 有 P( 门 es 4,) = 开 ,<s P(A4s), 则 称 DD 中 事件 
相互 独立 . 设 {Ce,t € T} 为 一 族 事件 ， 如 果 从 每 个 事件 类 上 中 任 
取 一 事件 4;, {44,t eT} 中 事件 相互 独立 ， 则 称 {Ci,t EI} 为 独 
立 (事件 ) 类 . 设 {6,t Ee 工 } 为 一 族 随 机 变量 . 若 {o(&4),t ET} 为 
独立 事件 类 ， 则 称 {£4,t ET]} 相 互 独立 . 


" 7 


1.3 定理 (独立 类 的 扩张 ) 设 {este 全 } 为 一 独立 事件 类 ， 如 
果 每 个 CG 为 5- 类 ， 则 {olCt),t ET} 为 独立 事件 类 ， 

证 ”不妨 设 9 属于 每 个 Ci( 因 为 添加 必然 事件 2 不 影响 独立 
性 ). 设 n>2,5 ={s1… ,sn} 为 工 的 有 限 子 集 ， 令 


D= {4eF: plan 门 四 = P(4). TI P(G;), 


j=2 j=2 
VC 元 Cs; 2 2}, 


则 易 见 好 2 Co 且 卫 为 入 类 , 故 由 单调 定理 知 卫 2 olCs,). 这 表明 
{o(Cs,), Ca, “7 Cj 为 独立 事件 类 . 依 此 类推 ， {o{Ca,),o (Cas), a 
olCs,)} 为 独立 事件 类 . 由 于 3 为 了 的 任意 非 空 有 限 子 集 ， 故 
{cfca,te 2] 为 独立 事件 类 ， 证 毕 . 

下 一 命题 给 出 了 随机 变 香 相互 独立 性 的 判别 准则 . 

1.4 命题 设 {5&1,t ee 了 了] 为 一 族 随机 变量 ， 到 为 要 它们 相 
互 独立 ， 上 必须 且 只 需 对 了 的 任 一 有 限 子 集 3 = {51,… ,sn), 及 
zi ;Zn 扎 陪 ,有 


Plé,, < 灾 13 了 < zn) 一 TIP, 忆 si). 
j=1 
证 令 Cs 一 {été < 于] ,二 E ER},t 三 1, 则 Cr 为 可- 类 ， 于 是 由 定 
理 1.3 立刻 推 得 命题 的 结论 ， 
下 一 定理 称 为 Borel-Cantelli 引 理 , 它 在 概率 论 中 非常 有 用 . 
1.5 定理 设 {4.m>1j 为 一 列 事件 . 
(1D) 若 2 PlAn) < oo, 则 已 (4， ,io.) 一 0; 
(2) 反之 ， 车 {4。m > 1} 为 相互 独立 ， 则 PLA.,i.o.)-0 昔 含 


3 PlA,)} < ea- 


人 二 


这 里 {4n,i.o.} 表示 {4nm > 1} 中 有 无 穷 多 个 事件 发 生 (i.o. 
是 infinitely often 的 缩写 ), 即 有 {4。,io.}= 全 U4 


:5 名 ， 


证 (人 设 六 P(An) < oo, 由 于 是 >1Lfhauiolc U 4n, 
性 三 1 内 一 此 
从 而 


PlAn,io.) < P{ U An) 苹 > PlAn) — 0, k — o0. 
n= 茹 二 是 . 
(1) 得 证 . 
(2) 设 {4n,n > 1} 相互 独立 ， 很 定 2 P(An) = ce, 则 对 任何 
mm 祖上 有 (注意 ! 1 一 ze YO<z<1) 


1—P([) 45) = P(N 4n)) = P(N 和 4) 
后 一 起 


各 二 让 nn 二 上 


= [LP(4;) = 上 [La - Pi) 


711 二 由 亿 一 中 


< exp{— > P(An)}. 


也 一 居 


o<1- PU 4 =1— lm P(U An) 


作 二 下 所 一 虎 
< lm exp{— 5 P(An)} =0, 
镍 一 此 
从 而 有 
P(A,, io.) = P(N U An) = P( lim A,) =1. 
k= 二] n= 二 
这 反 证 了 (2). 证 毕 . 
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1.6 系 (Borel 0-1 律 ) 设 {45,n 之 1} 为 相互 独立 事件 ， 则 
依 于 P(AW)<o0 或 = mw 而 有 P(A,i.o.)=0 或 1. 


下 一 引 理 是 Borel-Cantelli 引 理 的 一 个 简单 应 用 ， 

1.7 引 理 设 (&) 为 一 列 非 负 实 值 随机 变量 ， 则 存在 一 正 实 
数 序列 (cn), 合 得 了 cntn < oo,a.e.. 

证 ” 取 一 正 实数 列 (an), 使 得 3 Plén > an < 0. 由 
Borel-Cantelli 引 理 ， limsup,. PE > on) 二 0， 这 表明 ， 对 几 
乎 所 有 心 存在 整数 NWN(w), 使 得 当 m > N(w) 时 ， 有 (ww) < ar- 
令 cn = (2"0n)!, 则 2) enén < coyae.. 

1.8 定义 设 1&4,n 之 1} 为 一 列 随机 变量 ， 令 


D= (站 oilé;,7 > nj}, 
二 1 

称 卫 为 {n,n 之 1} 的 恬 o- 代数 ,D 中 的 元 素 称 为 {56%,n> 1 的 
尾 事 件 . 

下 一 定理 通常 称 为 Kolmogrov 0-1 樟 . 

1.9 定理 独立 随机 变量 序列 的 尾 事 件 的 概率 为 0 或 1 

证 设 {n> 1} 为 独立 葡 机 变量 序列 . 对 任何 nn 之 1, 由 定 
理 1.3 知 ， ol(Xj,1 入 了 六 n) 与 加 (基于 > n) 独立 ， 从 而 zt 1 < 
j <nn) 与 D 独立 (D 是 尾 o- 代数 ). 令 A= U clés1<j<m), 则 
所 与 DD 独立. 但 A 为 - 类 ， 豆 由 定理 1.3 知 5( 习 与 D 独立 . 显 
然 了 Co(ld)=o(&j,7> 1), 礁 了 DD 与 DD 独立 于 是 对 任何 DeD， 
我 们 有 PLD) = P(DND) = PLD, 从 而 P(D) 一 0 或 1. 证 毕 ， 


习题 
t.10 设 (Xn,n 之 1) 为 独立 随机 变量 序列 ， 则 
【1) lim sup 并 与 lim inf Xn 为 退化 随机 变量 ( 即 a.s. 等 于 某 


一 常数 ); 
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(2) 为 要 P(X 二 外 = 二 1， 必须 且 只 需 对 任何 避 > 0, 有 
3 POX > Ch < o0.( 提 示 : 利用 Borel-Canteli 引 理 .) 


1.11 设 (X,,1 < 所 2) 为 独立 随机 变量 序列 . 车 每 个 大 非 
负 或 每 个 所 可 积 ， 则 有 召 [II |] = Ti 三 [Xi (提示 ; 从 简单 
随机 变量 过 渡 到 非 负 随机 变量 .) 

1.12 设 (Xnm > 1) 为 独立 实 值 随机 变量 序列 ，(g9,,n>1) 
为 一 列 Borel 可 测 卫 数 ， 则 (gn(Xnj,n 之 1) 为 独立 随机 挛 量 序列 . 

L13( 测 度 的 卷 积 ) 设 jp1,-… ,Wn 为 (可 2 B( 刺 4) 上 的 测度 . 
令 gf(zi ,zan) = > zi, Zi E 县 < 这 里 是 向 量 相 加 ), 则 9g 为 (R 人 A)" 


到 Ri 上 的 Borel 可 测 映 射 令 p+- = (pi Xx pn)8 !( 见 
第 三 章 习 题 1.15), 称 pl * 为 可 ,的 者 积 
设 入 ,… ,Xn 为 相互 独立 的 实 值 随机 变量 ， 令 了 = 三 
(1) 试 证 PY -1 一 五 大 Fif23 用 (XX;,1 < 之 1 之 nn) 的 分 布 
函数 表示 YY 的 分 布 函 教 
1.14 设 芒 及 站 为 相互 独立 可 积 随机 变量 ， 且 五 [大 二 0, 则 
E||X+Y|] > E[|Y]]. (提示 :|y| = 1E(y+ XX)| < Ely + XX|.) 
1.15 设 (na>1) 为 独立 同 分 布 iid.) 随机 变量 序列 ， 每 
个 XX。 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ( 即 Pr > 2) =e zz. 证 
明 : 
1) :P(X > alogn,i.o.) = { 着 = > 1 
1， 者 a < 1; 
{2) 令 工 = lim sup(Xn/ log mh， 则 P(L = 1) = 1.( 提 示 ; 证 明 
PlL>1})=1,P(L>1)=0.) 
1.16 设 (X，,n > 1) 为 Lid. 标准 正 态 随 机 变量 序列 . 证 明 ， 
{1} P(X > oavi2logen, io.) = | » 车 o> 1 
1， 若 < 1; 
(2) 令 工 = limsup(Xn/ v2logn), 则 P(L=1)=1. 


* 1 


$2 条 件数 学 期 望 与 条 件 独 立 性 


设 (2, 下 ,也 ) 为 一 概率 空间 ，4 和 B 为 两 个 事件 , 且 P(A4) > 0. 
在 4 发 生 的 条 件 下 品 发 生 的 概率 显然 等 于 P(4B)/P(A), 我 们 称 
之 为 日 关于 有 A 的 条 忻 概 率 , 记 为 P(BIA). 

设 (Bjji<jsm 为 2 的 一 个 有 限 划 分 , 且 B; € FF,P(B;) > 
0,1 三 j 魏 m- 令 昌 为 由 (Bj;) 生成 的 o- 代数 .对 一 可 积 随机 变量 
注 , 令 


Blxl9] = Y 2 1 
2 
称 EB[ 义 |9] 为 XX 关于 9 的 条 性 (数学 ) 期 望 . 如 果 (Aijjcicn 是 名 


的 一 个 有 限 划 分 ， 且 i 二 和 下， 1 < t < Lp 一 Bil Qil A, 为 一 简单 
随机 变量 ， 则 易 知 


EIXI9] = >_ 9» aiP(Ai|Bi)Is,. 
1 三 1 £=1 
E(XI9) 是 一 8- 可 测 随 机 变量 ， 满 足 ; 
E[E[X|Giis]= ElXIs]), YBéeS. (2.1) 


下 面 我 们 将 条 件 期 望 推广 到 一 般 随 机 变量 及 o- 代数 情形 . 设 
(02, 下 , 卫 ) 为 一 概率 空间 ，6 为 的 一 子 o- 代数 . 设 芭 为 数学 期 
望 存在 的 随机 变量 ， 令 vv = 针 .P 为 苇 关 于 PP 的 不 定 积 分 ， 即 


“(4 = [ xap, Ae,, 
总 


则 v 为 符号 测度 , 且 v 关于 PP 绝对 连续 . 若 将 v 及 号 都 限于 (2,9)， 
则 仍 有 『 这 五. 令 Y 为 vv 关于 PP 在 (nn,9) 上 的 Radon-Nikodym 
导数 ( 见 第 三 章 定 理 3.11), 则 为 8 可 测 随 机 变量 ， 且 有 


E[lYIs] = E[XIp], YB eo, 


" 162 


我 们 称 随 机 变量 了 Y 为 苹 关于 9 的 条 人 性 (数学 ) 期 望 . 由 第 三 章 命 
题 1.8 知 : 在 P- 等 价 意 义 下 ,条 件 期 望 Y 是 趴 一 确定 的 ， 我们 把 
它 记 为 EIXI19], 它 由 (2.1) 所 刻 午 . 
着 日 Ee 开 , 则 令 P[B19] = ElIs|91, 并 称 PIBI9] 为 吕 关 于 5 
的 条 件 概 率 . 


2.1 定理 条 件 期 万 有 如 下 基本 性 质 ， 

(1) ELELXI9) = ELIX}; 

(2) 若 苇 为 g- 可 测 ， 则 EIXI9] = XX,a.8.; 

(3) 设 9 = 和 ,人 02), 则 E[X|9] = E[X],a.s.; 

(4) E[XIG] = [EIX*|9] ~ EIX |9],a.s.; 

(5) XYas= ELXIG > ElY|S),a.s.,; 

(6) 设 Cli1C2 为 实数 ， 芒 ,YC tesY 的 期 望 存在 ， 则 
五 [ci 七 十 czY | 8] = cLEIXI9) + co EIY| 9],a.s., 

如 果 右 边 和 式 有 意义 ; 

{7) |EI[XI9]) < E[IX|I9),a.s.; 

(8) 设 0< XT ,a.s., 则 EL[Xn| 09} + EIXIO], a.s.; 

(9) 设 革 及 XY 的 期 望 存在 且 Y 为 9- 可 测 ， 则 


EIXYIO} = YEEXIO], a.s.; (2.2) 


(10) 【条件 期 望 的 平滑 性 ) 设 1,92 为 下 的 子 o- 代数 ， 且 
G1 CC G2, 则 
E[EIXIOG)N G2 91] = ELX|O1), as. (2.3) 
“(1 车 无 与 9 相互 独立 { 即 o{X) 与 8 相互 独立 )， 则 有 
EIX|IGl = ELXl,a.s. 
证 (1) 一 (7) 容易 由 条 件 期 望 定义 直接 看 出 . 
[3 由 (5) 知 ， BI Gi+ ,a.s.,Y 为 一 9- 可 测 随 机 变量 .于 
是 ， 对 一 切 B eg, 


/ ydP = lim / 有 Xi9dP = lim / XndP, 
BB ht 召 Tt 8 


从 而 Y= EI[X|9],a.s.. 


(9) 不 妨 设 鲫 及 Y 丝 为 非 负 随机 变量 . 首先 设 生 = Za,4E9， 
则 Y{X19] 为 人 可 测 ， 且 对 一 切 BE8, 有 


上 YE[XIG}HP = [ E[X|glaP = 1 XaP 


= / JadP = / YXdP 
BH 3 


故 (2.2) 成 立 ， 然后 利用 (8) 即 可 由 简单 随机 变量 过 渡 到 一 般 非 负 
随机 变量 . 


/ ELIEIXI02] gdP = / EIX|G2ldP = / xap 
吾 其 B 


故 有 (2.3). z 
(11) 不 妨 设 基 为 非 负 随机 变量 . 设 4 & 98, 由 于 1I4 与 记 相 


”“ 互 独 立 ， 鼓 由 习题 1.11 知 


/ E[|XjaP = EIXI]P(A) = EIXI4] = 人 XdP, 
FI : 马 


故 BLIX] = 吾 [无 | 全 ,as. 

关于 条 件 期 望 ， 我 们 也 有 相应 的 单调 收 敏 定理 ， Fatou 引 理 , 
控 币 收 租 定理， Hélder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 ， 它 们 的 证 明 
与 第 三 章 关 于 积分 情形 相应 结果 的 证 明 类 似 ， 因此， 下 面 我 们 只 
叙述 结果 而 略 去 证 明 ， 注 意 ， 对 概率 空间 情形 ， a.s， 路 仑 总 获 仿 
依 概率 收 敦 . - 

在 下 南 几 个 定理 中 ， (8, 大, 忆 ) 为 一 概率 空间 ，9 为 天 的 一 
子 o- 代数 . 

2.2 定理 《单调 收效 定理 ) 设 (XX。) 为 随机 变量 序列 ， 且 每 个 
区 的 期 望 存在 . 


由 设 个 XX,a.s., 且 [XJ] > -oo, 则 XX 的 期 望 存在 ， 且 
E[X,|0| + ELX|O), as 


* 生 检 二 = 


{2) 设 天 ,as 且 EIX1] < oo0, 则 六 的 期 望 存在 ， 且 
E[X.,. 9] + E[X|0],a.s. 

2.3 定理 (Fatou 引 理 ) 设 (Xn) 为 随机 变量 序列 ， 且 每 个 
Xn 的 期 望 存在 . 

(1) 车 存在 随机 变量 Y, 使 E[ 了 YY] > ~oo, 且 对 每 个 n> 1, 有 
X" > Y,ae. 则 lim inf X,, 的 期 望 存在 ， 生 有 


Elim inf Xn,| 9} < liminf ElLXn lo); 


(2) 者 存在 随机 变量 了 ,使 ElY| < co, 且 对 每 个 n> 1 有 
Xun <Y,ae, 则 limsupXn 的 期 望 存在 ， 且 有 


Elimsup Xn| 9] > limsup EB[Xn|O]. 


2.4 定理 (控制 收效 定理 ) 设计 ,一 到 [相应 地 ，XX, 轧 臣 )， 
若 奔 在 非 负 可 积 戎 机 变量 立 , 使 |Xn| < 了,a.s., 则 革 可 积 ， 且 有 
im 声 [Xn|9] = 互 [ 久 | 四 , as.)( 相 应 地 ， BEXn|9] 一 E[| 9]). 

下 一 定理 是 控制 收 仑 定 理 的 推广 形式 . 

2.5 定理 设计, 一 多 了 一 了 (相应 地 Xs, 驴 XX 了 ,三 了 了 )， 
其 中 Y 及 每 个 ,为 非 负 可 积 随 机 变量 如果 对 ma > 1 | 到,| 三 
Yn,a.s. 有 EY 9G] > EIY| Gj( 相 应 地 ， E[Y,|9] 号 E[Y|9]), 则 
有 EE[|X。 一 多 ||9] 全 0( 相 应 地 ， E[jX, ~ X||9] 生 四 .特别 有 
EIXn19] 次 ELX19]( 相 应 地 ，E[Xn19] SE[X|9]). 

证 只 需 考虑 as. 收 合 情形， 邻 2 = 了 ,十 一 |X 一 天 |, 则 
2 ,0, 且 2 一 3 27Y. 故 由 Fatou 引 理 得 


2E[Y|9] S liminf E[Z»| 9] = 2E[Y19] — lim sup E[|X., — XI|19), 


于 是 有 lim EB[IXn 一 119] =0. 证 毕 . 
2.6 定理 (HSlder 不 等 式 ) 设 1<p,g<o0l/p+i/g=1， 
则 
~ E[IXY||9] < (EL[IXI| OD) /P(ELY I GD. 


= 1 = 


2.7 定 还 (Minkowski 不 等 式 ) 设 P>1| 则 
(E[IX + Yr| OD < (EXIP|I ODP + (EIIY I? GD?. 


下 面 将 条 件 期 望 的 概念 推广 到 最 一 般 的 情形 ( 见 严 加 安 [10]). 

2.8 定义 ” 设 (9, 短 ,P) 为 一 概率 空间 ， X 为 一 随机 变量 ， 
9 为 和 的 一 子 o- 代数 . 车 BIX+I9] 一 BIX-|9]a.s. 有 定义 ( 即 
PIX+jg9] = oo,BIXK-|9] = oo) = 0 则 称 天 关于 9 的 条 件 期 望 存 
在 , 并 令 (约定 一 oo = 0) 


BEXI9] = EIX+|9] - ELX -I9]. 


我 们 称 E[XIG] 为 天 关于 9 的 条 件 期 望 

车 9 = {0,0}), 则 外 关于 9 的 条 件 期 望 存 在 ， 当 且 仅 当 廊 的 
期 望 存在 ， 此 外 ， 任 何 9 可 测 的 随机 变量 蕊 关于 9 的 条 件 期 户 
存在 ， 且 E[X|9G] = X,a.s.. 

下 一 定理 给 出 了 条 件 期 望 存在 的 随机 变量 的 一 个 有 用 刻画 . 

2.9 定理 下 列 二 断言 等 价 : 

(1) 开关 于 9 的 条 件 期 望 存在 ; 

(2) 存在 9 可 测 实 值 随 机 变量 上 ,| 上 | > 0,a.s., 使 EX 的 期 望 存 
在 . 

证 (1) 沪 (2). 设 (1) 成 立 . 令 


A=[EX+I9=00), B= [EX IG < ooj 


则 PLA4NnB)=0. 令 n= 一 14 则 |5| = 1419 为 9- 可 测 ， 且 有 
(Xt =n 二 gy 关 , 郝 有 


EnX)*|9] = a E[X+IG) + {aE[X-|9) < oo a.s.. 


令 二 (i + BnX)+IO]), 则 ENEX)+t|9) < 1，a.s.. 特别 ， 
EE)}+] < 1, 于 是 &X 的 期 望 存在 ， 
(2)=3(1) 由 下 一 定理 揭 (1) 推 得 . 
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下 一 定理 是 定理 2.1 的 推广 . 

2.10 定理 2.8 定义 的 条 忻 期 望 有 下 列 性 质 ; 

(1) 设 闫 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， 则 对 任何 9- 可 测 实 值 随机 
变量 £&, EX 关于 9 的 条 忻 期 望 也 存在 ， 且 有 


ElEX|9) = EIX|IG], a.s.. (2.4) 

(2} 设 和 X1, 羡 2 关于 8 的 条 件 期 望 存在 , 若 关 1 十 Xs 及 E[X119]+ 
EE[X219]a.s. 有 意义 ， 则 XI 十 半 2 关于 允 的 条 件 期 望 存 在 ， 且 有 
E[Xi + X28] = BIXG) + EL[X2|9), as.. (2.5) 

(3) 设 名 及 G2 为 下 的 子 o- 代数 ， 且 G1 CG, 车 天 关于 虽 


的 条 人 忻 期 望 存 在 ， 则 XX 关于 9 的 条 件 期 望 存在 ， EIX|52] 关于 
2i 的 条 件 期 望 存在 ， 且 有 


ElEIX|G2l|g1| = ElX| Gl. (2.6) 


证 (1) 我 们 有 (€X)* = EY +E 和 (EX)- = £1X + 
E 天 .于 是 有 


E[(€X)" 191 =€ ELX "I9] + é ELIX |9), (2.7) 
E[(¢X) 19) =€ EIX*I9) + £* EX |O). (2.8) 


由 于 假定 E[XX1+|9] 一 EIX 19]a.s. 有 意义 ， 故 & 式 关于 昌 的 条 件 
期 望 存在 ， 由 (2.7) 及 (2.8) 推 得 (2.4). 

(2) 令 4 = [BX19] = -ool,B = [5[X219] = -ool, 则 依 假 
定 , [X1101+BIXs|0|a.s. 有 意义 , 故 在 和 4 上 as. 有 EE[X1|O] < oo， 
在 日 上 a.s. 有 ElX119] < co, 于 是 有 


TaBlXtIG} < ee a.s., IpE{Xt| OG) < oo a.s.. (2.9) 


令 E 二 TauB 一 JaenBe; 则 |&|=1,# 为 全 可 测 . 记 Y= (Xl1+ 六 2)， 


我 们 有 
Yt < EX + XI + E (XT + Xz), 


“了 和 了 


EfY*|9] < ELE (XI + X32) +é (ET + Xz)|9] 
= IauB(EIX+IG + EIX219)) 
+ Tacnpe (EEXT | 中 + EXs | 8]) < 00, a.s.. (2.10) 
特别 ， 关于 6 的 条 件 期 望 存在 ， 于 是 由 (人 1) 知 区 1 十 关 2 关于 9 
的 条 忻 甚 望 存 在 . 此 外 ， 令 
=€t(XIt + Ki)}+é (XT + X32), 
Z2 = (Xi + Xi)+E (XT + X2), 
则 了 阅 = 名 1 一 Zo, 县 由 .10) 知 EE[21198] < oo,a.8,. 令 了 = TFEIETo 
则 EIn21] = BInE[21|91 < 1, 因此 97Y 的 期 望 存在 ， 故 由 [2.4) 及 
定理 2.1(6) 有 


BY 四 = +BlnY 19 
= (Bn 9] - Eln22| 9)) 


= >(nBl21| 9] — nE[Z2|9)]) 

= ElZ|9)— E29] 

= ¢(E{X1|9] + E[X219]), 
由 此 及 (2.4) 便 得 (2.5). 

3 设 蔷 关于 外 的 条 件 期 望 存在 . 由 定理 2.9 知 ， 存在 全 -可 
测 实 值 随 机 变量 绑 上 | > 0a.s., 且 上 的 期 望 存在 , 由 于 为 ga- 电 可 
测 ， 故 仍 由 定理 2.9 知 ， XX 关于 go 的 条 件 期 望 存在 ， 且 由 (2.4) 
得 
E[X|92] = EX19a] 

由 于 EftX19s] 的 期 望 存在 ， 故 由 (1) 及 上 式 知 EL[X|92] 关于 9 
的 条 件 期 望 存在 ， 且 有 (利用 (2.3)) 


ElEIX|92)| 9 = 2 ELEIEXI Glo 


= EF BIEXIO = EIXIgl. 
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(2.6) 得 证 . 

下 面 讨论 一 类 特殊 的 关于 8 条 忻 期 望 存在 的 随机 变量 . 

2.11 定 灾 投 (只, 下 ,了 ) 为 一 概率 空间 ，9 为 下 的 一 子 o- 民 

数 , 一 随机 变量 发 称 为 关于 9 为 o- 可 积 , 如 果 在 在 Re 98,Qu 十 由 
使 个 无 各、 为 可 积 随机 变量 . 

下 一 定理 给 出 了 关于 98 为 o- 可 积 的 随机 变量 的 一 个 刻画 . 

2.12 定理 设 蕊 为 一 随机 变量 ， 则 下 列 断 言 等 价 : 

(1) 半 关 于 8 为 o- 可 积 -; 

(2) 蕊 关于 G9 的 条 件 期 望 存在 ， 且 E[X|9]j a.s. 有 穷 ; 

(3) 存在 一 9- 可 测 实 值 随机 变量 £,|é| > 0,a.s., 使 EX 为 可 积 
随机 变量 . 

证 (信介 ). 设 天 甘于 9 为 co 可 积 . 人 SOE 0 二 各, 使 
每 个 六 In, 为 可 积 ， 令 


1 
“一 过 GT 二 可 |X[R o-， 


则 上 >0E 为 作 可 测 实 值 随 机 变量 ， 且 上 为 可 积 . 

(3 一人 显然 . 

(23) 一 (人 设 BI[X|9]a.s， 有 穷 ， 由 于 E[X19] = EI[X+|9] 一 
EIX-I9], 故 E[|XI1|I9] < ooa.s.. 令 mn = [区 [II < nj, 则 
个 人 0, 5.8. ,0 E95, 且 下 In, 为 可 积 随 机 变量 . 故 关 关于 9 为 o 
可 积 ， 证 毕 . 

下 一 定理 给 出 了 条 性 期 望 的 Jensen 不 等 式 的 最 一 般 形式 . 

2.13 定理 (Jensen 不 算式 ) 设 p: 瑞 一 吾 为 一 连续 凸 蓝 
数 ， 大 为 一 关于 9 o- 可 积 的 随机 变量 ， 则 p( 污 ) 关于 9 的 条 件 
期 望 存在 ， 且 有 


wlEIX|O) < Elp(X)NO), as.. (2.11) 
证 令 wi 为 v9 的 右 导 数 ， 则 对 性 意 实数 z,y 有 
p(TH{y — 2) < py) — pz) 


+ 189 


以 EE[X19] 及 三 代 直 上 式 中 的 > 及 3 得 
p(BELXIOD(X ~ ELXION) + plEIX| OD) < p(X). 


记 上 式 左边 的 随机 变量 为 Y, 则 Y 关于 5 的 条 件 期 望 存在 ， 且 
E[YIG] = p(BE]XI9]). 特别 . 由 于 p(X)” < 站, 画 Blp(X)-19] 所 
EBE[Y-|9] < oo,a.s.. 因此 ， yp( 半 ) 关于 8 的 条 件 期 望 存 在 ， 且 有 
{2.11). 证 毕 . 

下 南 我 们 推广 有 关 条 忻 期 望 的 单调 收 合 定理 、 Fatou 引 理 及 
控制 收 雍 定理 ， 

2.14 定理 设 9 为 下 的 一 子 o- 代数 、，({ 革 nm,1 之 1) 为 一 到 关 
于 9 条 忻 期 望 存在 的 随机 变量 . 

(1) (单调 收 误 定理 ) 设 XX + Xas., 且 吾 [193] < o00, a.s.， 


则 下 关于 9 的 条 性 期 望 存在 (实际 有 EIX7 | 外 < cc, as.), 且 有 
EIX,|O] + EI[X|Q),a.s.. 


{2) (Fatou 引 理 ) 若 存 在 随机 变量 了, 使 ElY -|8] < oo, a.s.， 
且 对 每 个 n 之 1, 有 Xn 之 ,as., 则 Liminf 大 关于 虱 的 条 件 期 望 
存在 (实际 有 Elliminf Xn) |9] < oo,a.s.), 且 有 


Ellim inf Xn|G] < lim inf ElX,| GO], a.s.. 


(3) ( 探 赤 收效 定理 ) 设 世上 X,Y 39 了 (相应 地 ， 三 。 马 
X,Y 中) 其 中 每 个 计 , 为 非 负 随 机 变量 ， 且 了 及 每 个 Y 关 
于 8 为 o- 可 积 , 如 果 对 可 > 1,|Xn| < Yas., 且 E[Y519] 一 
ElY|91( 相 应 地 ，E[Yn19] 全 BIY19), 则 有 BIIX, 一 区 |19] 一 3》0( 相 
应 地 ， 瑟 [|X, 一 天 198] 号 0), 特别 有 EE[Xn19] 2 [XX|9]( 相 应 
地 ， EB[Xn|9] 六 ELX|9]). 

证 (1) 令 & > 0 为 一 9- 可 测 实 值 随 机 变量 , 使 EXT 为 可 积 ， 
则 EX。 的 期 望 存在 , 且 £&X。 TEX,a.s., 故 由 定理 2.2 得 EIEXn|9] 1+ 
EléEX|91a.s., 但 有 El€Xn|9] = €EIX,| 9], E[EXI9) = €EIXI9], 从 
而 有 E[X,19] + ELXIS] ,a.s.. 
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(2) 容易 由 (1) 推 得 . 
(3) 只 需 考虑 a.s. 收敛 情形 . 令 Zi = 了 十 一 Xn 一 天 | 则 
Zn 之 0, 且 Zn, 一 3 2Y, 故 由 (2) 得 


2E[Y|9| < lim inf 百 [ Zn| 9| 一 2 五 [了 | 全 ~ limsup E[lX, — XI|g]. 
于 是 有 Jim [|X。 一 X|19j =0. 证 毕 . 
”下 一 定理 是 Jensen 不 等 式 的 一 个 推论 . 
2.15 定理 (L"- 收效 定理 ) 设 co>r>1. 车 XX 忆 天, 则 


EIX,19] 2» ELIXIGI. 
证 令 Frzi)= 人 zz 则 了 为 而 上 的 连续 凸 丽 数 ， 故 由 (2.11) 


{EI[X",{ 0] — ELXIGI" < ELIX, — XI|O]. 


在 不 等 式 两 边 取 期 望 即 得 定理 的 绪论 . 

下 一 定理 是 条 件 期 望 的 Bayes 法 则 . 

2.16 定理 设 @ 为 一 关于 也 绝 对 连续 的 概率 测度 ，93 为 工 
的 一 子 o- 代数 . 令 


_ 0 加 
$= Tp ?一 五 [| 9]， 


则 > 0, Q-as.. 如 果 无 为 一 仿 - 可 积 的 随机 变量 ， 则 有 
Eo[XI9] = #1!ELXE9), Q-ae.. (2.12) 
证 首先 ， 由 于 [9 > oj < 9, 我 们 有 
Qlln > 0) = EKIw>0] = Elnlis>ol] = Eln] = BE =1. 
设 天 为 一 @- 可 积 的 随机 变量 ， 则 有 


五 [三 ET4] = EolXIs) = BolEo[XIS}a) 
= E[Eo{lX|9]t1al = ElBolX|9)na], YA ed. 
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这 表明 
ElXét 8) = Eo[lX|IG)n, P-a.s., 
由 此 立刻 推 得 (2.12). 
现在 我 们 研究 条 件 独 立 性 . 
2.17 定义 设 (2, 天, 卫 ) 为 概率 空间 ， 8,9 及 05 为 下 的 子 
o- 代数 ， 如 果 对 任意 Bl E91 及 Ba E 595, 有 


P[BiN Bz|9] = PI{B1| 9]PIB;| 9),a.s., (2.13) 


则 和 前 91 与 92 关于 9 条 件 独立 ， 
设 后 与 纺 条 件 独立 , 则 对 任意 全- 可 测 非 负 和 随机 变量 Xi 及 
92- 可 测 非 负 随 机 变量 区 2, 有 


ElX1X2|0] = ELX1I SG}ELX21 90], 4.5.. 


设 苇 及 Y 为 随机 变量 . 者 of) 与 cf) 关于 9 条 件 独立 ， . 
则 称 久 与 Y 关于 9 条件 独立 . 类 岂可 定义 一 随机 变量 与 一 子 o- 
代数 关于 8 的 条 件 独立 性 ， 
下 一 定理 给 出 了 条 件 独 立 性 的 一 个 判别 准则 . 
2.18 定理 设 (2, 下 , 卫 ) 为 概率 空间 ， 9,9 及 G2 为 下 的 子 
o- 代数 ， 则 为 要 鲍 与 名 关于 9 条 件 独立 ， 必 须 且 只 需 对 任意 
BE G2 有 
PlBslO vo} = PlBal9),as.. | (2.14) 
(或 等 价 地 ， 对 任意 Bi Ee 9, 有 PiBil9z v9] = P[B1|9], a.s..) 
证 首先 (2.14) 式 右边 为 1V9- 可 测 且 {BINB: Be,Be 
8} 为 生成 9i YG 的 7- 类， 由 条 件 期 望 的 定义 易 知 {2.14) 等 界 于 


/ P{Bsl GldP = / Ip, TpdP, BegBE (2.15) 
ANME BMA 
另 一 方面 ， (2.13) 等 价 于 
/ PLBl9IPLB;| GaP = / IpnssdP, Beg. {2.16) 
二 | 
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但 对 Be 9, B! 忆 G1 Bs 它 2， 我 们 有 


/PlBl9laP - 上 可 P(BalglaP 
BNB: BB 
= | Bla, PlBal oN dP 


= 了 P[Bi|9LP[Ba| 9ldP, 


即 (2.15) 的 左边 与 (2.16) 的 左边 相等 ， 因 此 定理 得 证 . 


习题 

2.19 设 针 EE LW,P),9 为 大 的 一 子 o- 代数 ， 了 二 
Lin,9, PP). 为 要 YY = EEXI19), 必须 且 只 需 EX = EY 且 对 生成 
9 的 某 7- 类 C 中 的 所 有 集合 4 有 E[XIa] = E[Yial. 

2.20 设 访 ,YY € Li(0,8,P). 若 E(X|Y) = Y,a.s.,B[Y|X] = 
天 ,a.8.， 刚 天 一 了 a.s.. 

2.21 设 针 E320, 下,P),9 为 三 的 一 子 o- 代数 ， 则 


E(E[IX|0] — XY = inf{E(Y — XX :Y € 1(N,9,P)}. 


2.22 设 下 及 Y 为 (0,,P) 上 的 实 值 随机 变量 ， 9 为 下 的 
一 子 o- 代数 ，g(z,2 为 开 上 非 负 或 有 界 Borei 可 测 函 数 . 着 站 
为 89- 可 测 的 ， 则 


Elg(X,Y)|9] = ¢(X), a.s., 


其 中 (zx) = Elg(z,Y 了 )|9]j. 

2.23 设 玉 及 YY 为 (D0, 下 ,P) 上 的 实情 随机 变量 ， glz,y) 为 
了 RR 上 的 非 负 或 有 界 Borel 可 济 函 数 . 令 引 及 52 为 下 的 子 o- 代 
数 ， 若 氏 与 GL YG 独立 ，Y 关于 9 9 可 测 ， 则 有 


E[f(X,Y)|91| = E[f(X, Y)| 9 
= E[f(X, YA MN 02],a.s.. 


17 . 


(提示 ， 利 用 第 二 章 定理 2.1.) 
2.24 设 碟 及 了 为 (9,F,P)] 上 的 实 值 随机 变量 ， 9i 及 9 
为 下 的 子 o- 代数 ， 若 天 与 了 及 9 独立 ，Y 与 9 独立 ， 则 有 


EIXY| gi V G2] = ELX|91] ELEY| G2). 


3.25 设 £ 为 (如 ,下 ,P) 上 的 一 实 值 随机 变量 ， 9 为 下 的 一 
子 o- 代数 ，AEG. 令 天 = olANn9). 如 果 £1I4 关于 860- 可 积 ， 
则 &14 关于 尖 o- 可 积 ， 且 有 


EltIa| 0} = EIé€Ia|H], a.s.. 


$ 3 正则 条 件 概率 


设 (2, 下 ,P) 为 一 概率 空间 ，5 为 天 的 一 子 o- 代数 . 由 条 件 
期 望 的 性 质 知 ， 条 件 概 率 P(4|9) 有 如 下 性 质 ; 


PRIG]| =1, ， as， PIlA|G] > 0 a.s.， 
P[2 4319] = 2 PL4il9j as 


这 些 性 质 与 概率 测度 的 性 质 很 相似 , 不 同 之 处 在 于 出 现 了 例外 集 ， 
车 对 每 个 4 e 大 ,可 选取 P[A19] 的 一 个 版 本 Ptw, 有 4), 使 得 对 一 
切 w E 人 ,Puw，) 为 (大 ) 上 的 概率 测度 ， 这 时 称 {Plw, A}),w € 
,4EF 为 王 关 于 .83 的 正则 条 件 概率 . 一般 说 来 ， 即 使 { 吕 ,万 ) 
为 可 分 可 测 空 间 ， 正 则 条 忻 概 率 未 必 存 在 .本 节 将 对 可 分 可 测 空 
间 情 形 给 出 使 正则 条 件 概 率 存在 的 一 个 充分 条 件 (定理 3.10) 及 一 
个 充 要 条 件 (定理 3.15). 

3.1 定 愉 设 [大王 ) 为 一 概率 空间 ， 史 为 大 的 一 子 e- 伐 
数 . 令 {Plo we] 为 (8 大 上 的 一 族 机 率 测 度 ， 称 它 为 成 关 
于 9 的 正则 条 件 概 率 , 如 果 

{1) YA E FPl,A}) 为 QQ 上 的 98- 可 测 函 数 ， 
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(2) YA E 天 ,Pr 42) 为 忆 4l 引 的 一 个 版 本 ， 即 y 五 <3 有 
/ P(w, A)P(dw) = P(AN B). 
EH 


正则 条 件 概率 的 第 一 个 应 用 是 ， 条 件 期 望 算 子 成 了 基于 正则 
条 件 概率 的 积分 . 

3.2 定理 设 {Plw,),w EE 从 } 为 了 P 关 于 9 的 正则 条 件 概率 . 
设 天 为 一 随机 变量 ,其 期 望 存在 ， 则 对 几乎 所 有 wm, 故 关于 Pl(w,*) 
的 积分 存在 ， 且 有 


E{XIG](w) = 了 KR{w Pl, de), a.s. iw. (3.1) 


证 从 示 性 函数 过 滤 到 非 贷 可 测 应 数 ， 证 明细 节 从 辕 . 
在 上 述 定理 中 ， 如 果 有 从 (8 和 大) 到 另 一 可 测 空 间 (五 ,E) 的 可 
测 映射 &, 则 可 在 {(E,£) 上 引出 一 族 概率 测度 {@(w, we 人}: 


Go A) = Plw, £7 (A)), (3.2) 


这 时 ， 对 形 如 rel 的 存在 期 望 的 随机 变量 (其 中 为 {EE,E) 上 的 
Borel 可 测 函 数 ), 我 们 有 { 见 第 三 章 习 题 1.15) 


E[f (EW) = 上 f(z)Q(w, dr). (3.3) 


在 许 争 情况 下 ， 正 则 条 凰 概率 并 不 存在 ,但 满足 (3.3) 的 概率 测度 
族 {@(w, ER 存在 .我 们 称 {@{w,'jw EDN} 为 € 关 于 9 的 
混合 条 件 分 布 . 

下 面 我 们 给 出 混合 条 件 分 布 的 确切 定 立 . 

3.3 定义 设 (2, 下 ,了 ) 为 一 概率 空间 ， 9 为 下 的 一 子 o- 代 
数 ， 又 设 { 瑟 ,E) 为 一 可 测 空 间 ，€ 为 ( 史 天) 到 (E,E) 中 的 可 测 
驶 射 {( 称 上 为 在 (BE,E) 中 取 值 的 随机 元 ). 令 {@(w,),w ER} 为 


"二 7 


一 


(EB,E) 上 的 一 族 概率 测度 ， 称 它 为 € 关于 0 的 混合 条 件 分 布 , 如 
困 

{1) 4 二 £, wt:, A) 汶 必 - 可 测 ; : 

(2) vA EE,Qtw,A) 为 PE-!1(A)|9| 的 一 个 版 本 ， 即 YB € 9， 


上 Qto,4Plduj) = P(BnE-I4)) 


3.4 注 若 ( 瑟 2 一 人 天) 为 全 上 的 恒 等 歇 射 ， 则 二 关于 
9 的 混合 条 忻 分 布 就 是 忆 关 于 8 的 正则 条 件 概 率 . 因此 ， 正 则 条 
件 概 率 存在 性 的 研究 可 以 归结 为 混合 条 件 分 布 存 在 性 的 研究 . 
为 研究 混合 条 人 忻 分 布 的 在 在 性 ， 我 们 先 引 入 两 个 概念 ， 它 们 
分 别 是 Hausdorf 空 他 中 的 紧 集 类 及 内 正则 测度 概念 的 抽象 化 . 
3.5 定义 设 98 为 上 一 集 类 .如 果 下 列 条 件 满足 ; 


{Cun>1} co, 人 站 Cn =8= 对 某 个 mm, [C5 = 由 
n=1 二 1 
则 称 C 为 紧 类 . 。 
紧 类 的 一 个 典型 例子 是 Hausdorff 拓扑 空间 中 的 紧 集 类 . 
3.6 定 文 设 (FE,E, HH) 为 一 测度 空间 . 称 下 为 上 的 紧 测 度 ， 
如 果 存 在 紧 类 CC CE, 使 得 对 一 切 4EE, 有 


MI =sup{pg(C}) :CC A,C ec}. 


由 第 五 章 定理 7.6 知 (部 (7.2) 式 }; 设 巨 为 一 波兰 空间 ， 则 
B(E) 上 的 任 一 有 限 测度 为 紧 测 度 . 更 一 般 地 ， 我 们 有 ; 

3.7 命题 设 X 为 一 波兰 空间 ， 令 At 表示 B(X) 上 有 限 测 
度 全 体 ， 门 ,em B(C)z 中 的 集 称 为 章 志 可 测 集 . 若 已 为 普遍 可 测 
集 ， 则 五 mB{(X) 上 的 任何 有 限 测 度 p 为 紧 测 度 ， 更 确切 地 说 ， 令 
上 (上 太 } 表示 含 于 总 的 全 体 紧 集 ， 则 对 任何 4 € mB(XX), 有 


H(A} = sup{p(C): CC AC ERIE)}. 
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证 窗 给 读者 作为 习题 . 

3.8 引 理 设 .4 及 .4 为 吾 上 的 两 个 代数 ， .和 2 .4C 为 瑟 
上 一 紧 类 ,， 且 CC 令 记 为 A1 上 的 一 非 负 有 限 可 如 集 孙 数 ， 
且 p(B) < oo. 若 对 一 切 A EA, 有 


HL = sup{lp(C): CCACE Ch 


则 限于 志 4 为 o- 可 如 的 . 

证 由 第 一 章 定理 3.4 知 : 只 需 证 天 在 空 集 站 处 连续 . 设 4, E 
4 4n 8. 给 定 c > 0 依 假 定 ， 对 每 个 n, 存在 Cn C An,Cn ecC， 
使 p(An) < p(Cn) 二 ef2". 由 于 门 ,Cn CC 门 , 4 = 二 和 故 由 C 是 始 
类 的 狠 定 ， 存 在 正 整 数 m, 使 站 -Cn = 外 即 有 n=1 Cx = E, 于 
是 有 


a= (Nn (UO)e cU 4 \ Cn). 


及 二 1 fh 二 1 


因此 ， 对 天 > m, 我 们 有 


HR) < H(Am) < D(A VC < 
n= 上 

这 表明 lim p(As) <<e. 但 <c>3 是 任意 的 ， 页 dm 4(An) = 0, 因 
此 限于 4 为 vo- 可 加 的 . 

下 一 定理 给 出 了 混合 条 件 分布 存 在 的 一 个 有 用 的 充分 条 件 . 

3.9 定理 设 (0,,P) 为 一 概率 空间 ， (EE,E) 为 一 可 分 可 测 
空间 ， 为 (QQ 万 到 (E,E) 中 的 一 可 测 映 射 . 令 p 二 Pe-! , 若 忆 
是 E 上 的 紧 测度 ， 则 对 下 的 任 一 子 o- 代数 9, 存在 上 关于 乡 的 
混合 条 忻 分 布 . 

证 由 第 一 章 知 : 存在 玉 上 一 代数 4, 其 元 素 个 数 至 多 可 数 ， 
使 得 o(.4) = &. 此 外 ， 依 假定 ， 存 在 情 上 的 一 紧 类 C CE ,使 得 
对 每 个 4 EE, 有 


HA} = sup{p(O: CCACEC}. 
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因此 ， 设 A 一 {A1, A42,. 上 出 V4, ICig EC, Cp 区 过 ;所 之 1, 使 


有 ij = sup Ci 1 = 1 2 - (3.4) 


对 每 个 4e 5, 令 B(w,4) 为 KE-1(4)19] 的 一 个 版 本 ， 则 
HA) = sup A(Csh) = sup P(€™ (Cix)) 
一 sup f Stw ORIP < f sup to, Car)dP 
< | Gtw, 4)aP = P(E (4) = (As) 
因此 有 
sup Dw, Ca) = Q(w, Ai), a.s.. (3.5) 


现 令 D = {Cik, ,大 一 1,2,.…-}, 并 令 Al 为 由 所 及 D 生成 的 和 代 
数 ， 则 A 的 元 素 仍 为 至 多 可 数 ， 且 ol) = 5. 令 


人 = {w: Ow, E) = 1,0(, 4A) > 0,vA € Al), 
fa = {fw: 昌 {w,') 在 .A1 上 有 限 可 加 }， 
Qs = {wu: Vi > 1,sup (wv Ca = Ow, Ai)}, 


出 fz 及 fs 都 为 9- 可 调集 ， 且 P21) = Po) = P(f3) 二 1 
由 于 人 D 是 紧 集 类 , 故 由 引 理 3.8 知 , 对 we Dingosznns= 上 no,G(w，) 
限于 4 为 o- 可 加 的 ， 从 而 可 以 崔 一 地 扩张 成 为 2 上 的 一 概率 测 
度 ， 我 们 用 Qte,) 表示 之 对 w ER \ m0, 我们 令 8{w,*) = 则 
{(w, ww EN) 为 (BE,E) 上 的 一 族 概率 测度 .下 面 证 明 它 为 上 关 


于 G6 的 混合 条 件 分 布 ， 令 
H= {4AeE: Q(-, 有 为 9- 可 测 ， 且 YB eG 有 
f Qt Pd) = Plane 
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依 Q@(w, 4 的 定义 ， 显 热 有 A CY. 此 外 ， 易 见 天 为 单调 类 ， 故 
开 =E( 因 of 4 = 日 这 表明 {8{w ,中 we 为 & 关于 9 的 混合 
条 性 分 布 ， 证 毕 . 

下 一 定理 是 定 到 3.9 的 直接 推论 ( 见 注 3. 和 9, 它 给 出 了 正则 条 
性 并 率 存在 的 一 个 充分 条 件 . 

3.10 定理 设 (QQ 大) 为 一 可 分 可 测 空 间 ， 成 为 大 上 的 一 紧 
概率 测度 ( 见 定义 3.6), 则 对 天 的 任 一 子 e- 代数 9, 存在 P 关于 
6 的 正则 条 件 概率 . 

一 可 测 空 间 (B,£) 称 为 可 离 的 , 如 果 它 的 每 个 原子 都 是 单 点 
和 集 ， 两 个 厅 测 空间 称 为 同 构 , 如 果 在 两 者 之 间 存 在 一 双方 单 值 双 
方 可 测 的 满 射 (这 样 的 映射 称 为 可 测 同 构 }. 下 一 引 理 麦 明 : 任 一 
可 分 且 可 离 的 可 测 空 间 同 构 于 (有 开 ,B{ 民 )) 的 某 可 测 子 空间 . 

3.11 引 理 设 (EB,E) 为 一 可 分 且 可 离 的 可 测 空 间 ， 则 (EE,£) 
局 构 于 【再 ,如 ( 吾 )) 的 某 可 测 子 空间 ， 更 确切 地 说 ， 设 {An,n 之 1} 
为 五 上 生成 的 代数 ， 令 


下 一 > 3 "Ta. (2), 


由 一 站 


则 了 为 (E,E) 到 (f(B),B(f(E))) 上 的 可 测 同 构 . 这 里 ，B(f(E)) = 
f(E)NB8(R)( 见 第 一 章 习 题 2.9). 

证 显然 了 为 (至 ,2) 到 (Ff(E),B(f(E))) 上 的 双方 单 值 可 测 映 
射 ， 为 证 f-! 可 测 ， 只 需 证 -1(8(f(E)) = E, 或 者 只 需 证 每 个 
4。 属 于 /-1(8(j(B)). 令 Cn 珍 示 [0,2] 中 三 进位 展开 中 第 "项 
为 1 的 实数 ， 则 G。e B( 邮 , 从 而 Gs nf(B) € B(f(E)). 我 们 有 
4 = 了 -1(Gn) = 了 1(Gh nf(E)), 由 此 推 得 引 理 的 结论 ， 

引 理 3.11 允许 我 们 给 出 如 下 定义 . 

3.12 定义 ” 设 (E,E) 为 一 可 分 上 且 可 离 的 可 测 空 间 . 如 果 存 在 
五 的 一 普遍 可 测 子 集 4, 使 ( 玉 ,E) 与 (4, B(4)) 同 构 ， 则 称 (EB,E) 
为 Radon 可 测 室 间 . 


可 以 证 明 : 设 4 为 一 波兰 空间 美的 普遍 可 油 子 集 , 则 (4, BB8{A)) 
为 Radon 可 调 空 间 (参见 [i]). | 

下 面 两 个 定理 是 命题 3.7 、 定 理 3.9 及 3.10 的 直接 推论 . 

3.13 定理 ” 设 (大 ,PP) 为 一 概率 空间 ， (EB,E) 为 一 Radon 
可 测 空间 ， 则 对 任何 取 值 于 (E,E) 的 随机 元 上 及 下 的 任 一 子 o- 
代数 9, 存在 上 关于 5 的 混合 条 性 学 布 . 

3.14 定理 设 ( 人 ,大 ) 为 一 Radon 可 测 空 间 ，P 呈 为 下 上 的 一 
”概率 测度 ， 弄 对 下 的 酝 一 子 o- 代数 9, 存在 P 关于 9 的 正则 条 
性 概率 . 

对 可 分 可 测 空 间 情 形 ， 下 一 定理 进一步 给 出 了 正 珊 条 件 概率 
存在 的 一 个 充 要 条 忻 ( 见 马 志明 志 ). 

3.15 定理 。 设 (0, 力 为 一 可 分 可 测 空 间 ， 了 为 ( 品 ,大 ) 到 
(FR, 8(R)) 的 可 测 映 射 ， 使 得 了 在 不 同 的 原子 上 取 不 同 的 值 ， 且 使 
FSCG) 一 天 令 PP 为 (0, 了 ) 上 的 概率 测度 ，4 为 下 的 一 
子 o- 代数 ， { 凶 (w,*),w E 人 0} 为 关于 9 温 合 条 件 分 布 ， 则 为 要 
P 卫 关于 9 的 正则 条 件 概率 存在 ， 必 须 且 只 需 存 在 8- 可 测 的 概率 
为 1 集合 flo, 使 得 对 每 个 € po, Q"tw, 了 (DD)) = 1. 这 里 8*(w,.) 
表示 Q(w,-) 的 外 测度 . 

证 充分 性 . 设 定理 中 所 给 条 件 满 足 ， 对 4E 三 令 

Qtw, fAN, wemo, 
Plo, A)= Pd : w¢ Qo, 
往 证 {P{(w,-),w € 2} 为 PP 关于 9 的 正则 条 件 概率 ， 首先 ， 对 
w E fo, 由 于 8*(w, (2)) = 1, 故 由 第 一 章 习 题 49 知 ， 四 "人 
限于 fn 8(R) = 二 (Fn)) 为 一 概率 测度 ， 从 而 Plw,:) 为 下 上 
的 概率 测度 (由 于 戎 假定 ，4nB = 二 f(A)nf(B) = 内. 此 外 ， 
对 任何 A < 下 , 存在 Be 8(R), 使 f(A4) = f(0)nB, 故 有 
Plw, A)= "(vw, f(A)) = "(wf(N)N B) = Qlw, B),w € Wo. 

因此 ， P(-, 4) 为 8- 可 测 的 ， 并 且 有 

Plw, A) = Q(w, B) = PIf™"(B)|9] = PL49]，a.s.. 


这 表明 {Plw,,),w e 0} 为 关于 9 的 正则 条 件 概率 . 
必要 性 . 设 存在 P 关于 9 的 正则 条 件 概率 {P(w, ,we 0}. 
令 
Ylw, 4) = Plw, {71(A)), A EBD)， 
则 易 见 {@(w,"),w eR} 为 f 关于 9 的 混合 条 件 分 布 ， 对 任何 满 
是 G2 f(N) 的 Ge B(R), 我 们 有 f-1(G) = ,从 而 BQ(w,G) = 1， 
因此 ， 对 一 切 w eR,Q*(w, 了 (9Q)) = 1. 设 A= {41,42,…} 为 生 
成 大 的 可 数 代数 ， 令 
= {w:Q(w, 4 = Go As), vn > 1), 


则 fo 为 -可 测 案 ， 且 P(846) = 1 此外， 对 ww € fo,Qlw,-) 
与 @(w,-) 限于 4 一 致 ， 从 而 在 下 上 一 致 .特别 ， 对 we fo 有 
Wl(w, FON) = 1. 


$4 Kolmogoroy 相 容 性 定理 
及 Tulcea 定理 的 推广 


下 面 我 们 用 紧 类 及 紧 测 度 的 概念 证 明 Kolmogorov 相 容 性 定 
理 的 一 个 推广 形式 .为 此 先 证 明 两 全 引 理 . 

4.1 引 理 设 C 为 人 0 上 的 紧 类 ， 则 cuy 及 cs 都 是 蜂 类 .这 里 
Cuf 及 Cs 分 别 表 示 用 有 限 并 及 可 列 交 运算 封闭 忆 所 得 的 集 类 . 


证 Cs 显然 是 紧 类 ， 只 需 证 Cuy 是 紧 类 ， 设 Don = U Cn E 
cur,m 之 1, 使 得 对 一 切 p > 1， 0 Dn 关 有 由 令 了 表示 那些 对 每 个 
满足 1< ms < MM, 的 自然 数 序列 fm ma 小 全体 ， 令 

p={{ma n>1}es: (cm #0. 


中 之 p 


由 于 
UPD.= /NU or= (em), 


nner nzpm=1 {mm }ET nep 
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于 是 对 每 个 p > 1, J 非 空 . 显然 有 几 JptiP 之 1, 往 证 门 Jp 产儿 
Pn 


对 每 个 n > 1, 性 取 五 中 一 元 素 {m 人 09,n > 1}， 由 于 对 固定 的 

nl1 < mt) < Mn 对 一 切 4 成 立 ， 从 而 对 任 一 由 无 穷 多 个 自然 数 
组 成 的 集合 A, 必 有 无 穷 多 个 9 属于 A, 使 得 ml) 取 相同 值 ， 因 
此 ， 由 归纳 法 可 构造 一 序列 {m*,n > 1}, 使 得 它 属于 J 且 对 一 
宙 p>1 及 1<n<p,ms = m 轴 对 无 穷 多 个 4 成立， 这 样 一 
来 ， 对 任 一 p 之 1, 存在 g>p, 使 m= m8,1 < n < p， 由 于 
{nx ;如 人 1E 太 CC 用 故 由 用 的 定义 知 {mt:,n > 1} € ,于 是 
fm 相克 从 而 对 一 切 pz Co 关 但 依 假 定 ，C 为 


紧 类 ,， 故 站 cg al 从 而 [DD。 多 注意， ND 32N Ds "小 这 


表明 Cuy 为 紧 类 . 证 毕 . 

下 一 引 理 推广 了 引 理 3.8. 

4-2 引 理 设 4 及 .为 百 上 的 两 个 半 伐 数 ，-4 了 了 .4C 为 五 
上 一 紧 类 ， 且 Cc. 令 记 为 Al1 上 的 一 非 氏 有 限 可 加 集 函 数 ， 
且 AD) < oo. 车 对 一 切 4E .4 有 


HA) ~ sup{fu(C): CC A, CE 


则 Fs 限于 及 为 o- 可 加 的 . 
证 令 .J4 及 上 4 为 分 别 由 -4 及 hz 产生 的 代数 ， 则 可 以 唯 
一 地 扩张 成 为 A1 上 的 有 限 可 加 集 函 数 ， 且 对 一 切 4E .4. 有 


ntlA) = sup{p(C): CCA, CECuH 


但 由 引 理 4.1 知 ，Cuj 为 紧 类 ， 区 由 引 理 3.8 知 : 上 限于 有 4 为 o- 
可 如 的 . 特别， 限于 为 o- 可 加 的 ,证 毕 . 

4.3 定理 ” 设 了 为 一 无 窃 集 ， Po( 卫 ) 为 了 的 非 空 有 限 子 集 全 
体 ， 设 (但 , 厂 ]isr 为 一 族 可 测 空 间 . 对 每 个 了 E Po( 站 设 放 为 
(I fe LF 上 的 一 概率 测度 . 假定 (1) 每 个 忆 为 (f2, 下 ) 


"了 和 这 


虐 的 紧 概 率 测度 ， 人) {Pr,T € Pol 了 )} 满足 如 下 相 容 性 条 件 ， 对 
了 1 Lo Ts, 有 


Pr(An,) = Pr, (Ar, x II 0:), An, 所 I[ 石 ， (4.1) 


iETavTi iETY 


则 在 (JQ, 芽 ) 上 存在 唯一 概率 测度 ,使得 对 一 切 了 < 
Po(7), 有 


P(Ar x TE 9;) = 产 (dr Ar e HF: (4.2) 


iEI\T iET 


= | {Ha:x Iln:: aie FieT), 


TESo(I) iT ey 


则 5 为 半 代 数 ， 且 o(5) = Tj 厂 . 令 
P(II4:xII®:) =Pr(II 4:), (4.3) 
iET i 证 iET 


由 {Pr,T€ Po} 的 相 容 性 知 ， 如 上 定义 的 PP 在 5S 上 堆 一 确定 ， 
有 限 可 加 ， 且 有 POL) = 1. 因此 ， 由 引 理 4.2, 为 证 呈 在 5S 上 
昌林 


c- 可 加 ， 只 禹 证 存在 一 紧 类 CC cS, 使 得 对 -一切 Ae S, 有 
PlA}= sup{P(IO: CC A CECY. (4.4) 
依 假 定 ， 对 每 个 i € 也 存在 Q; 上 一 紧 类 Ci c 大, 使 得 对 一 切 


AiE ,有 请 (4i) =supfROO :CCCE G. 不 妨 设 每 个 Cs 
对 可 列 交 运算 封闭 ， 令 


DPD= {cx[in;,c ee, i€ 了 |， 
了 5 


. 工 吕 3 。 


则 全 为 紧 类 . 事实 上 , 设 An = Cn x 了 jzyi, ;Cn ec 则 站 4 有 
如 下 形式 ， 了 BixIligs Bi, 其中 人 为 一 可 数 朱 , 且 Be Cuies. 
者 NA. = 由 则 存在 某 s€ 5 使 瑟 , = 由 由 于 吾 = 门 C。, 故 
由 Cs 的 紧 性 知 ， 存 在 {n: i, = 3} 的 有 限 子 集 J 使 ,c= 
从 而 站 ,和 = 内 因此 ， 力 为 肾 类 . 现 令 C = Dny， 则 C 为 紧 
类 ， Hecs. 设 4= TA x I ns < 人 S. 对 任 给 6 > 0, 取 
GEC,O; CC di, 使 得 


P(Ai) < Pi(O) = 


这 里 |T| 表示 了 中 元 素 的 个 数 . 令 


c= ex:= (cx1I) ee, 


iET i 证 了 了 
则 Cc4, 且 有 4VCC U(4 \ Oi) x D1:} 故 由 P 的 半 有 限 
量 1 | 


可 加 性 得 
P(A)}— P(C) < D>_ PA: \ Ci) < e. 
#4 蕊 了 T 
由 于 e > 0 是 任意 的 ， 故 有 (4.4). 因此 ， 已 在 5 上 是 o- 可 加 的 ， 
从 而 可 唯一 地 扩张 成 为 o{S) = I 上 的 一 概率 测度 ， 仍 记 为 也， 
YE 


显然 P 满足 (4.2)( 利 用 单 谓 类 定理 ). 卫 的 唯一 性 显然 . 证 毕 . 
作为 该 定理 的 推论 ， 我 们 有 如 下 的 
4.4 定理 ( 政 olmogorov 相 容 性 定理 ) 设 了 为 一 无 穷 集 ， 
Pol 了 为 工 的 非 空 有 限 子 集 全 体 ， 设 人 :万 ) = (RR, B{UR),i el. 
对 每 个 了 Te Po, 设 Pr 为 (RR ,8B(R))( =( 卫 9 卫 友 》 上 的 一 概 


率 测 度 . 假定 {Pr,T € Po(1)} 满足 相 容 性 条 件 ， 则 在 (RT', B(R)T) 
土 存在 唯一 的 概率 测度 PP, 使 得 对 一 切 了 <E Po(T), 有 (4.2) 式 . 


-和 


在 随机 过 程 理 论 中 ， 有 时 遇 到 如 下 的 概率 测度 的 扩张 问题 : 
设 (RD, 大 ) 为 一 可 测 空间 ， (Fr) 为 下 的 一 列 上 升 的 子 o- 代数 ,使 
得 cf( 门 无 = 天. 令 七, 为 无 上 的 概率 ， 使 得 已; 限于 天 .与 


五 一致 ， 是否 存在 下 上 的 唯一 概率 测度 ， 使 得 P 限于 每 个 五 
与 P,, 一 致 ? 

下 一 定理 回答 了 这 一 问题 ， 它 推广 了 Tulcea 定理 (第 四 章 定 
理 4.1). 

4.5 定理 ” 设 (人 ,大 ) 为 一 可 测 空 间 ， (天 ma 关 1 为 天 的 一 
列 上 升 子 o- 代数 ， 使 得 cf 天 )] = 下. 令 忆 , 为 态 上 的 报 率 测 
度 ，n 之 1, 假定 下 列 条 件 被 满足 ; 

(1) 对 一 切 n 之 1， PHI 天 =  ; 

{2) 对 一 切 m> 2, 存在 (0, 无 1) 到 (P, 石 ) 的 概率 核 { 见 第 
四 章 定 义 3.1)Qn(w,*), 使 得 对 一 切 Bn E 六 ,, 有 


PCB) = / Qn(w, Bra)P, 1 (dw), 
且 有 
GE ,QA SG) >0m A NG (4.5) 
(这 里 Ak(w) 表示 和 包含 w 的 天- 原 于 ); 
(3) {fw n> 1} CH, A = NN An ™) #0, 
则 存在 下 土 的 唯一 概率 测度 ， 使 得 卫 限于 每 个 万 与 PP 一致. 
证 令 4=UF. 由 条 件 (1),(Pi,n >1) 可 在 4 上 唯一 确定 


一 可 加 集 函 教 P, 使 得 PP 限于 每 个 天, 与 P, 一 致 ， 为 证 呈 在 4 
上 是 o- 可 加 的 ， 只 需 证 在 空 集 处 连续 . 设 Ba < .4 Bn ,我 
们 用 反 证 法 证 明 lim P(B.) = 0. 根 定 lim P(Bn) > 0. 不 妨 设 对 
每 个 = 二 1 有 Bu e Fn( 否 则 ， 可 以 在 序列 {Bsn > 1} 中 添加 某 
些 相同 的 B, 使 新 序列 具有 这 一 性 质 ), 由 条 件 (2), 对 每 个 n> 2， 


P(B,) = 上 gd (w)P (dw), 


" 15 ， 


其 中 (ww) = Qz(w, Ba), 
gw) = f Qa dD) .Qaw"-d, Bo) n> 3. 
从 
由 于 有 小 故 的 :fo 和 (tw). 由 控制 收 化 定理 ， 我 们 有 
f mre = lim P(B,) > 0, 
| Ee 


于 是 存在 w 中 ,使 如 (wt) > 0 实际 上 上 ， 必 有 wt e Bi1, 因为 不 然 
的 话 ， 由 (4.5) 知 


ge (wn) = Q2(w), Ba) < 人 ze 至) = 0, 


这 将 导致 hi(wt?) = 0. 
现 设 > 2 则 


gd (wu) = / gw) Qa, dw), 
了 
其 中 4 (wo) = Qa(w, Bash， 
gi(w) = 上 Gilo doG) Gao Br), n> 4 
于 是 gt (w) 4 hz(w), 有 
/ ha{w) Qa ,dw) = (wn) > 0. 

1 
因此 ， Qa(w 中 ,[ha > 0]) > 0， 从 而 由 性 5) 知 ， 存 在 w(2)， 使 
oo € A1(wtD), 且 hz(w(2)) > 0. 与 上 述 同 理 可 证 w(?) € Bz. 


wy) E Br, 且 wt) E 4nfotmm > 1， 由 于 六 J, 故 易 知 
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4ntte0 tr) C 4n(wt) 因此 ， 由 条 件 (3) 知 门 4nfwe) 天 由 
但 显然 有 An(w 中 ) C Bn, 故 门 号。 夭 久 这 与 假定 了 矛盾. 这 甫 骨 ， 
必须 有 lim P{B,) = 0, 两 此 。 忆 在 A 上 是 oj- 可 圳 的 ， 从 而 P. 
可 以 唯一 扩张 成 为 和 上 的 一 概率 测度 ， 定 理 证 毕 . 

注 实际 上 ， 和 条件 (2) 冀 合 条 件 (见习 题 4.7). 


习题 

4.8 为 什么 说 定理 4.5 是 Tulcea 定理 的 推广 形式 ? 

4-7 设 定理 4.5 的 条 件 人 2) 成 立 . 则 对 一 切 n>2 及 BE 1， 
有 ntw,B) = Jatw). 进一步 由 此 证 明和 条件 (2) 蕴含 条 件 (1). 

4.8 设 巨 为 一 被 兰 空间 ， 人 = C( 下 ,为 中 上 5- 值 连 
续 函 数 全 体 ， 令 下 [fo = wD) 为 内 上 典 则 过 程 ， = ao(Xs,# 艺 
tj) ,Fo = ol(Xs,# > 0). 如 果 对 每 个 二 在 石上 存在 一 概率 测度 P+ 
使 得 Ys < 已 与 王 在 石上 一 致 ， 则 存在 挨 - 上 一 概率 测度 己 
使 对 每 个 i,P 与 P! 在 上 一 臻 


§5 随机 变量 族 的 一 致 可 积 性 


5.1 定 光 设 (9, 大 ,了 P) 为 一 概率 空间 ， 天 为 一 族 可 积 随 机 变 
重 . 称 天 为 一 致 可 积 的 , 如 果 当 C 一 oo 时 ， 积 分 


/ Iélap, Ee 4 
[it] 


一 致 趋 于 截 . 
于 一 定理 给 出 了 一 个 一 臻 可 积 性 准则 
5.2 定理 令 开 CD 和 PP), 则 为 要 F 为 一 致 可 积 族 ， 必 


须 且 只 需 下 列 条 件 成 立 : 
{1) a = sup{ Elé|,t € 开 < 十 ooi 
(2) 对 任 给 < > 0, 存在 上 > 0, 使 得 对 任何 满足 El4) 和 5 的 
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太志 下 ,有 


op 人 |a 王 < e. (5.1) 
证 ”必要 性 . 设 为 一 致 可 积 族 ， 对 给 定 e>0, 取 忆 足 够 
大， 使 得 
dP < 
eh 人 Elen < 
另 一 方面 ， 我 们 有 
japscPl+ KlaP. (5.2) 
A Ee 


在 (5.2) 中 令 4 = 中 得 到 条 件 (1); 令 6 = e/(2C) 得 到 条 件 (2). 
充分 性 . 设 条 件 (1) 及 (2) 成 立 . 对 任 给 > 0, 选取 5>0 
使 条 件 (2) 中 结论 成 立 。 于 是 当 CC > afg 时 ， 由 于 


P(t > 0) < BB < S$ < 6 ¢ en, 


故 由 (5.1) 得 
glaP < ee eX. 
[ltl201 

这 表明 若是 一 致 可 积 族 . 证 毕 . 

5.3 定理 设 开 是 一 至 可 积 闭 ， 则 天 在 (和 < 了 P) 中 的 
闭 凸 包 也 是 一 致 可 积 的. 

证 ”由 定理 5.3 易 知 一 致 可 积 族 在 五 : 中 的 拟 包 是 一 致 可 积 
的 ， 困 此 只 需 证 天 的 凸 包 Xl 是 一 致 可 积 的 ， 显 然 Hi 满足 定理 
5.2 的 条 件 (1). 和 在 证 i 满足 条 件 (2). 对 给 定 e> 0, 选取 5> 0, 使 
条 忻 (2) 中 的 结论 对 形成 立 . 则 对 任何 n> 2,5&1,t2,… ,5&ECN 及 


满足 > ai = 1 的 非 负 实数 qi, oz,… ,an 和 对 任何 满足 P(A4) <6 
的 万 EeE 大 ,有 
上 [1 okilaP < 2 os [ ltlaP < e 
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这 表明 7 满足 条 件 (2), 故 和 为 一 致 可 积 族 . 证 毕 . 
下 一 定理 给 出 了 LI- 收 敏 准 册 . 
5.4 定理 ” 设 {4) 为 一 可 积 随 机 变量 序列 ，& 为 一 实 值 随机 

变量 . 则 王 列 条 件 等 价 ， 

{1} én 二 é; 

(2) 5 -> 县 (En) 为 一 致 可 积 ; 

(3) €» -Pr €, 县 百名 | ~ Elt| < o0. 

证 (1)e(3) 见 第 三 章 定理 2.9. 只 需 证 (1)4>(2). 
(0)=(2). 设计 态 E 令 AE 太 ,我 们 有 


/ uladP < / jglaP 十 [IE 一生] (5.3) 
则 - 怠 


给 定 e > 0, 取 一 正 数 NN, 使 得 当 n> 入 时， 有 Bilé&, 一 |] 达 e/2. 
再 选取 5 > 90, 使 得 对 任何 满足 P(A4) 入 二 的 由 < 天, 有 


[3 让 
/ae 3 /Eap < jn,2,..,N. {5.4) 


于 是 由 名 3) 及 (5.) 知 ， 对 任何 满足 P(A) < 5 的 4e 大 有 
supn J liniaP 三 es 此 外 有 supn BL 由] < ceo、 故 由 定理 5.2 知 ， 
(5&1) 为 一 致 可 积 族 . 最 后 ， 显 然 有 上 一 

二 (人 设 (56) 一 致 可 积 ， 且 & 一 5 由 Fatou 引 理 ， 
E[lél} < sup 到 [区 有 ] < 二 oo, 页 去 可 积 ， 有 从 而 (一 与 为 一 致 可 
积 . 对 人 尾 第 e > 0, 由 定理 5.2 知 ， 存 在 4 > 0 使 得 邓 尾 何 满足 
P(A)<5 的 Ae 六 ,有 


sup / 外 一 
n Ja 


取 丰 亮 分 太 ， 司 得 当 关 > 时， 有 人 [ 近 。 一 直 宇 可)< 6 于 是 当 

n > N 时 ， 我 们 有 

所 | 区。 一 一 此 他 万 a — tidP < 2e, 
已 -人 和 + tldP < 2e 


. Ta 


1 rp . 


这 表明 6 世上 定理 证 毕 . 

下 一 定理 给 出 了 一 致 可 积 性 的 又 一 准则 . 

5.5 定理 设 媒 c (Rn 大 PP) 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 开 是 一 致 可 积 的 ; 

(2) 存在 避 + 上 满足 lim 各 = oo 的 非 负 Borel 函数 w, 使 得 
sup Elp oll < oo. 
EE 

证 (1)3(2). 设 天 为 一 玛 可 积 族 ， 由 于 对 任何 aa > 0, 有 
jn 由 一 otdP < fi esal lladP, 故 存在 自然 数 nk T oo, 使 得 


sup 上 (| — ng)tdP < 2 天 1 
EN J 
pt) = nn)t, nti<nt+l,n=0,1,2,... 
k>1 . 
则 wp 非 负 ， 单 调 非 降 且 右 连续 . 此 外 有 


Pm) | Rp 
0 


从 而 lim ?加 = oo. 最 后 


Blp og] = 3 nn)+P(n < Kl < n+1]) 
= > > —nx)tPln < |é| < n+1}) 
一 > ful — ne)tdP <1. 
(1)=>(2) 得 证 . 


:1M + 


(2) 坟 (1). 设 (2) 成 立 ， 对 给 定 e> 0. 令 a= M/e 其 中 M = 
sup Elp ° EE. 选取 充分 大 的 ,使 得 当 t 宇 局 了 时， 有 w(t)/t > 4a. 


则 在 [|| > C] 上 ， 我 们 有 长 | < 史 2 名， 故 有 


{kap<if vokap<¥ 
[Ilé#|>0] 2 4s|20) 4 


酒 此 尖 为 一 致 可 积 族 . 
5.6 了 系 设 和 CLIP, 天,P),(p > 1). 如 果 sup E[Ié|?] < oo， 
EEN 


岩 守 为 一 致 可 积 族 . 
证 令 p(t) = tp,t> 0. 由 定理 5.5 立 得 系 的 结论 ， 另 一 直接 
证 明 如 下 : 令 a= sup E[ltI?), 则 YC > 0, 有 


=¢, .Ey. 


| P 
fapsf Eds sls se 
ltl>d] [EC CC? 一 CP-1 Cp-1 


鼓 由 定义 知 ， 开 为 一 致 可 积 族 . 

5.7 定理 设 (02, 下 ,也 ) 为 概率 空间 ， 上 为 一 可 积 随机 变量 ， 
(9ijier 为 一 族 天 的 子 c- 代数 令 二 情 和 色 ], 则 (9 ED 为 一 
致 可 积 族 . 

证 计 任 人 柯 CC > 0, 我 们 有 


POIml 2 0) < Blinl] < BEL), ieD, 
于 是 有 (注意 | 宇 CC 9;) 
f mapsf _ ilapsip(ml2>c)+f kar 
[il] [al 空 安 ] [| 衬 ] 
< saKll+/ KEIaP 
[1 之 可 


对 6 >0, 取 5>0, 使 得 esa tlaP < ef2. 则 当 忆 (25616)E[II] 
时 ， 有 下 wa InildP < eiEl, 这 表明 (Ta 所 1) 为 一 致 可 积 族 . 
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下 面 我 们 进一步 研究 一 致 可 积 随机 变量 族 的 性 质 . 设 £1,62,*…… 
为 可 积 随 机 变量 . 如果 对 一 切 有 界 随机 变量 % 有 lim Elénn] = 
”五 [9 则 称 5 在 5: 中 弱 收 敦 于 红 见 第 三 章 定 义 4.16). 

5.8 引 理 ” 设 fen) 为 (9 和 天,P) 上 一 可 积 随机 变量 序列 ， 则 
为 要 在 IL! 中 弱 收 效 于 某 可 积 随机 变量 &, 必须 且 只 需 对 每 个 
4E 地, 盏 [ET4] 的 极限 存在 且 有 穷 . 

证 必要 性 显然 . 往 证 充 性 . 设 引 理 的 条 件 成 立 . 令 jn 为 名 
关于 P 的 不 定 积分 ， 由 Vitali-Hahn-Saks 定理 {第 三 章 定 理 3.15) 
知 ， sup 上 aa = sup El én|] < oo. 此 外 , 存在 下 上 一 有 限 测 度 ,使 
对 一 切 A4E ,有 jp(4) = lm jn(4), 且 有 kh 雪 P. 令 6= 串 . 则 
易 见 与 弱 收 仇 于 &.{ 这 里 用 到 第 二 章 习 题 1.14 及 sup E[llén|l] < ee 
这 一 事实 .) 

下 一 定理 是 著名 的 Dunford-Pettis 弱 紧 性 准则 的 一 个 部 分 
(对 概率 论 最 有 用 的 部 分 ). | 

5.9 定理 设 基 CIO, 下 ,了 P), 山下 列 条 件 等 价 ， 

(1) XH 为 一 致 可 积 族 ; 

(2) 对 知 中 的 任 一 序列 (f。), 存在 其 子 列 (&%), 使 之 在 L? 中 
弱 收 笋 . 

证 (1) 一 (2). 设 开 为 一 致 可 积 族 . 令 (6%) 为 开 中 的 一 序列 ， 
8 = o(&1,€2,…), 则 9 为 一 可 分 的 o- 代数 ， 故 存在 一 可 数 代数 
有 二 {机 ;A2,…, 使 of- = 9. 由 对 角 线 法 则 ， 可 选 (én) 的 子 列 
(én.) 使 得 对 一 切 了 > 1, 极限 lim E14;] 存在 且 有 穷 ， 令 


2 = {A e 9 : lim Elémw14] 存 在 且 有 穷 }. 


利用 (wn.) 的 一 致 可 积 性 { 见 定理 5.2) 不 难看 出 ZH 为 一 单调 类 . 

由 于 .4 志 兴 , 故 由 单调 类 定理 知 天 三 乡 于 是 由 引 理 5.8 知 ，(én,) 
在 L(R,9,P) 中 弱 收 敏 ， 从 而 对 一 切 有 界 乡 可 测 随 机 变量 1 极 
限 lim E[é#m.7] 存在 且 有 穷 . 现 设 4E 二 令 ? = [I4|19j, 则 有 


+ 1 和 二 * 


Elén, Tal = EIB{En Ta|9]] = Bn 从 而 极限 im 发 ,7al 存在 且 
有 穷 . 再 由 引 理 5.8 知 ， (和 ) 在 Li(0, 大, 了) 中 弦 收 化 (1)=(2) 
得 证 ， 

(2) 污 (14). 我们 用 反 和 证 法 . 假定 (1) 不 成 立 , 则 存在 并 中 一 序列 
(én) ， 使 得 ， 或 者 lim ELlé&n1| = oo; 或 者 存在 某 e>0 和 天 中 的 


ho 


一 列 集合 (Ann > 1), 使 得 im P(As) 二 0, 且 inf fa. | | 后 | ><e. 由 
Vitali-Hahn-Saks 定理 知 ， 该 序列 不 可 能 有 弱 收 复 子 列 ， (2 全 (有 
得 证 . 


习题 
5.10 设 (5) 为 一 致 可 积 随机 变量 序列 ， 则 有 


lim BI= KE |én|] 一 


5.11 设 基 CN,, 吕 ), 车 XK 满足 如 下 条 件 : 
An EF,An 4 lim, sup f ltlaP =0, 
RD EE A 
则 对 性 给 <> 0 存在 5 > 0, 七 得 
且 E 天 ,PP(4) < 一 up / tlaP < «. 
teEn da 
5.12 设 Nl 及 Hs 为 一 致 可 积 随机 变量 族 . 令 
= {1 +é2: £1 € Hi,62 € Ht2}, 
则 HK 为 一 到 可 积 族 ， 
8$6 本 性 上 确 界 


6.1 定义 设 (0, 了 , 卫 ) 为 一 概率 空间 ， 泡 为 随机 变量 的 非 空 
族 ， 称 随机 变量 了 为 并 的 本 性 上 确 界 , 如 果 ? 满足 下 列 条 件 ， 


+ 1 


中 对 一 切 EeE XH, 有 所 Da.s.; 

(1) 设 为 任 一 随机 变量 ， 使 得 对 一 切 fENR 有 < a8.， 
则 有 二 a.s.. 

容易 看 出 : 车 其 的 本 性 上 确 界 存在 , 则 必 叭 一 (不 计 a.s. 相等 
的 两 个 随机 变量 的 差别 ) , 我 们 用 e559upé 或 ess.sup Kt 表示 之 . 


在 上 述 (i) 及 ( 训 中 将 不 等 号 反 向 ， 就 得 到 本 性 下 确 界 的 定 
义 . 天 的 本 性 下 确 界 记 为 ep 或 ess.inf Xt. 


下 一 定理 表明 ,随机 变量 的 非 空 族 的 本 性 上 (下 }) 确 界 总 存在 . 
6.2 定理 令 筷 为 随机 变量 的 非 空 族 . 则 和 天 的 本 性 上 (下) 确 
界 存在 ， 且 有 开 中 的 至 窗 可 数 个 元 素 (&,), 使 得 


ess.sup HY = Wo， (ess.inf }f = V én). 


名 进一步 ， 天 对 取 有 限 上 (下 ) 端 运 算 封闭 ( 即 ， ,neEX=>3fe 
XH, 使 得 f= EY ,as.), 则 (6n) 可 取 为 一 as. 单调 增 ( 降 ) 序列 . 

证 只 考虑 本 性 上 确 界 情形 . 第 二 结论 显然 . 为 证 第 一 结论 , 不 
妨 设 节 中 的 元 一 至 有 界 ， 否 则 可 以 考虑 随机 变量 族 和 H = {arctgt : 
& EK}. 此 外 ， 显 然 可 以 进一步 假定 并 对 取 有 限 上 端 运算 封闭 . 
这 时 ， 令 (én) CH 为 一 单调 增 序列 ， 使 得 


lim Elé,] = sup EE]. 
To £EH 


令 9= Ver, 往 证 ?为 3 的 本 性 上 确 界 .为 此 只 需 验证 定义 6.1 
中 的 两 个 条 件 、 条 件 ( 闻 显然 成 立 ， 故 只 需 证 条 件 0) 成 立 . 设 
& EH 令 妈 =tnVE, 则 (如 ) CH(6) 单调 增 , 且 lim 6%= #9V&， 
我 们 有 

Blnv d= lim EK,] < sup BIE = Eln]. 


由 于 nVé 之 上 式 表 明 ?9VvVE=?9a.s., 此 即 了 > as 条 件 忆 得 
证 .定理 证 毕 . 


,1694 ， 


注 令 ( 侣 开 ,P) 为 一 概率 空间 ， 设 CC 大 且 上 非 空 ， 令 
= {ic:C eC}, 
则 由 定理 知 ， 存 在 (Ce) CC, 使 得 


To, = Vo, = ess.sup H. 


我 们 称 L Cn 为 C 的 本 性 上 确 界 ， 并 用 ess.supC 记 之 ， 类 似 定 义 
C 的 本 性 下 确 界 . 

下 一 定理 称 为 Halmos-Savage 定理 . 

6.3 定理 设 (0, 了, 卫 ) 为 一 概率 空间 ， At 为 下 上 的 一 族 P- 
绝对 连续 的 概率 测度 , 且 对 可 列 凸 组 合 封闭 . 如 果 对 任 一 P(A} > 0 
的 A Ee 下, 存在 @E€ A4, 使 得 Q(4) > 0 则 存在 Qo es Af, 使 得 Qe 
与 了 等 价 . 

证 令 s= {[ 妥 > oj :ee Ah}. 由 于 M 对 可 列 丁 组合 
封闭 ，& 对 集合 可 列 并 运算 as. 封闭 .于 是 存在 Qo e At, 使 得 
[2 环 > o 二 ess.sup 今 , 即 有 


P([Se > oj = SUP {P(S) :SE s}. 


往 证 Qo 与 已 等 价 ， 令 50 = [人 2 > 上 ,只 需 证 P(50) =1. 如 果 
P(50) > 1, 则 依 假 定 看 在 Qi € At, 使 Qin 50) > 0. 于 是 若 令 
9 一 守则 QeM 且 P([ 品 > 可 ) >P([ 边 > 可), 这 
导致 予 盾 .定理 证 毕 . 

下 一 定理 相对论 及 金融 数学 中 有 重要 应 用 . 

6.4 定理 ( 严 加 安 图 ) 设 (如 ,大 ,局 ) 为 一 概率 空间 ， 天 为 王 
中 的 一 凸 集 ， 且 0e 天. 则 下 列 三 个 条 件 等 价 : 

(1) 对 任 一 9€ (Lt \ {0}, 存在 c>0, 使 cn gg KK-{(L>)+， 

(2) 对 任 一 非 不 是 道 4E ,存在 c>0, 使 cla 4 FR-~(LS)t， 
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(3) 存在 6 & L™ 使 得 5 > 0, as. 且 supeer E[¢é] < oo， 
这 里 六 表示 吾 在 瑟 中 的 闭 包 . 

证 (1) 三 (2) 显 热 . 往 证 (2 一 (3 全 4E 大 且 P4) > 由 
由 上 稻 设 ， 存 在 c>0 使 cfg 天 一 (Eeeji+, 由 于 大- (e+ 是 六 
中 的 凸 桌 ， 工 = 是 Li 的 对 人 惕 空间 , 由 泛 函 分 析 中 的 Hahn-Banach 
定理 知 ， 存 在 8€ IL” 使 


sup  E[0(€ ~”)] < cElOral. (6.1) 
£ER MEL™)t 
在 (6.1) 中 取 £=0,n=ab, 及 a>0 得 到 
aE[(0-Y] < cEl9Ial. (6.2) 


由 于 (6.2) 对 一 切 a > 0 成 立 ， 必 有 9 =0 as, 即 9e(Fc)+. 此 
外 ， 显 然 有 P(8 > 0) > 0. 车 以 5 代 才 9, 可 假定 Be] = 1. 于 
是 由 (6.1) 得 supeex [6] < <. 令 

= {8€(L™)t :EG =1, sup E[0é] < o0}. 
我 们 己 证 五 非 空 , 令 C = {B88=0 :9€ HI}, 往 证 C 对 可 列 交 封 


闭 ， 设 (pnj C H,cn = supeer B05t],dn = 9,6=. 取 严 格 正 实数 
列 (bu), 满足 


Dbn = 1i, Dcnbn < 00, DY _ bndn < oO 


设 9= 并 png. 显然 9E 五 且 [9=0]= ,I0, = 加 这 表明 C 对 
可 列 交 封闭 .于 是 存在 5《e 互 , 使 

P(E¢ = 0 = inf P(B=0) (6.3) 
往 证 《 > 0， a.s.. 扔 定 P(E = 中 >0. 令 4=[C= ,出 上 
所 证 ， 存 在 ge HH 使 (6.1) 成 立 . 特别 有 El91lc-a] > 0. 这 蕴含 
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P(f0 > On = >0. 从 而 PIG=onKC=o<P[K=0). 但 
8=0nN[t= 人 ec, 这 与 (6.3) 不 盾 . 

(3) 全 (1). 设 (1) 不 成 立 . 副 存 在 9 € (ZL')+ \ {0} 使 对 所 有 
c>0 都 有 en € KK 一 (L%)+. 对 每 个 n 存 在 & E 天 ,mn e (LY)+ 及 
6 刁 Ll 使 他 他 一 tn — Tn 一 6 且 岂 油 | 了 所 =. 我 们 有 tn 之 nn 二 hn， 
且 对 尾 一 严格 正 的 随机 变量 ¢ 有 

sup E[Cé] > sup E[én] = 十 co， 
~ 上 于 nn 
这 表明 {3) 不 成 立 . (3) = {1) 得 证 . 

6.5 系 设 K 是 工 中 一 凸 集 , 车 对 下 中 的 任 一 点 列 (fa), 有 
> 二 马 0 (或 者 等 价 地 ， ve > 4 存在 c>0 使 嘴 E 天 PKE>o< 
< 小 则 存在 上 ec 司 5 > Das, 且 supeer it] < ec， 

证 只 需 证 明定 理 6.4 的 条 件 (1) 成 立 . 不 妨 设 0E 天 ,否则 
任 取 9 E 下 ,以 她 一 让 :zzE 天 代替 天 .从 定理 64(3) 一 (1) 的 
证 明 看 出 ， 车 (1) 不 成 立 ， 则 存在 7 € (DDT \ {0},(&)CEK 及 
(6n) C1, 使 得 对 每 个 n， 有 |nllz < 工 及 经 > 9+ 全 .这 与 
-30 矛盾 .证 毕 . 

下 一 定理 给 出 了 本 性 下 确 界 与 条 件 期 望 可 交换 的 一 个 充 要 条 
忻 ( 见 严 加 安 各). 

6.6 定理 设 天 C4 满足 inf{E[&] : EH} > 一 oo, 则 下 列 
条 件 等 价 ， 

(1) 对 任意 的 位, 因 二 并 及 6 >0, 存在 & HN, 使 得 


El(ns —m Am)t] < 


(2}) Eless.inf Hl:=inf{ EE : € € WH); . 
(3) ess.infF 可 积 ， 且 对 每 个 三 的 子 a- 代数 9, 有 


Elessinf H|9] = ess-inf {BE 9) : € € H); (6.4) 
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证 人 过 (2). 设 (D) 成 立 - 取 (6) Cc 3 使 lm Ben] = 
infeexn E[éE]=A. 对 给 定 E> 0, 令 11 一 é1, 并 妇 纳 选取 Tn = Xt, 使 
El(nn 一 mr-1 Atn)t] ~ 172n 一 1， 之 2 念 如 = (mn —nn 1Aén)T, 于 之 
2 21 = 0, 并 令 


[| 
Tn 二 > Bey Nn = n+ yn n> 1. 
点 一 元 十 


则 有 
和 = ?n+ 上 +1 十 Yntl < (Tn 十 Sn+1) 十 ?mi 三 nn 守之 1,. 
于 是 只 单调 下 降 趋 于 一 极限 由. 由 于 
h < Eln] < Elé,] + ElSn], Elwn] + Elyn), 
县 lim 吾 [fo] = lm Elyn] = 0, 我 们 有 
En = lm Etl= lim Elén] =h. 
现 令 £* 一 A En 往 证 Elé*] 二 内 及 et” = esg.inf Ht, 由 此 推 
得 (2). 我 们 有 (注意 == 0) 
= Wn + yn < En bn + Yn < én 久之， 
从 而 
”= A A t+)= +. 
因此 有 
EI"] > EW]— EY] > he 
由 于 e>0 是 任意 的 ， 且 Elé*] < inf, EIén] 一 上, 玻 有 EB[E*] = 声 . 
另 一 方面 ， 对 任 一 f0 € 天 ,考虑 序列 (&%,n 之 名 . 由 已 证 结果 得 
Elto A£"} = E{A tx] =h = Blé"), 
上 一 身 
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由 此 知 0 > &*,a.s.. 于 是 最 终 有 上 =ess.infH. (1) 全 (2) 得 证 ， 
(2) 坟 (1). 设 (2) 成 立 ， 令 对 二 ess.infH. 依 假 定 有 EEE"] = 
infeen EE 二 hh. 于 是 对 任 给 < > 0, 存在 €€Z 使 EI] < 十 e, 即 
EE 一 |] < 所 这 更 含 〈). 
(1) 之 (3 设 (1) 成立. 令 = {BE 外 : &€ 和}. 对 任 给 
;TT2;73 E 并, 由 Jensen 不 等 式 ， 


(Elns| 09) — Elml9} A Elm| OD)+ < (Elns — mm An2|9))! 
< Ellms 一 人 和 ?2 六 | 引 ， 


从 而 XK' 满足 条 件 (1). 对 任 给 4 EH, 令 
Ha= {at: teH}, Hh = {Tt: €€ NH}. 
”显然 Ha 及 Tta 满足 (1). 因此 由 (1) = (2) 有 
Ellnessinf H| = Eless.inf Ha| = inf Eléia] 
= i BIBIEI9N4) = iat, BM 
= Eless.inf H,] 
z = ElIaess.inf KH', 
由 此 推 得 (6.4}. 
(3) 一 (2) 显然 ， 事 实 上 上 ,在 (6.4) 中 令 98 = 他 从 } 即 得 (2). 


习题 
6.7 设 (, 丰 ,PP) 为 一 概率 空间 ， 9 为 下 的 一 子 vo- 代数， 
站 EE 下, 则 


[EIIalG] > 0 = ess.in {BEG: BO A), 
[ElIalG} =1]=ess.sup{BESG: BC A}. 
6.8 设 (€,én,n 之 1) 为 一 列 实 值 随机 变量 ， 令 
slimsupén = esg-inf {7 : lim Plén > 7) = 0}, 
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slim inf fn = ess.sup {7 : lim Pen < = 0), 


则 
lminfé, < sliminfé, < slim sup és, < lim sup é,, 
ps be Ty 下 


tn slimaup tn = slim inf tn， 


68.9 设 定 理 6.6 中 的 三 个 等 和 价 条 件 之 一 成 立 ， 令 大 己 愉 , 使 得 
infeex E[€] = infeex EIE], 则 ess.infKC= ess.inf H, 且 有 


Eless.nf HN|G| = ess.inf{ EE 91:é E Kk} 


$7 解析 集 与 Choquet 容 度 


设 {人 0, 下 ) 为 一 可 测 空 间 . 本 节 主 要 介绍 下- 解析 集 的 概念 和 基 
本 性 质 ， 并 借助 于 Choquet 容 度 证 明 敌 解析 集 是 普遍 可 测 集 ， 

7.1 定义 设 下 为 一 抽象 集合 ， 丰 为 下 上 一 集 类 ， 且 8 <e 大. 
令 志 为 玉 的 一 子 集 , 如 果 存 在 一 可 距离 化 紧 拓 扑 空间 马 及 ExF 
的 一 子 集 B E (KK(E) @ 天)os 使 得 4 为 总 在 入 上 的 投影 ， 则 称 
4 为 厂 解 析 集 . 这 里 大 (五 ) 表示 台中 紧 子 集 全 体 ， 大 (五 ] 图 下 一 
{K x G:K eK(E)}. 

今后 用 A(F} 表示 大 解析 和 集 全 体 ， 由 定义 立刻 推 知 如 下 

7.23 引 理 设 大 为 严 上 一 集 类 ， 且 由 <E 天 则 

(二天 SF 

(2) 站 E .4 大 ) 一 存在 Be 所 ,使 BD 有 A; 

(3) Fe .4 大) 会 丽 E 大 | 

[4 车 吕 为 王 上 一 集 类 ， 且 咱 2 大 则 449) > 4CF)， 
7.3 定理 设 秋 为 声 上 一 梨 类 ， 且 8E 大 则 .4 和 大) 对 可 列 并 
及 订 列 交 运 算 封 闭 . 

证 设 4。e .4 天),m > 1. 依 定义 ， 对 每 个 n, 存在 一 可 距离 
化 紧 空间 EB 及 En x 的 一 子 集 Bn E (KXK(En) @ 下)os, 使 得 4 

为 Bn 在 互 上 的 投影 . 令 吾 为 滋 积 拓扑 空间 TIE, , 则 易 知 互 是 


.300 + 


可 曰 离 化 的 紧 空 间 . 令 Cn = Bix x EixBx Ervin:( 下 
面 简 记 为 J Em x Ba), 则 有 
mn 


站 4 =r(Cn) = 下 Ca， (7 


这 里 表示 妃 x 五 到 五 上 的 投影 ， 并 将 Cn 视 为 互 x 瑟 的 子 
集 . 设 五 " 一 (Bnx, 其 中 Bx € (KEK (En,) ® 大) 天 之 1. 由 于 
lI Em x Bnm E (天 (五 ] 因 天) 故 Cn E (K(B)®F)rs, 从 而 NG E 
Te 


(K(E)@F)os. 由 (7.1) 知人 门 4 EA(F), 这 表明 A( 太 ) 对 可 列 交 运 


算 封 闭 . 
现 令 瑟 为 ( 瑟 )] 的 拓扑 各 的 单 点 紧 化 ， 则 EE 为 可 四 离 


化 紧 空 间 ， 我 们 将 2(En x 了 了) 与 (2 En) xx 卫视 为 同一 ， 并 用 元 
表示 巨 x 了 到 玉 上 的 投影 则 有 


"(YBn) = (a (7.2) 
由 于 于 Box e (K(B)@ ,有 Vn #1m, Br Nn Bn =D 故 有 
S, B, 一 》 们 Bus 一 站 > Bik (K(E) ®@ F)os. 
Le | k nn 


于 是 由 (7.2) 知 ， N14, E A()， 这 表明 -4(F) 对 可 列 并 运算 封 


闭 。 定理 证 毕 . 
7.4 引 理 设 三 为 忆 上 一 集 类 ， 且 be 广 令 互 为 -可 距离 
化 紧 空间 则 V4 < A(K(E) @ 太 ),A 到 下 上 投影 为 下 解析 集 . 
证 依 定义 , 存在 一 可 距离 化 紧 空 间 G 及 {K(G)@KC(B)@F)cs 
的 一 元 素 A1, 使 得 4 为 41 在 Ex 玉 上 的 投影 . 但 Gx 吾 为 可 距 
高 化 紧 空 间 ， 太 (0(E) CK(G x 书 ), 且 4 在 上 的 投影 与 


4 在 五 上 的 投影 一 致 ， 故 fr(4) 为 三 - 解析 和 集 (因为 依 定 羡 (41) 
为 了 F- 解析 集 ). 证 毕 . 

7.5 定理 设 下 为 上 一 集 类 ， 且 8e 下. 则 

(1) A(A(TF)) = ALF); 

(2) 为 要 cf(F) C A( 六 ), 必须 且 只 需 : 4E 大 全 A Ee .AF). 

证 (1) 设 4 € A(A( 玉 )), 则 存在 一 可 距离 化 紧 空 间 EE 及 一 
A'€ (KE)® AL4F))os, 使 得 4 为 如 在 马上 的 投影 . 但 显然 有 


(加 .万 C A(KIEY 四 F), 


故 由 定理 7.3 知 A' E A(KL(E) @ 下， 因此， 由 引 理 74 和 折 AE 
A( 天 ).(1) 得 证 . 
(2) 只 需 证 充分 性 设 {2) 中 条 性 成 立 ， 令 


0G = {AE .AF): A € A(F)}, 


唱 下 C8, 并 由 定理 7.3 知 ，98 为 o- 代数 ,， 故 efPF) C8cA(7). 
证 毕 . 

7.6 定理 设 (QR, 天) 为 一 可 测 空 间 ， 七 为 一 具 可 数 基 的 局 部 
紧 Hausdorff 空间 ， 则 有 

(1) BC(X) C ACC(X)), ACB(X)) = A(K(X)); 

(2) B(X) x C A(B(X) xx 和 4 在 中 上 的 投影 为 大 解析 
人 案 ， 

证 避 ) 设 玉 EK(X), 则 KK 为 开 集 . 令 WH 为 到 的 可 数 基 ， 则 
对 每 个 z € KK°, 存在 开 集 ,其 闭 包 为 紧 集 , 使 得 zeEUCUCEK:. 
于 是 存在 VE WU, 使 得 7 为 紧 集 , 有 xeVCcVcK:. 令 y={Ve 
2 :T 为 紧 集 ， 且 六 CK), 则 为 可 数 类 ， 且 五 = WY,™ 故 

三 


Ke e K(X),, 从 而 天 ce A(K(X)). 由 于 o(X(X)) = B(X). 故 由 定 
理 75 知 ，KCX) C B(X) CA(K(X)), 从 而 有 A(B(X)) = .A(K(X)). 

(2) B € K(X)®@ F, 则 Be € (K(X) @ F)o C AKLXY} ® F). 
又 由 于 o{K(X)@) = B(X) x 大 故 K(X)@FC B(X)}xFC 


A(K(X)@ 下 (定理 7.5(2)). 因此 由 定理 7.5(1) 知 ，A(K(X)@) = 
A(B(X) x £). 


"2 


(3} 由 于 其 是 5- 紧 的 (第 五 章 习 题 1.37), 存在 Ks €E K(X),n> 
1, 使 革 = 二 Kn. 对 每 个 mw 我 们 有 (见习 题 7.12) 


(Kn x NN AKLX) DA) 
= A(K, x QA)NOX) ® F)) 
一 A(K, NKCXYY ® FY. 


由 于 KK; 为 可 距离 化 紧 空间 ， 且 (Ks) = Kn 1K(XX), 页 对 任何 
4E AK(X)@ ,CK x NNA 在 上 的 投影 为 下 解析 集 ( 引 
理 7.4. 担 太 = [UK x nA, 故 A 在 上 的 投影 也 是 下 解 


析 集 ， 证 毕 . 

下 面 我 们 定义 Choquet 容 度 ， 

7.7 定义 设 丰 为 上 一 集 类 ， 它 对 有 限 并 及 有 限 交 运算 幸 
闭 ， 且 外 e 基 . 令 .A[F) 表示 下 的 所 有 子 集 全 体 ， 了 为 4( 大 ) 上 的 
一 非 负 集 阔 数 . 称 了 为 上 的 一 Choquet 三 - 容 广 , 如 果 了 具有 
下 列 性 质 : 

{1} I 单调 非 降 ， A CB= 14) < 1(B); 

{2) 了 从 下 连续 ， 4。 有 4 地 TCA5) +A); 

(3) 了 沿 大 从 上 连续 ， A% EF An 二 及 节 I(A,) TiAY.F 的 
子 集 4 称 为 -可 容 的 , 如 果 


T(4) = sup{I(B): BC A,B e Fs}. {7.3) 


7.8 引 理 设 I 为 下 上 的 Choquet 大 . 容 度 ， 则 五 * 中 每 个 元 
素 都 是 I 可 容 的 . 

证 设 4e 厂 5 车 区 4) = 一 o0, 则 了 IT( 骨 二 -oo. 故 (7.3) 成 
立 . 现 设 1(4) > -oo, 令 4wm & 大 使 得 4 = 门 U4。nw， 出 于 
F 对 有 限 并 运算 封闭 ， 故 不 妨 设 对 固定 n (Awm;m > 1) 为 非 降 
序列 ， 令 4。 = U Anmsm 之 1， 为 证 (7.3), 只 需 证 明 : 对 任何 
a < JT(4), 存在 BeF,BcAh, 第 TT(B)> a. 


现 设 e < 1(4), 由 了 的 从 下 连 悉 性 ， 我 们 有 
1(A)= (AN A1) = lim I(AN Aim). 


邦 存 在 mi, 使 (4n Aim,) > a. 这 时 有 
TAN A m) = T(tAN ALm, NA2) = lim TIT(ANM ALm MN Az,m), 


于 是 存在 mz, 使 I(4 Am 门 Azms) > a. 依 此 类 推 我 们 得 到 
一 自然 数列 (mx jk>1, 使 得 对 一 切 有 >1, 有 


I(ANALm, NN A m,) > 上 


全 五 ,= 4umw 互 = NM Be, My Bo € ,Bn 号 & Fs 由 于 


IT(Bn) > a, 改 由 了 沿 天 的 从 上 连续 性 知 1(B) = lm I(Bn) > a. 
由 于 Bs C 4 故 称 BC A. 引 理 证 毕 . 
一 定理 称 为 Choquet 定理 . 

7.9 定理 设 了 为 下 上 的 Choquet 产 - 容 度 ， 则 一 切 大 解析 
集 都 是 I- 可 容 的 . 

证 设 妨 E&€ ALF), 则 存在 一 可 距离 化 紧 空 间 EE 及 一 BE 
{KR{E) ® Fos, 使 得 4 = r(8B8). 这 里 为 ExF 到 下 上 的 投 
影 . 令 开 = (HX(E) @ 下)ujy(Cus 表示 用 有 限 并 运算 封闭 C 所 得 
集 类 ), 由 于 励 ( 忆 ) @ 大 ) 对 有 限 交 运算 封闭 ， 才 天 亦 然 ， 此 外 有 
Fos = (KE) ® F)ows: 令 

J(H) = I(x(H)), HOExF 


往 证 了 为 巨 X 二 上 的 Choquet XH 容 度 ， 显 然 了 满足 定义 77 中 
的 性 质 (1) 及 (2). 剩 下 只 需 验证 性 质 (3) 


证 HeH,H= Ui (Ce x Do, 其 中 Cr € K(E), Ds e 7, 出 对 
z ex( 且 ), 我 们 有 (EX {eC x{z), 其 中 外 且 


c= [) ceeK(B)， 
{kreED} 


= 进 必 是 = 


现 设 Bs EH, Bn 令 z Ee AN r(B,), 则 对 每 个 n, 存在 Ce K(E)， 


使 得 
(Ex {2}) nN B, = CO, x {rz}. 


由 于 Bn 上 | 故 Cn 上 又 因 Cn 为 巨 的 非 空 紧 子 集 , 故 门 Cn 关外 于 


是 
{Ex {zD nf |B, = 门 Cn x {x} 天 由 


即 有 xz E (nl, Bm). 这 表明 门 , 7(B。) C 7( 门 , Ba). 但 相反 的 包含 
关系 恒 成 立 ， 故 有 


门 x(CB。) = (| B.). (7.4) 


由 于 r(Bu) € ,7(Bs) | 故 由 1 沿 产 的 从 上 连续 性 得 
7( 门 8 = T(r( B80.)) = I "(Bn)) 


一 ,im I(r(B,)) = dim J(B,), 


这 表明 了 沿江 从 上 连续 . 因此 J 为 Ex 户 上 的 Choquet KH- 容 

下 面 带 助 于 容 度 了 证明 4 是 二 -可 容 的 ， 由 于 号 EMo5, 故 由 
引 理 7.8,B 为 了 可 和 容 的 . 但 由 (7.4) 看 出 ，C € 3s 全 ACE 厂 ， 
于 是 有 


.IT(A) = I(x(B)) _ J(B) 一 sup :CC BO eHs} 
=#sup{Ir(C)): CCB CE Ms} 
<sup{T(D): DC A DE Rs}. 


但 恒 有 I(A) > sup{1(D) ; DDC 4,D Ee 5}, 故 实际 上 等 号 成 立 . 
这 表明 4 是 工 可 容 的 .定理 证 毕 . 


作为 Choquet 定理 的 一 个 重要 应 用 , 我 们 证 明 可 测 空 间 (Q, 和) 
中 一 切 三 解析 集 都 是 普遍 可 测 的 . 

7.10 定理 设 (8R, 短 ) 为 一 可 测 空 间 ， 令 天 表示 大 的 普遍 完 
备 化 ( 即 天 = D7 , 其 中 也 为 (9 大) 上 概率 测度 全 体 ), 则 有 
A(F) C FC A(F). 

证 设 忆 为 (02, 了) 上 一 概率 测度 ， 令 


I(A) = inf{P(B): BDA,BEF} ACN, (7.5) 


易 证 了 是 如 上 的 Choqduet 站- 容 度 . 由 定理 7.9 知 ， 对 一 切 AE 
.4 天), 有 (注意 下 = 三) 


TI(A) = sup{P(B}: BC A,B EF}. (7.6) 


由 (7.5) 及 (7.6) 知 4E 无 ,但 概率 测度 P 是 任意 的 故 A4€ 颁 
这 表明 A( 下 ) C 天 , 进一步 有 


Fc (天 C (FT= 天， 


从 而 A( 奶 = 去 . 证 毕 . z 

7.11 注 设 (0, 为 一 可 分 且 可 离 的 可 浏 空间 ， 若 存在 A E 
A(B(R)) 使 (0, 广 ) 与 (4,5(4A)) 同 构 ， 则 称 (0, 下 ) 为 Souslin 可 
测 空 间 . 由 定理 7.10 和 Souslin 空间 为 Radon 可 测 空 间 . 


习题 

7.12 设 下 为 上 一 集 类 ， 且 WeF, 设 和 4 为 下 的 一 子 集 ， 
令 AN 厂 = {4nB:BeF), 则 有 A(4Nn 了 了 ) = AN.A(F). 这 里 
4 六 天 考虑 为 4 上 的 集 类 . 

7.13 设 了 为 严 上 的 Choquet 和 天- 容 度 , 删 了 为 下 上 葛 Choquet 
万- 容 度 . 


§8 经 典 靳 论 


著 (martingale) 这 一 概念 是 J. Ville 于 1939 年 首先 引进 概率 论 
的 .他 异 用 了 法 文 martingale 有 “ 信 赌 策略"( 即 赌 输 后 加 倍 铭 注 ) 
这 一 含义 . 中 译名 “对 "( 马 额 缠 ) 则 是 该 法 文 词 的 另 一 全 尽 ，Levy 
最 时 研究 了 默 序列 . 1953 年 Doob 在 他 的 <<Stechastic Processes>> 
这 部 历史 性 专著 中 首次 系统 总 结 了 Lévy 和 他 自己 有 关 坝 的 理论 


及 应 用 成 果 ， 使 靳 论 成 了 随机 过 程 理论 的 一 个 独立 分 支 . 
本 节 介 绍 经 典 著 论 的 主要 结果 {如 Doob 不 等 式 、 上 穿 不 等 


_ 式 、 收 伍 定 理 和 Doob 停止 定理 等 ). 我 们 只 讨论 离散 时 间 人 情形 . 
设 (9 大 , 己 ) 为 一 概率 空间 ， (五 ,,m > 中 为 一 列 单调 增 的 大 
的 子 o- 代数 ， 令 大 -cfUua)， 随 机 变量 序列 (Xn,n > 0) 称 为 
关于 (元 ) 适应 的 ， 如 果 每 个 X 为 五 - 可 测 的 . 
定 8.1 (五 ) 适应 的 随机 变量 序列 (Xs,n >0) 称 为 蒜 (上 
著 、 下 鞠 }, 如 果 每 个 Xn 为 可 积 的 ， 且 _ 


E[Xnni | Fa] = Xn (< Kn, > Xs) as. . 


定理 8.2 (1) 设 (X5),(15) 为 对 (上 蔷 ), 则 {Xn 十 Y) 为 蒜 (上 
靳 ), (Xn 二,) 为 上 竺 . 

(2) 设 (Xn) 为 对 (下 载 ). 了 为 下 上 一 连续 (连续 非 降 ) 凸 函 
数 . 如果 每 个 AX,) 可 积 ， 则 (fF(Xn)) 为 下 载 ， 

证 (1) 显然 ， (2) 由 Jensen 不 等 式 推 得 . 

定 多 83 令 Wo = {0,1,2,… ,oc0}. 设 工 为 Wo- 值 随机 变 
车 ， 如 果 对 每 个 ne 区 0 上 = 可 < 厂 , 则 称 了 为 关于 (Fo 的 个 
时 . 对 停 时 工 , 令 


Fr={AeF.,. : AN[T=n| EA,, vn >0}, 
称 Fr 为 了 前 事件 o- 代数 . 


下 一 定理 列 出 了 有 关 停 时 的 一 些 基本 结果 ， 其 证 明 都 是 不 足 
道 的 ， 故 从 略 . 


定理 8.4 设 3. 了 为 停 时 ， (Sa 为 停 时 列 . 

(1) MnSn vndn 为 停 时 ; 

QQ2) AE Fs = ANMIS<T EFr, ANMIS = Te Fr; 

(3) S<T= Fs CF; 

(4) 设 4E feo, 令 54 二 S14 十 colae ， 则 34 为 停 时 ， 且 
Fs 站 有 = 站 s 门 4, 我 们 称 54 为 5 到 及 上 的 局 限 . 

定理 8.5 设 (X.) 为 一 适应 随机 序列 , 工 为 停 时 , 则 XTJrcool 
为 石 - 可 测 . 

证 设 互 为 一 Borel 和 集 ，n>0, 则 


[XT Ir oo) t€BIN[T= oo|=$, 
[Xrlr<o) € BINIT =n] = [Xn € BINIT =n) ef,, 


这 表明 [XTITrT<oo] € FT, 即 天 TTT<on 为 FT 可 测 . 

下 一 定理 是 有 界 停 时 的 Doob 停止 定理 . 它 是 证 明 下 面 的 逻 
不 等 式 的 基础 . 

定理 8.6 设 (Xn) 为 鞍 (上 鞭 ),， 23, 工 为 有 界 停 时 ， 且 5S < 工 ， 
则 有 

ElXr | .FS] = Xs(< Xs) a.s.. (8.1) 

证 “只 需 证 上 革 情 形 ， 设 了 < n, 由 于 |Xz| < 37_1 | 

|Xs| < ?1 1Xjl, 故 XXs, XT 可 积 . 令 AEFs,7>0, 则 


Aj;=ANIS = 有 NT > 有 EF. 


首先 假定 工 一 5 万 1. 这 时 由 上 团 性 质 


/er 一 龙 了 ja = > 0 一 Xi+i)dP 之 0 . 


j=0 


对 一 般 情形 ， 令 Rj; = 了 入 (5 十 站 ,1 之 了 万 n. 划 每 个 R; 为 停 时 ， 
有 HS<R<.-B-.<R,R—S<1,Rn-R<ll<<n-1). 
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令 4 Es. 由 定理 8.4(3) 知 站 € Fry,l < 了 所 nn. 故 由 前 面 已 证 结 
果 得 
[ XsdP > 人 大 RdP> ,> [ xXrdP . (8.2) 


由 于 Xs 为 Fe- 可 测 (定理 8.5), 故 由 (8.2) 推 得 (8.1). 
定理 8.7 设 关 > 1,(Xhjnck 为 一 上 切 ， 则 对 入 >0 有 


APrsup Xn, > A) < E[Xo]— XEdP, (8.3) 
nk leupn ek Xn <A] 
AP{inf X,, < —A) < / (—Xk)dP, (8.4) 
nck [infn cu Xn <—A] 
AP(sup | Xn |> A) < BLXo] + 28[X7]. (8.5) 
nh 


证 令 工 = inf{n >0 :Xn> 时 AK, 则 工 为 有 界 停 时 ， 且 在 
fsupn>x Xn 定 上 有 Xr > 入 ,在 [supnckp Xn 时 上 有 工 = .于 
是 由 定理 8.6 得 


EIXo] > ELXT] = / PP 二 / XrdP 
[eupn < uA [aup, cn Xn A] 
> AP{sup X, > A)+ [ XdP, 
入世 大 [sup ch Xn A 

此 好 (8.3}. 同 理 可 证 (8.4). 由 (8.3) 及 (8.4) 立 得 (8.5). 

定理 8.8 设 太 > 1,( 友 mn)n<x 为 一 革 或 非 负 下 蒜 ,， 令 XX = 
SUDn<k ixnl. 

(1) 对 任何 入 >0 及 p>1 有 

P(Xi > A) < APEI XE I?)]. (8.6) 


(2) 对 任何 p>>1 有 


Xx < 一 xx。 (8.7) 
五 一 下 . 


其 中 | ” 由 六 LP?- 范 数 . 

不 等 式 (8.6) 及 {8.7) 分 别称 为 极 大 值 不 等 式 及 Doob 不 等 
式 . 

证 不 妨 设 如 [| 和 站 < so、 由 Jensen 不 等 式 易 知 EE[|X |P] < 
co,0 入 到 天 一 工 , 页 由 定理 8.2(2), {|Xnj?,n < 上) 为 下 辆 .对 上 积 
{一 [Xn|?,0 万 n < 上) 及 和 Pf 应 用 不 等 式 (8.4) 即 得 (8.6). 

往 证 (8.7). 设 更 为 再 + 上 一 右 连续 增 阔 数 且 (0) = 0. 由 
Fubini 定理 及 (8.4) 得 

EIB(X:)] = 人 hr, dBO)dP 
=/ po > A)dF(X) 
sf eo 人 alaP)aO 
= Ellxat( fa -ds (8.8) 
在 (8.8) 中 令 再 ( 习 三 知 ,p > 1, 则 由 (8.8) 及 Halder 不 等 式 得 
BIG < BILE 


SE (BIX PD) (ED) .8.9) 
由 于 (| 天 ,|?, 1 忆 上 为 一 下 陆 ， 有 


lxxll, < | 条 [Xalllp < (并 十 TILXell。 < oo ， 


天 一 心 


在 (8.9) 两 边 同 乘 (B[(XX)?]) 即 得 (8.7). 
下 面 我 们 将 证 明 上 堵 的 上 察 不 等 式 . 为 此 , 先 交 和 民 一 些 记号 . 
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设 (Xn) 为 一 (天 ) 适应 随机 序列 ， fo, 避 为 一 闭 区 间 ， 令 
To=inf{fn >0: X, < a)}, T=inf{fn> To : Xn > b}, 
Ty = infin > 了 327 一 1 : 有 之 a} ， 了 27+1 一 inf {x > Tay : 芒 5 > b} ’ 
则 (ZT) 为 一 停 时 上 升 列 . 我 们 用 U8[XX, 崩 表示 序列 (op 了) 
上 穿 [人 的 次 数 ， 册 显然 有 
[Us[X,k] =3] = [Ti Sk < Tayri] € Fs, 

从 而 52[ 芭 ,大 为 到 可 测 随 机 变量 . 

定理 8.9 设 N>1,(Xn)wcw 为 一 上 氧 ， 则 

EUSIX, N] < El(XN ~ 0)] . (8.10) 


证 ”由 定理 8.6, 对 尺 >0 有 


与 之 ElXT,, ,am 一 TAN | 
= El(XTy nN — KroaaN) (Tr NeToara) + HN>Tas41])) 
> El(Xn — ony SN<Terrs] + OB — oN> Tl] - 
(8.11) 
由 于 [USIK, NN} > E+1] CIN> Trti] RK [Be < N < Thr] C 
[= 上 |, 故 由 (8.11) 得 


1 
P(US[X,N] > E+1) < pa EXn 0) losx, mn] - (8.12) 


在 (8.12) 两 边 对 不 求 和 得 (8.10). 
下 一 定理 是 Doob 的 巩 收 分 定理 . 
定理 8.10 设 (Xn) 为 一 上 蒜 . 如 果 sup, B[X i] < eof 或 者 等 
价 好， supw [| 关 n|] < ce, 因为 五 [| 并 |] = E[X,| 十 2E[X%]), 则 当 
于 一 oo 时 ，  a.5. 收 误 于 一 可 积 随机 变量 X。. 若 (X) 为 非 负 
上 铀 ， 则 对 一 切 m 关 0 有 
EX | Fl] <Hi. as | (8.13) 
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TT 


证 令 蝇 表示 有 理 数 全 体 . 设 a,be 9Q,a <b. 令 U5(X) 为 序 
列 (Xn)jn>0o 上 穿 区 间 [a 日 的 次 数 , 即 (XY = limw ya Ub(X,N), 
由 (8,7) 我 们 有 


1 
b—a 


EIUE(X)] < ossup EI(Xy -0) | < p(t sup BIXN)) < oo 


1 
ba 
于 是 US(X) < oo as 他 
Wo = fim inf X,, < a, lm eup Xn, > H, 

no 0 


WwW= () Wo,. 
可 四 E 人 < 起 


由 于 Woap C [2(X) = +ool, 故 PITa = 0, 从 而 P(W) = 0. 
车 品 关 研 , 出 lim -Xe 存在 ， 记 为 天 wlw); 车 ww€ W, 令 
ootw)] = 二 0. 于 是 Xn 一 上 于 oo a.8., 且 由 Fatou 引 理 ， 


E[|Xl] < sup E[Xrl] < ee . 
另 一 结 讼 由 条 件 期 望 的 Fatou 引 理 推 得 . 


a.8. 且 天: 收 化 于 于 此 外 ， wm>0 


如 天。 | F,] = Xn,(< Xn) aa (8.14) 


系 8.12 设 上 为 一 可 积 随 机 变量 , 令 而 = 二 EF], = El[é | 
下 wo] 则 加 as. 且 开 1 收 伍 于 人 

证 由 于 (后 ) 一 致 可 积 (定理 5.7), 故 由 定理 8.10 知 ， 上 a.s. 
县 世 收 做 于 某 C. 设 AE LU 厂 , 则 存在 某 m 使 4E 厂 ,于 是 有 


Ela] = Eltn1a] = Elé1a] = ElnIal. 
由 于 ,9 均 为 天。- 可 测 ， 故 由 习题 2.19 知 ，《 二,a.s.. 
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现在 我 们 研究 “ 反 和 疝 上 著 “{ 即 以 一 mo = 全， 一 2 一 10} 为 
参数 集 的 上 著 ) 的 收 伍 性 . 

设 【( 瑟 ))ne_mw。 为 一 列 下 的 子 一 域 ， 对 一 切 n E 一 到 0， 
于 (Cjne-nm 适应 的 随机 序列 (Xn)jne-mo 称 为 著 
(上 鞍 ), 如 果 对 每 个 ne 一 No, XX 可 积 ， 且 有 

ElX, | Fn 1] = Kn i(< Rn) a.3.. 

定理 8.13 设 (Xn)jne-_N。o 为 一 上 鞍 ， 则 极限 in -~ 区。 
a.5， 存 在. 抑 果 limn -oo EE[Xn] < 十 0; 则 (ao) 一 致 可 积 ， 加 
3a.5. 且 Li 收 伍 于 三 _。， 

证 我 们 用 UE[X, 一 NN] 表示 序列 (mw 在 wo) 上 穿 
区 间 [a,9] 的 次 数 ， 则 由 (8.7) 得 


BUSIX, ~N] < El(Xo ~ a)-] . 
令 U5{X) = limw. +oo Ub[X, 一 和 N], 我 们 有 
EUSX) < Bl(Xo -0) | < +eo， 


由 于 U(X) 为 序列 (—Xo, 一 弟 _1; 一 汶 _2,"…) 上 穿 (=, 一 的 次 
于 四 定理 8.10 的 证 明知 XY, 一 下 oa.s.( 但 不 必 有 |X|_w < oo 
已 .3- 


当 m 一 一 co 时， [Xs] 4 > -co 假定 4 < +co， 往 证 
(Xnjne-_No 一 致 可 积 ， 由 于 (2Eo| 关 <- 一 致 可 积 ， 只 项 证 
(Xn 一 BILXo|F5]) 一 致 可 积 ， 于是， 不 妨 息 定 (X,) 为 非 负 上 浆 . 
给 定 <E> 0, 取 自然 数 上 足够 大 ， 司 得 吉 一 至 [万 _A] < er23. 对 ec>0 
及 n< 一 k, 由 上 粹 性 ， 我 们 有 


/ XndP = E[Xn,| 一 / XdP 
[Xn > <] [Xn <a] 


< E[Xn] -1/ XX_rdP 


[X»<q) 


= EIX,] — EIX_sl+ / X_ndP. 
{Xn > oa] 
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由 于 4 > E[Xs] > E[X_4l, 故 对 mm < 一 大 EIX,] — E[X_k] < 3 另 
一 方面 ， 由 于 P(X > c) < EIXo] < 全. 故 当 c 足够 大 时 ， 对 一 
切 ne 一 ANo 有 


/ XK dP<E 
[Xn > 2 


/ XdP <e, 01 
[区 ;> 可 - 


于 是 当 c 足够 大 时 ， 有 


np f AndP <e, 
| 


这 表明 (Xn,) 一 臻 可 积 . 既然 Xn 下 大- A.53., 故 (Xn) L! 收 合 于 


系 8.14 设 € 为 一 可 积 随机 变量 ， (Gjnem, 为 一 列 单调 下 
降 的 天 的 子 o 一 域 . 令 = ElE | 9 则 总 aa 且 51 收 合 于 
EE | NN, 87l. 

证 对 一 切 ne 一 了 0， 令 Fn = 0_n, Tn = én, 则 (Nn)nE-No 
关于 (Fn) 为 一 孝 可 积 靳 . 故 由 定理 8.13 推 得 结论 . 

定义 8.15 ”一 驶 {上 拷 ){X,,n E No) 称 为 可 右 闭 的 , 如 果 存 
在 一 可 积 随机 变量 X。€ 厂 。， 使 得 对 一 切 me Wo, E[Xo|F,] = 
Xn( 世 站 n) a.s.. 这 时 (Xn,n e 本 0) 称 为 右 闭 甘 (上 蒜 )， 碟 。 称 为 
{Xn nn E No) 的 右 闭 元 - 

下 一 定理 是 右 闭 蒜 及 右 闭 上 鞭 的 Doob 停止 定理 . 

定理 8.16 设 (Xon € No) 为 一 蒜 (上 巩 )，5S,T 为 两 个 停 
时 ， 且 5S< 工 . 则 Xs, XT 可 积 ， 并 且 有 

ElXr | Fs] = Xs(< Xs) a.s.. (8.15) 

证 设 (Xn,n Ee No) 为 观 . 令 9 = Slscnl++ {+oo)Jissn], 由 

于 集合 {0,1,. 1 牟 ， 十 co 与 集合 {0， 于， 他 ,中 十 1} 保 序 同 构 ， 故 


由 定理 8.6， 
Xs = ElX,, | Ts] a.s.. 


“了 1 和 


令 n 一 o0 得 
ElX., | Fs| = Xs as.. 


特别 ， 这 表明 艾 s 可 积 ， 对 停 时 了 也 让 同样 等 式 ， 故 有 

ElXr | Fs] = 五 [五 [二 | 下 7] | Fs| = Xs as.. 
现在 设 {n,n 0)) 为 上 靳 ， 令 1 一 ElXw llr], Zn = 一 Yn, 
Yo = 生 o 及 Zw = 0, 则 (2,, 号 Mo) 为 非 生 上 圾 ， 由 于 ElZs,| < 


[Zo]{ 定 理 8.3), 故 由 Fatou 引 理 ， Zs 可 积 ， 从 而 Xs = 了 十 2Zs 
可 积 ， 令 TT 二 了 Jirgnj 十 (t+o0)Jr>a]: 则 由 定理 8.6 


Zs, > ElZr, | Fs,] as.. (8.16) 
由 于 Zr, 27, 在 (8.16) 中 令 na oo 得 
Zs > El2r | Fs] as.. 
但 由 已 证 结果 ， Ys 二 EE[YriFs] as., 所 以 
Xs > ElXr | Fe] as.. 


下 一 定理 称 为 Doob 的 上 冉 分 解 定理 . 
38.17 定理 设 瑟 = (XX,) 为 一 上 通 ， 则 区 可 唯一 地 分 解 为 


Xs = Mn — An, {8.17) 


其 中 (M5) 为 一 车 ，(4;) 为 一 增 过 程 ， 满足 Ao = 0, 45 为 石 - 可 
测 ， nn 二 1. 。 
证 设 有 满足 定理 要 求 的 分 解 (8.17), 则 


dt 一 = ElAnt1 一 站 一 nn| 大 = ElXn, — Xnt1 | Fn 
= Xn — ElXnt1 | Fnl- 


从 而 有 


As = 2 (Ki — ElXiri [Fi]), n>1. (8.18) 
ij=0 


这 表明 ， 满 足 要 求 的 分 解 如 果 存 在 ， 则 它 是 唯一 的 . 另 一 方面 ， 
由 {8.18) 定义 (4 再 令 Mn = 如 十 4 则 易 知 (M5) 为 对， 从 
而 XX。 = Mn 一 A 为 满足 要 求 的 分 解 . 


习题 

8.18 设 (é,éwn > 1) CC EinN, FP), 一 eas. 且 | < 
Yn 之 1, 则 Et | Fn]as. 且 LL 收 雍 于 Eléo | 和-]， 

8.19 [1) 设 (Xn,n E Ro) 为 一 鞭 (上 和 著 ), 5, 工 为 两 个 停 时 ， 则 


ElXr | Fs]= XrTAas(< 发 AS) 3.8.. 
(2) 设 为 一 可 积 随机 变量 ， 3.7 为 两 个 有 穷 停 时 ， 则 
E[Elé | fs] | 无] = 吾 攻 | Foenr] a.s.. 


“2 各- 
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名 词 索 引 


一 至 四 画 


一 致 可 各 ViI5, 

几乎 处 处 (ae) 收 就 113.1 

几乎 一 至 (aum.) 收 部 113.1 

几乎 必然 {a.s.) VI181. 

上 (下) 半 连 续 V6.8 

上 大 上 {下 ) 半 连 续 13.2 

无 穷 薪 积 空间 IV 84 

开 哥 V1.1 

开 邻 域 V1.4 

不 等 式 
Cr Tl 4.3 
Docb~, VIIL 8S.S 
Holder~ IT 4.3, VII2.6 
Jensenm~ Ill4.2, VIT2.6 
极 太 值 ~ VIII8.8 
Minkowskji~ III4.3, WIIT3.7 
Scbhwarz… III4.3 
上 穿 ~ WIII8.9 
Young~ TV2.15 

引 理 
Borel-Cantelli~. VII1.5 
Fatour™ IIl2.4,1112.6, YII2.3 
Scheffém 1112.9 
Steinhaus IV 2.16, TY 2.17 
Uryeohn~ V1.16 


五 画 


对 称 差 I1.1 
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对 侦 空 间 1II$4 

半 环 ， 半 和 代数， 代数 TI1.6 
可 测 空 间 I3.1 

可 油 腕 射 I1.1 

可 测 函 数 IT1.2 

可 测 同 构 VII83 

可 测 o- 代数 12.7 

订 分 拓扑 空间 1.7 
可 离 可 测 空 间 VII93 
正 风 条件 慨 率 VII3.1 
正则 空间 V1.12 
正 线 性 证 函 8 
本 性 上 靖 界 VIIS.1 
本 性 有 界 ( 沙 数 ) IIT 4.12 
示 性 函数 11.7 

有 闭 靳 WIII8.15 


六 画 


划分 11.5 

同 量 格 III5.1 

有 限 核 FV31 

有 限 可 机 I3.2 

有 界 集 ， so- 有 界 集 V2.7 
同 肚 ， 了 同年 峡 射 V1.13 
在 由 处 连续 13.2 

次 一 可 地 14.1 

全 收 敦 VI1.5 

全 有 界 集 V1.26 

列 竖 集 V1.26 


七 再 Fubini~ IV 2.7, IV 3.5, V 6.11 
Halmos Savage" Vil6.3 


完备 测度 空间 I3,1 Helly~~ VI1.4 
完备 距 高 空间 1.26 Jordan-Hahn 分 解 人 HI3.4 
条 件 【 数 学 ) 期 望 W1182 KolmogoroY 相 容 性 ~ VII4.4 
条 性 概率 VIILS2 控制 收 策 ~ L112.5, 2.7, VI12.4, 2.5 
条 忻 独 立 VI2.11 5r- 收效 一 VII2.9 
尾 =- 代数 WII1.B8 Lindelafr V1.34 
尾 车 件 VII1.8 Lusin~ W 5.2 
考 域 V1.4 Prohorovn- VI3.4 
RadonNikodyrm II3.11 
败 画 Rieaz 表现 八 V2.8 
Skorohod 表现 ~ VI4.3 
单调 类 ITI16 Tietze 扩张 入 1.17 
单 请 族 I12.6 | ‘Tulcean IY 4.1 VIL4.5 
章 点 紧 化 W111 Tychonofi~ VY 6.3 
司 测 讶 收 就 I13.1 Urysohn 慨 和 六 ~ 1.39 
局 部 紧 空 间 V1.10 Vitali-Hahn-Saks"~ IIE3.15 
拓扑 空间 W1.1 
函数 的 卷 积 IV 2.15 九 画 
函数 的 支撑 W114 
来 积 c- 代 散 1U 1.2 相对 紧 V13.2 
么 积 可 丽 空 间 IY 1.2 腑 紧 Ctightness) WI3.3 
波兰 【Polish) 空间 V7.1 独立 类 的 扩张 WIL1.3 
定理 测度 
Bairer- V1.27 空间 13.1 
Caratheodory 测度 扩张 一 14.7 ~ 的 扩张 I84 
Choguet~ VILI7.9 “的 时 制 14.9 
Daniell-Stoner~ III 5.8 ~ 空间 的 完备 化 I,8 
单调 类 ~ 182,I1$2 ~ 航 弱 惧 施 VI1.1,2.1 
单调 眉 施 一 III2.3，VIS2.2 ~ 的 污 收 谣 VI1.1,5.1 
Doeb 靳 收 襄 一 WIII8.10 ~ 的 意 对 连续 ， 相 互 奇 异 TI3.7 
Doob 停止 ~ VIli8.16 一 的 Lebesgue 分 解 III3.10 
Doob 上 靳 分 和 解 ~ VII18.17 ~- 的 着 积 WII1.13 
Dinir~ V1.31 . ~ 的 来 积 TV 2.4 
Egoroff"- TI 3.6 ~ 的 支撑 II13.7, 2.21 
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概率 "~ 13.1 

外 人 卫生 3 

引出 的 外 ~ T4.3 

Lebesguer- 15.2 

Radon 容积 ~ V6.7 

所 一 III13.2 

符号 ~ IT13.2 

符号 ~ 的 正 部 ， 负 部 III3.5 
符号 ~ 的 全 变 菇 III3.5 

符号 ~ 的 Jordan 分 解 II 3.4 
符号 改 的 Hahn 分 解 II13.4 其 它 


简单 画 数 “II1.7,1I16.1 
解析 集 VII7.1 
坝 ， 上 [下 } 坟 VIIIS.2 


装着 "~ TII3.5 


有 很 上 ,Cr- 有 限 一 13.1 


内 外) 正则 WW2.10 
正则 一 2.10 
Radon~ Y 2.10 

强 内 正则 必 V4.6 

紧 一 VII3.6 

入 IIE1.15 


十 画 以 上 


配 、 概 率 琅 IVY3.1 

积分 
Bochner~ IT6.4 
Daniallr- II15.3 
Pettiarv, IIFTE6.6 
不 定 下 I3.2 

原子 I2.8 

紧 类 VII3.5 

诬 合 条 件 分 布 VIHI3.3 

个 时 YIITS.3 

随机 元 VI13.3 

随机 变量 VIIli.1 

弱 可 测 ， 强 可 测 TI16.1 

弱 收 部 IEH4.16 


Baire 集 ， 强 人 V2.1 
Bayes 法 则 VII2.16 

Barel 01 律 VIl1.8 

Borel 可 届 15.2, LI18.1 
Borel 入 V2.4 

OX OX CAX) V1.15 
Col 下 ),ColX) 的 对 但 V85,V5.3 
LX)- 开 扩 V2.1 
Choquet 大- 容 谭 VIIT.7 
Dunford-Pettis 轮 雌性 准则 VHS5.9 
Hauadorf 空间 V1.12 
-可 容 WIIL7-7 
Kolmogorov 0-1 律 WII1.9 
Lebesgue 可 测 15.2 
,可 测 11 $1, 8.1 

sr 可 分 TT4.8 

ar 可 各 ilI1.4 

nu- 原子 V1I81 

Radon 可 潮 空 间 VII3.12 
r- 次 平 汉 收 攻 C IT44 

os- 可 积 VII2.11 

s- 有 限 核 IV3.1 

3ouslin 可 测 空 间 W117.11 
A- 聊 IIT23.2 


第 一 章 集 类 与 测度 
31 集合 运算 与 集 类 


1.10 (1) (4AB)AC = AA(BAO), 

(2) (AAB)NC= (4NO)A(BNO), 

(3) (41 U A2)A(Bi [| B2) C (41AP1) U (A2AB,). 
证 明 

(AAB)AC = (4Beu4eBlnCceju(4Beu AB NO) 

(AB°C°)U (ABC) UI[(AB°U AB) NO 
A(B°C°U BC)U 4e(BCeU B°C) 
A[(BUOC)N(B° UC°) UA(BAC) 
A[BO° UCB°] UA‘(BAC) 
4(BAC)cU A‘(BAO) 
AA(BAC). 


(A4NOC)A(BNO) ([ACN(BC)°]UI(AC)° NBO] 
[ACN(B°UC°)UI(A:UC°)NBO] 
AB°CUA‘BC 

(AB°UA‘B)NC 

(AAB)AC. 


(41 U A2)A(Bi U B2) [(A1 [| A2) Nn (Bi 局 万 2)?] U [(A1 U A2)° Nn (Bi U B,)] 
A1B?I Bs U A2 BT BS U ATA3B1 U Ai 43B» C A1B? U A2 Bs U 471P1 U A5B» 


(41 AP) U (42 AB,) 


1.11 (liminf Ay,)N (limsup Bn,) C limsup(An mn Bn,). 
也 一 CO 人 一 Co 也 一 Ce 


证 明 
(liminf A )N(imsup B) C (imsup An)N (limsup B,,) 
no00 no00 no0 no00 
= (( U4 UU Bi) 
n=1 k=n n=1 k=n 
= /UU (hin Bn) 
n=1 k=n 


= limsup(An NN Bn,). 


也 一 Ce 


1.12 对 可 列 不 交 并 封闭 的 代数 为 o- 代数 . 
证 明 设 代数 c 对 可 列 不 交 并 封闭 ， 并 设 vn > 1 4 eC. 由 题 设 知 


42 EC， U 4=44+》 44 ec 
n=1 n=2 


又 5 为 代数 ， 故 四 
(U4) = (| An. eC. 


即 6 对 可 列 交 及 取 余 运算 封闭 .从 而 有 C 为 -代数 
1.13 落 5 同时 为 代数 和 单调 类 或 同时 为 + 类 和 入 类 ， 则 C 为 -代数 
证 明 (1) 设 C 同 时 为 代数 和 单调 类 
要 证 C 为 代数 ， 只 需 证 C 对 可 列 交 运算 封闭 .于 是 设 wa>1 4 ec 记忆 = 站 作风 


Bn 站 4 因 c 为 代数 ， 故 Bu ec. 又 C 为 单调 类 ， 从 而 有 门 4 eC. 


2) 设 C 同时 为 4- 类 和 入 类. 

一 方面 ， 因 C 为 入 类 ， 故 C 对 取 余 运算 封闭 . 又 C 为- 类， 故 C 对 有 限 交 运 
算 封闭 ， 即 C 为 代数 . 男 一 方面 ，C 是 入 类 绚 含 着 C 是 单调 类 ， 从 而 由 (1) 得 C 为 o- 代 
数 . 

方法 二 : 要 证 C 为 o- 代数 ， 只 需 证 C 对 可 列 交 封 闭 . 

设 4neCn>1, 则 hc EC. 记 B= U 生 , 则 Be C( 因 C 为 代数 ), 又 C 为 入 类 且 


Bf U 4s, 改口 发 ec, 即 


1.14 设 C 为 半 代 数 ， 则 cry 为 代数 . 
证 明 (1) 由 C 为 半 代 数 知 C 对 有 限 交 运算 封闭 . 于 是 据 命题 1.7(2) 有 Cs; 对 有 限 交 运 
算 封 闭 . 
(2)vA e Csy, 存在 {Ap} CC,4i4; =0,i 关 jij 二 1,2,…,n 使 得 4 = DA 且 由 < 是 
半 代 数 知 Q\4; es Csy. 于 是 


= = 站 = 站 (Q\Ai) € Cs. 


d= 


综合 (1),(2) 得 cr y 为 代数 . 
1.15 入 - 类 定义 中 的 条 件 6 ) 和 (i) 等 价 于 如 下 二 条 件 : 
4eC 僵 4ce 
(这 ) 二 0 一 4UDPEC. 
证 明 全 ,的 之 (人 的 
首先 ， 1 
其 次 ，v4,BeC,ANB=0 寺 BCA‘ 有 A‘ eC=>A\BECSANB EECAUBEC, RN) 
(全 全 ,( 连 : 
首先 ，Y4eccC 有 4ec, 4n4e=1 故 4u4eec 即 Qec, 从 而 促成 立 


其 次 , 着 4BecBc4 则 4escBec4enB=1 故 4uUBec 于 是 4nBesc, 即 


4\BecC, 从 而 人 成立. 
1.16 设 C 为 一 集 类 ， 且 ec, 令 


(A) Gt antieeasisnlsjso 
i=1 j=1 


则 9 > C, 且 6 为 半 环 .特别 若 c 对 有 限 并 及 有 限 交 封闭 ， 则 {4n B°| 4,B eC} 为 半 环 . 
证 明 V4 eC, 令 m=n=1,B=0, 则 由 9 定义 知 4=AnQeg9. 故 Cc9.v4,Be9, 则 


370， M0, N1, M1, 使 得 


A4= 四 4 站 [6 5 2 B= (a) AN 和 a] ,Ai, A1, Bj, Br EC. 
i j=1 1 一 1 k=1 


ee 


于 是 
ANB= (Rana N (Fa im ， 
水 {=1 了 一 | k=1 
即 4nBe9. 又 
A\B= (a N (F 5 N NN N 和 3 
i=1 j=1 l=1 k=1 


(4) u (UU) Bi) 
1=1 k=1 


ff 4 NN (F 5 NN 
DUavan (Fa) (Pia | 
且 任 一 可 列 并 都 可 表示 为 可 列 不 交 并 ， 故 Be 95sy, 即 9 为 半 环 . 

特别 地 ， 记 5 = {4nB*|4,BeC}. 于 是 v4,B e 95, 存在 C0,D,B,F eC 使 得 4 = 
CNnE, B=DNF. 因 C 对 有 限 并 及 有 限 交 封闭 ， 故 


ANB=CNDNENF:=CNDN(EBUF) eS, 


A\B=CNEN(DNF) =CN(DUE)U(CNF)NE: 
=CN(DUE)N(CNFNE) U(CN(DUE)) N(CNF)NE: 
UCND°NENCNFNE: 
=CND°°NENCUFUDU CUDUDNCNFNE UCNDNENF 
=CN(DUEUF)UDNCNFNEUCNFN(DUE) e Oyy, 


即 7 为 半 环 . 
$2 单调 类 定理 (集合 形式 ) 


2.9 设 C 为 0 上 的 一 集 类 ，4c0. 令 4nC={4nB: BeC), (这 一 记号 以 后 常用 到 )， 
并 用 o4(4nc) 表示 4nC( 视 为 4 上 集 类 ) 站 上 生成 的 o- 代数 ， 则 有 ca(4nc) = 4nc(C). 
对 m(C), A(C) 亦 有 类 似 结 果 

证 明 先 证 ca(4nc) c 4nc(C). 

显然 4NnCc ANno(0). 下 证 ANno(C) 为 o- 代数 . 

(1) ANo(C OR YBe ANo(0), 则 3C eo(C),st. B=ANnC. 于 是 有 B4 = A\B= 
ANC°e ANo(C), BW Bee4nc(C). 

(2) A No(C) 间 林 省 交 运 央 汪 半 YBue4nclc n> 1.M 则 30, € o(C),st. B, = 4ncCn 
于 是 有 0 Cu € o(C), 0 声言 Pancy)=4An (Fc) e ANno(C), 即 NB e ANno(0). 故 
ANo(C 1 - 代数 . 由 单调 类 定理 得 oa(ANC)C ANo(C). 

汪汪 oaA(ANC) I ANo(C). 

令 9={Beo(C):4NnBeoa(4n0)}. 显然 有 Cc9. 下 证 9 为 o- 代数. 

1) 9 对 可 列 交 运算 封闭 . 设 Be 9, n>1, 则 4AnB,eoa(4n0),B, ec(c). 于 是 


门 刀 ev o an (Ps,)- Nan By eeaanc) 


即 NN (4An Bn) eg. 


2) 9 对 余 运 算 封 闭 . 设 Be9, 则 ANnBeoa(4NcC),Beo(0). 于 是 有 Be€o(C),，ANB°e 
oa(4nc), 即 Be eG. 故 9 为 o- 代数 .由 单调 类 定理 知 vc4(4nc) 2 4nc(C). 

2.10 设 工 为 0 上 的 一 o- 代数 ，C = {41,42,…} 为 8 的 一 个 可 数 划 分 即 4.n 4;, = 
0, nm, ,An = 0), 则 对 任何 Bec(Fuc)， 存在 Bn e 下 , 了 =1,2…… ,使 得 


Ooe 


妃 = 》(Bnn An). 


n=1 


证 明 令 g= {Beo(FUO): Bs ef, n21 st. B= Bn 4d,). 
得 二 直 
先 证 Fucc 9. 
vB ec 太 显然 B=BNQ= 入 DBn4. 即 FFc9 又 vcecaoeNstcCc= 4 于 是 
n=1 
C=4onno+ 入 (4n 由 . 即 Ccc9. 从 而 Fucc9. 


n=1,n@#Kno 
9 为 o- 代数 . 本 
) 9 对 可 列 交 运算 封闭 . 设 Mi € 9, hkR>1. 则 3Bh€ fF, n>1, st Ms= > 下 nn4o 故 
n=1 
衣 mm= 衣 器 (Bn4%)= 匡 ( 衣 忒 )n 4 又 肖 础 e 志 故 育 Me9 
二 工 v= 类 二 


k=1 n=1 n=1 \k= 


2) 9 对 余 运 算 封闭 . 设 Be 9, 则 3B, € ,n> 1, st. B= 六 Bon4， 于 是 有 
n=1 


B° = ST Fa = NAn,Bh Bee9. 


j=l 


由 (D),(2) 得 9 为 0 代数 . 因此 o(Fuc) = 9, 即 对 任何 B e o(FuC), 存 在 Bie 下 ,n= 1,2,…， 
使 得 B = > (Bn N An). 
2.11 设 C 为 一 集 类 . 则 对 任何 4e o(0), 存在 C 的 可 数 子 类 D, 使 得 4 e o(D). 


证 明 令 9={4ec(C) 有 在 (的 可 数 于 关 D 使 得 4e o(D)}. 
显然 Cc 9( 事 实 上 ， 取 D= {4}), 则 有 4 eo(D)). 


下 证 9 为 o- 代数 . 
先 证 9 对 可 列 交 运算 封闭 . 设 An&€9,n>1, Ge D,, 使 得 4 € o(Dn). 
邻 卫 = U Dw 则 Dcc 且 可 数 . 于 是 有 An € o(Dn) C 2) 即 门 如 €o(D )- 故 们 4 E 9. 


再 证 9 对 从 二 外 寺 半 设 4e9， se 使 得 4e vtD ) 显然 有 A ec(D 
故 4 € 9. 由 (1),(2) 得 9 为 o- 代数. 
从 而 有 9 = c(C) 人 , 存在 C 的 可 数 子 类 D, 使 得 4 e o(D). 

2.12 设 C ne WE , 存在 BeC, 使 得 B24. 

证 明 令 9={4em(C): 3B€ C0, 使 得 4 cB}. 

显然 Cc9cm(c). 下 证 9 为 单调 类 . 

设 vn>1, 4， es 则 存在 Br < Co, 使 得 4 C Bn. 

四 车 妨 人 , 则 有 4。1 0 4s. 于 是 U4nc DB,ec, 即 U4,e0. 


@) 若 如 上 则 有 4 从 而 有 站 tc A1c Biecs, 即 从 Aneg. 


故 9 为 单调 类 . 因此 9=m(C), 即 YAe m(C),3B eco, 使 得 互 2 4. 


CR 集 类 ， 由 下 到 二 条 件 等 价 

WE A,BeEeC, ANB=0=> AUBEm(C). 

证 明 ( 

人 

A,BEeC, ANB=0= A,BEeAMC),ACB:=>B\AEAMC)S BNA eMC AUBEAC)= 
m(C). 

(2) 僵 (). 显然 有 和 (C) 2 m(C). 下 证 m(C) 为 入 类 . 由 习题 1.15 知 只 需 证 

(AE 人 

(i)A, Bem(C), ANB=0=> AUBEm(C). 

邻 91={AEm(C): A° em(C), vBec ANB=0, AUBEm(C)}. 

显然 cc 91. 下 证 O91 为 单调 类 . 


设 4neE91,，An1TAEm(C), 则 有 Ac Em(C), VB EC, A4nnB=8AnuUBem(0). 于 是 


= (U 加 = (| 4% em(C), vB eC, 4nB= (|)(4,nB)=0, 
所 二 十 站 


n=1 


AnUB1AUB= (0 加 UB 
故 4uB Ee m(C) > 4e 91. 同 理 可 证 4%€ 91,4n 直 4 有 Ae91, 即 91 为 单调 类 . 于 是 91 =m(C). 


邻 gs={AEmC):ANB=0), AUBEm(C), vB e m(C)}. er ) 得 Cc 92. 同上 可 
证 得 9 为 单调 类 . 故 9 = m(C), 即 m(C) 为 入 类 . 从 而 有 有 (C). 
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2.14 设 C 为 一 集 类 . i ee o(C). 


We 由 定理 2.4(2) 知 要 证 XC) = olC), 内需 证 4,B e c > 4U Be XC). 于 是 内需 证 
FoeC FE 


VAeCs,, 则 有 A= YA, hnNndn =0, nzm A el, n>1 令 B= YA, AiNAj= 
= 1 
0, i 关 jj 1<ij<n. 由 习题 1.15 知 Be XC). 而 Bs14, 故 4AeAXC), 即 Cy, cA(C). 


测度 与 非 负 集 函数 
3.6 设 风 为 半 环 5 上 的 一 tp 则 有 单调 性 及 可 减 性 . 此 外 ， 设 4,, s 
C, n>1, 4eC 且 hrc4 则 用 p44 n(A). 


证 明 设 4,BeC,AcB, 则 有 B= 4u(BV) AN(B\4) = 由 由 C 为 半 环 知 B\4e cr 六 即 
存在 hi €C, i=1,2,:…,m, st. B\A= 光 4, 亦 即 B= 4+ 站 44. 于 是 由 的 有 限 可 加 性 有 


即 w(4) < p(B). 和 
若 1(B) < co, 则 上 式 变形 为 1(B\4) j= i) = 4(B) — p(A). 
设 4neEC,n>1 4sC 且 盖 4 c A. 则 有 = ( 兰 4) "4= 二 (Cn nA4). 因 < 为 
半 环 , 故 4n4eC 且 4n4=4n 从 而 有 
H(An) = p(An NA)< pA). 


即 芋 wd) = 时 whsn 力 = 全 Cun 入 ) < 1(4). 对 上 式 两 边 取 极限 有 


> 4(4n) < pA). 


如 三 让 


3.7 设 (1, <) 为 一 定向 集 ， (jw, i e 7 了 为 o- 代数 三 上 的 一 族 测度 ， 满 足 i <j jp < py. 
令 1(4) = sup pz(4), Ae , 则 4 为 上 的 测度 . 


证 明 0) =suppi( 四 =0. 设 AneEFf,vn>1, 有 An,n hn=6,nzm. 则 
1 (> 加 = sup pa (> 加 = sup 位 wj <>， (em Han = >》 4(An) 
十 6 二 二 有 n=1 和 人 痪 写生 


往 证 4( 革 和) > 时 wh 
由 (4n) = sup Hi(An) 知 ， Ve > 0, 3in € 1, st. pi(An) > 1(An)-e/2°. YN Ee N, 取 J = 


max{i1, i2,*…- ,iN} 有 


N 


N 
a ) < Pmt n) +e < Mn(An)+e 
n=1 


一 AN ba mn ba +esn[( 二 如] 十 E. 


i CE 


即 电 wh <4 (器 妨 ) +s 由。 的 任意 性 知 of( 半 如 ) > 时 vd) 故 4 (器 轧 ) = 
器 wh 即 为 二 上 的 测度 . 


3.8 设 (0, 和 为 一 测度 空间 ， AQ) < co，5 为 生成 下 的 一 个 代数 ， 则 对 任何 4e ,我 
们 有 


S 


HL(4) = sup{1(B): BEeCs, BC A}=inf{1u(B):BEeC,, BOA}. 


证 明令 9={4eEF: jp(4)=sup{1(B): BeCi BC A}}. 
显然 Cc9c 厂 =o(C). 下 证 9 为 单调 类 . 
设 C,e 9, Cn1C. 因为 测度 故 pj(C)= lim p(Cn). 则 ve>0,3NEN, 当 n>N 时 


HA(C) — p(Cn) < e/2. (1) 
Cn e 9, 故 3B。e Cs，Bn C Cu 使 得 
HA(Cn) < p(Bn) + e/2. (2) 


由 (1),(2) 得 
HA(CJ) < nu(Bn)+e, BneC BCCn CC 
故 Aw(C) =supfp(B): BeCs, Bcc 即 Ce9. 
设 C,e9, Crsy4C= | Ca. 则 Ve >0, n>1, 3B, eCs,, BCCn st. nM(Cn) < p(Bn) +e/2". 
二 


令 B= 门 BaeCs, 则 BcC, 且 
而 三 业 


tl 


nM(C)— p(B)=p(C\B)=4 ((f 6 \ (fi 5,)] 
< 》， NA(CnANBn) 一 >》 (UL(Cn) > 4(Bn)) < 


故 Ce9, 即 9 为 单调 类 . 又 C 为 代数 ， 故 9=o(C)= 
同 理 可 证 得 j(4) = inf{1(B): Be Cs, BD A4}. 
3.9 设 (0, 志 站 为 一 有 限 测度 空间 ，5C 为 生成 的 一 个 代数 . 若 4e , 则 ve > 0, 存在 
B eC, 使 得 (4AAB) < <. 
证 明 由 习题 3.8 得 ，vYA e 王 有 jp(4) = supfphnB) : Be Cs, BC 4} 由 上 确 界 定义 知 
Ve > 0, 3B eCs, B C4, 使 得 
n(A) < nu(B) + e/2. (1) 
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又 BeCs,- 故 3B,eC,n>1, 使 得 B= 们 Bach. 令 C,= 作 Bi 则 C4B. 因 C 为 代数 ， 故 
Pt Fa 
Cn EC. 再 由 Cn 4+B 知 ， 3m0o € N, 当 n>no 时 
HW(Cn) — 1(B) < ee/2, BCC BCA. (2) 


由 (0,(2) 得 
HK4ACn) = 1(A\Cn) + pu(Cn\A) < p(A\B) + 1u(Cn\B) <e 


从 而 有 结论 成 立 . 
$4 外 测度 与 测度 的 扩张 
4.9( 测 度 Ce 设 (9, 了 ,pn) 为 一 有 限 测度 空间 ，Qo c 9, 且 py*(Q0)=p(0). 则 v4 ee 三 有 
m4ngoo) =4(4), 并 且 py* 限于 Qon 为 一 测度 . 称 j* 为 到 ( ee 上 的 限制 


证 明 1 ee (4AN Qo0) = 4(4). 
20p* 限于 Qo nF 为 一 测度 . 
(DOon 和 为 o- 代数 ， 由 习题 2.9 立 得 
(2)w* 定义 的 合理 性 . 
设 4=4ngno=4nonoeonon 大 则 4noon4= 东 即 Ooc (4N\4a). 又 (Oo) = AD) 故 
=0. 同 理 可 得 w(42\41) =0, 即 jy(A1A42) = 0. 故 4 = 42，a.s. 

3 为 0non 记 上 的 测度 . 

1 =AHmno0o)=A 人 =0. 设 4eFmn>l4nd4n= 包 只 m, 则 有 
AnNQNoEF, n>1, (AnNQoN(AmNNo)=0, nm. 


人 


Ooe 


二 (0 加 = SD = DW (AnN Qo). 


故 必 为 Qon 和 上 的 测度 . 

4.10 设 (0,F, 几 ) 为 一 有 限 测度 空间 ， Qo G Q. 令 fo = Qo NF, 

v(A) =inf{u(G) :GE 天 GNQo = A},AEe Ro, 
则 vw 为 (0 万) 上 一 测度 ， 仿 
hi(B)=v(BNOQo), VBe 让 ， 

则 产 为 (0, 记 ) 上 一 测度 ， 且 产 < 凡 

证 明 显然 Qon 和 = 万 为 代数, 且 xf = 0. 于 是 要 证 > 为 (0 万 ) 上 一 测度 ， 只 需 证 
v 有 o- 可 加 性 . 设 4 e 万 ,m>1 AnNnAm=8n@#m. 
we 和 4 | < D4) 
yn>1 由 vw( = inf {pu(G ):G efF, GNQo= An} MMM, Ve>0, 3Gn EF, GnNQNo = An, st. 

MH(Gn) < v(An) +e/2", 
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即 Su n) < 二 An)+e. 因为 测度 ， 度 , 故 4 ( 学 cuj < 时 vote 且 时 cez (时 cojn 
= 7 (Gsn no) = 2 4. 又 由 < 的 任意 性 知 ，> 4 ) < 三 vd 


= 1 
由 (三 4 =inf{u(G):Ge Ff, GNQo= 5 An}, 入 4 万 知 ，Y>03Be 和 大 BNQo= 
n=1 n=1 


设 4 = Qo0nB,, vn>1, Bef. 令 


co ® co & 
B=BnBn (Us) E 7, Bpn5n ( (J 5] Ee 


i 二 Nn 十 1 


则 
B,CB,n>1,BNB,=60,nm. (2) 


且 
Bi noo = An. (3) 


事实 上 ， BNQoc Bnnono = An; 
i 因 Bn9o= 4n, Bnn9o= 4, 以 及 {4n} 互 不 相交 ， 故 {Bnn 9o} 互 不 相交 .从 而 


有 BNQocCc { U B) NM Oo, 即 
?一刀 十 1 


4=anoc( U 5 no = Bn,n ( (J a] N Qo = BN Qo. 


i 二 ni 二 1 i 二 =n 二 +1 


由 (1),(2),(3) 式 得 


洲 
强 
池 


由 = 的 任意 性 得 *( 时 4 ) > 器 v4). 综合 上 (Qo,76) 上 的 测度 . 


3 往 证 方 为 (09,7) 上 一 测度 ， 且 六 < p. 显然 声 非 负 且 Z(0) = v(W) = 0. 下 证 却 有 e- 可 加 
性 . 


设 {Bn} CF, BnNBm =0, nzm. 则 
让 过 5 =v (人 5 N mu =v (Ee N oo =>》 vBnN Qo)= > ZXBn). 


故 声 是 (0, 万 上 的 一 测度 .由 v 的 定义 知 ， ZX(B)=v(BNn 9o) < 4(B), YBe 区. 
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4.11 设 (0,f,n) 为 一 测度 空间 . 
={Ncon:3a4e Ad =0, 使 4 DN), 
F={A4UN: Aef, NenN)}, 
则 王 为 o- 代数 ，7 可 以 唯一 扩张 成 为 天 上 的 测度 元 且 (8,F,z) 为 (9, 了 ,n) 的 完备 化 . 


第 二 章 可 测 映 身 
31 定义 及 基本 性 质 


1.12 设 (EB,6) 为 一 可 测 空间 ，5C 为 生成 2 的 一 集 类 . 设 戏 为 Q 到 已 中 的 一 族 映射 ， 
为 在 9 上 诱导 的 o- 代数 ， 则 


| (J ~o). 
fen 


设 v 为 三 可 测 函数 ， 则 存在 的 可 数 子 族 Ho = { 户 , 户 … 小 使 得 为 五- 可 测 ， 其 中 万 
为 Ho 在 0 上 诱导 的 o- 代数 . 


证 明 (1) 显然 有 {U1 = | CF. 记 9= (ses: Ym er{ v.70)) 显 
然 Cccg9, 且 9 为 o- 代数 . 事实 上 
i | 中 则 4 ee YA) = ULOm = 


feEn 
(0 0) < | 出 Wi ol} 即 4ee 9. 
了 ET 


2°vAn € 9, n>1,B A,eé, U f(An) eo U tinh 于 是 有 U AneE, 且 
fen feH n=1 


U 广 : (U4) = 【J 中 三 !(4n) = U U 三 :4 es ,| (UJ m0). 


fen feEH n=1 n=1 JE (fren 


即 U 4 eg. 故 9=cfc), 即 US 


(2) 
1.13 设 (0, 万 (BE) 及 (G,9) 为 可 测 空间 ，f 为 8 到 中 的 大 可 测 映 射 ，h 为 B 到 G 
中 的 £- 可 测 映 射 . 2 p=hof,; 则 yg 为 9 到 G 中 的 . eh 
证 明 p11(9) = (Po 站 -19) = 六 (9)) Cf-1(E)cF. 故 yp 为 8 到 G 中 的 太 可 测 
映射 . 
1.14 设 /为 (0,F) 上 的 一 有 界 可 测 函 数 ， 则 存在 简单 可 测 函 数 序列 (f,n > 1), 使 得 |f,| < 
|fl, n>1, 且 所 一 致 收敛 于 了. 
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证 明 (1) 设 /为 (0,fF) 上 的 一 非 负 有 界 可 测 函 数 ， 令 
n2"”—1 
fn(w) = >», a + nlf>n}: 
k=0 
显然 所 < f, 且 记 为 非 负 简单 可 测 函 数 . 由 题 设 知 ，C 全 sup{f(w),we Q} < %. 于 是 3m1 e NN, 
当 n> ni 时 ， Ti>n} = 0. 从 而 Ve > 0, 取 N = max{ni, logs 1/e}. 则 当 n>NN 时 ， 


|fn(w) — f(W)| < 1/2" <&, 


即 有 一致 收 敛 于 上 
(2) 一 般 地 有 f= f+ 一 f-. 对 于 f+,f- 由 (1) 得 ，3fn< 提 , fi 一致 收 敛 于 f+,gn < ff gn 一 
致 收敛 于 大 : 令 hn = fn — gn 则 |f—ha| < max{|ft — fal, |f7 — gnl}. 于 是 ve >0, 3NEN, st. 
当 n>N 时 
ft fl <e, |f ~— gn|<&e. 

从 而 有 | 一 和 | < es， 即 hn 一 致 收敛 于 f, 且 Ihnl = |fn, — 9n| < ft+f= | 用. 综合 上 述 (1),(2) 
有 结论 成 立 . 
1.15 设 (9,) 为 一 可 测 空间 ，C = {41,42,…} 为 9 的 一 个 可 数 划 分 即 4in 4; = 0, i 关 
;4i= 0). 令 古 =o{fFUC), 则 

(1D)T = {D21(AiN Bi): BieF,1i>1), 


2 ey 为 0 上 一 厂 可 测 实 值 函 数 ， 则 存在 一 列 大- 可 测 实 函数 (f,n > 1), 使 得 
9 = 2 i=1 JitA;: 


证 明 (1) 令 X= 位 (ns Bief, 这 让 显然 有 2 c 克 Fuc c XH. 事实 上 ， 


人 
vAEF, ANQ=Y Aih; YB eC, 3no, st. B= An = AwQ+ SY Ail. 由 BB 习题 210 知 cH 
== ts 
即 了 = 和 
(2) 示 性 函数 一 简单 函数 非 负 函数 ” 一 般 地 . 
l0OY4e 克 由 全 知 3pieFi>lst4=> nph 即 有 = 和 1np= 和 17. 令 
= 有 全 站 $1 
fi 一 TB,， 则 有 L4 = 2 filB,, 且 fi E 上 三. 
Pd 
20 令 0<g= > aiTc Ci ET. 由 (1) 知 对 于 每 个 C; eT, 3Biy eF ; > 1 使 得 C;= Aj;N .Bi 
并 = 
于 是 


Nn 人 也 OO OO Nn 
9 二 2 LinBj 三 2 B aifA; mm] = >», (> oo 了 4i 


三 站 $= 
A Nn Ce 
令 0< 方 =》aip EF, 则 有 9g= 5 flIa,. 
i=1 了 三 二 


3%g 为 非 负 7- 可 测 实 值 函数 ,由 定理 1.8 知 存 在 非 负 简单 可 测 实 函 数 的 增 序列 go, 使 得 
gn 个 9. 对 每 个 gm， 由 20 知 存在 一 列 可 测 实 函 数 {fnm, m= 1}, 使 得 gn 二 2 万 mA 又 


lim gn = 9) 故 fr st. lim fnm 一 J 于 是 有 0 一 3 fmla,,, 且 fm E 上 三. 
no0 no0 1 
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40 一般 地 ， 令 g = gt 和 
二 Wit 
frn=hm 一 gm€F, 则 有 g=gt--g-= 二 (hm 一 gm)T4。 = > 
综合 上 述 10,20,30,49 有 结论 成 立 . 
1.16 设 0 为 一 距离 空间 ， 8(0) 为 0 上 的 Borel o- 代数 . 令 Cs(9) 表示 0 上 有 界 连续 函数 
全 体 ， 则 8(09) = o(f :Je C6(0)). 


i os f e Cs(0)). 
YF C0 为 闭 集 , 令 f(x) =e-?(*), ze 其 中 plz, F) = igt d(z,y), d 为 a 上 的 距离 . 则 有 f 


为 0 上 的 连续 函数 ， ee <14. 必 有 FF={z: j= fe Cs(0)}, 且 8(0) 可 由 
9 中 所 有 闭 集 生成 . 故 8B(9 pe f e co(O)}. 
20 再 证 o{f : je C6(0)} c B(0). 
VO CR 为 开 集 ， je Cs(9 ee (0) 为 8 中 开 集 . 故 广 !(O) € 8B(9). 
令 9={4eBB): 广 :4) e ii 事实 上 ， 
(DY4s95 有 ，4eBBR)， e B(9). 则 有 


A° € B(R), f° (4°) = (三 (4) esB(D)， 
即 A° ed; (2)Y4n E00,n>1 有 ， An € B(R), 广 !(4n) < B(0). 则 有 


U 4n € B(BR), /7 上 加 = U (deB)， 


即 和 eg 
R) 可 由 R 中 所 有 开 集 生成 . 故 9 = 8(R). 从 而 有 


o{f :fe C(O yo (A em -am 


fECb(0) 


综合 上 述 1".,20 有 结论 成 立 . 
1.17 设 {j 1<i<m} 为 R 上 实 值 Borel 函数 ， 则 ( 凡 ,… ,fm) 为 (Rm,B(Rm)) 到 自身 的 可 
测 映射 . 

证 明 记 C= 人 (Qi,bi] : ai,bi; € R, ai < ， 1 = (有 i; 有,… ,fm). YC eC, 则 有 C = (ea0. 


于 是 广 (CO) = 了 万 :Go je BRm), 即 广 !(C) c B(Rm). 由 命题 1.3 及 B(Rm) = o(C) 得 ，/ 


为 (Rm,B(Rm) 到 自身 的 可 测 映射 . 
1.18 三: 0 9, 了) 上 的 复 值 可 测 函数 ， 当 且 仅 当 /为 (0, 了) 到 (C,8(C) 中 的 可 测 映 


射 . 

证 明 (>) 因 e R2, 故 令 其 同 构 映射 为 g:C 一 R2, 则 gej(O) = (RejTmj) 全 . 习 
题 117 知 ，7:0 一 R2 上 的 可 测 映射 . | 0, 7) 到 (C,B(C)) 中 
的 可 测 映射 
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<) 设 0 为 RR 中 的 任 一 开 集 . OESf{fa+tbi:ae0, beR}eB(c). 
f :0)= {we Q: Ref(w)€ 0}= (Ref) (0)eF. 


故 由 命题 1.3 知 Ref 可 测 . 同 理 可 得 Imf 可 测 ， 即 f 为 (9, 7) 上 的 复 值 可 测 函 数 . 
52 单调 类 定理 (函数 形式 ) 


2.9 设 C 为 0 上 的 一 有 界 函 数 族 ， 若 C 为 线性 空间 ， 则 M(C) 亦 为 线性 空间 . 

证 明 令 Hi= {fe M(C): vae R, af € M(C), Vg eC, a (0)}. 因 c 为 线性 空间 ， 
故 C cHi. 往 证 Ki 为 单调 类 . 

设 所 EHi, n>1, 且 所 1()f. 故 {fr} 一 臻 有 界 ， 从 而 有 fe M(C), |f|<m. 
又 afn1()af 或 afn4 -0 扣 tg1 (f+ge MC). 设 Ig|<5 则 |f+4g| <mtl 
A 且 7 = M(C). 

2 es f+geM(C)}. 由 M(C) = Hi 知 Cc Fz, 同 理 可 证 7 为 
单调 类 ， 于 是 有 7 = M(C), 即 M(C) 为 线性 空间 . 


2.20 设 C 为 0 上 的 _ 非 负 和 四 卫 数 族 则 下 列 二 条 件 等 价 ; 
(DM(C) = Cr (C); 
re JeccacR+ 僵 aja-AaeAM(C). 


We (2)) 设 f,g eC,ae Ri, 显 然 有 fy， af,a— fAa€ Lt(C c), Bh fAy, af,a—fAaEe 
MI(C) 


(2) = (1) 10 令 
G1={f eM(C); VgeCc, fAge M(C), VaeE Ri;, af €E M(C), a— f Aa € M(C)}. 
显然 有 CCO. 下 证 G1 为 单调 类 . 
设 fnEd,n2>1, 且 方 } (Df, 则 有 {fn} 一 致 有 界 ， 即 dm > 0, |fnl < m, 且 vn 之 
1, fn € M(C), Vg €E C, fnAg € M(C), Va e Ry, afn € M(C), a— fn Aa € M(C). 从 而 有 
fe MI(C), | 广 Ag| < m, Y9 EeC, fnAg (DfAg < MI(C), lafnl < am, afn 4 (Daf < MI(C), la—fnAal < 
a, a 一 所 和 人 ay (tja-fAae MI(C), 即 fe91, 帮 有 91 = 
令 92 = {f € M(C): veMc f Age M(C), yesR af,a- fAae MI(C)}. 则 显然 有 
Cc 92. 同上 可 证 得 9 为 单调 类 ， 故 92 = 
20 令 和 ={4c0: I4e€e M(C)}, Vf eC 有 fy0€ M(C) 守 VeF. 因 0€ M(0), 故 
1=1-1A0€ MI(C), 即 Qe M(C). 显然 为 单调 类 ， 再 证 入 为 代数 . 
vAETF, Ia=1-IA=1-IaAAlée M(C)= A° eS; 
vA,BE, IaB=JIaAlTs € M(C)= AB EF. 


故 王 为 o- 代数 . 
3° 往 证 C 中 的 每 个 元 为 - 可 测 . vf eC,aeRj, 令 所 =n(a-fAa)A1, 则 fi€ MM(C), 
且 访 人 和 > 故 Isa Ee M(0), 即 [f >aje 下 .这 表明 fe Ff, 于 是 有 o(f :feC)cF. 


2 ”一 1 
40 最 后 设 /es Li1(0), 令 M = Sop [f(z)| < co， fn = pa 才 ImM0D/2r<j<(k4DM)/2*}. 由 30 


知 Tp) 2r crt M2n} €E M(C ). 因 C 在 R+ 上 为 线性 空间 ， 由 习题 2.9 M(C) 在 R+ 上 
为 线性 空 0 ee ee 即 fe M(C). 从 而 有 心 (C) c M(C). 显然 有 
M(C)CAL C) 为 单调 类 ， 且 Cc Lt(0), 敬 M(C) c A 故 Lt(C) = 
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2.11( 定 理 2.1 的 另 一 种 形式 ) 设 C 为 0 上 的 一 z- 类， 为 0 上 的 一 非 负 实 值 函 数 族 . 如 
果 下 列 条 件 被 满足 : 

(1)l ex; 

(2)f eH, ae Rt Saf EN; fgeEH, f>g9>1-geN; 


(3)fn EH, n>1,0< 折 17, 且 /有限 (相应 地 ， 有 界 )=S f eX; 
(4)YA EC, Ia€H, 


则 和 开 包 含 2 上 的 所 有 非 负 c(C)- 可 测 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 . 
证 明 四 令 和 ={4cn: eH}. 则 有 CcF. 下 证 下 为 和 -类 . 
leXH=>QNer; 
2°4,BEeF, ACB=Ia,Ip ENH, Ia<Ip>1Ip-Ia€eEH=Ipa EH BAET, 


304 EJ, n>1, A4n14 坟 4 EXH, Ia,1I4 有 界 二 IaeEXHN=>AeEF. 
由 CC 为 0 上 的 类 得 o(C)c 

2) 对 f,g €E XH, 取 常数 C>f+g. 则 f+g=C-[C-(F+9)] eX, 即 和 运算 封闭 . 

3) 对 Q 上 的 任意 非 负 o(C)- 可 测 实 值 (有 界 ) 函数 f. 令 

fn = > Dn Uh/2" <F<(R+1)/2"] + nfs>n]: 
»S=S0 
故 及 eH, 且 所 1f. 由 (3) 得 ff ex. 
3 可 测 函 数 序 列 的 几 种 收敛 


3.8 设 (fn) 为 一 实 值 可 测 函 数 序列 ， 则 为 要 (加 )ae.( 相 应 地 ， 几 乎 一 致 或 依 测度 由 收敛 于 
某 ,必须 且 只 需 (f) 为 相应 的 收敛 基本 列 . 
证 明 只 证 ae. 的 情形 ， 其 它 类似 可 证 . 
(人 3) 设 户 全 刀 则 3 p(N)=0, wesN 有 im fn(w) = Jo) 于 是 有 Ve >0,3M, 当 
n>M 时 ，|f(w) 一 fw)|<e/2. 从 而 有 Yuw e Ne n,m>M 
[fn(w) — fm < |jno) — FO) + |fm(w) — fo) < <. 


(二) 设 (fn) 2 政绩 本 区 即 : aN N) =0, weN 有 lim (fn(w) -fm(w)) =0. 由 


tt im fn(w ee 即 (f),ae. 收敛 . 


3.9 举例 说 明 : 知 WO) = co， 则 4 几乎 处 处 收敛 的 序列 不 一 定 依 测 度 收敛 
证 明 取 es 其 中 以 为 Lebesgue 测度 . 则 p(R) = co. 设 


a 1 
f(w)=0, Vwe R. 于 是 有 lim fn(w)=f(w), 即 (fn)ae. 收敛. 但 
4(lfn — f| > 1/2)= 4((-%,—n)]) 十 Km oo)) = 十 co. 


3.10 设 fn 2 则 有 liminf f;, < f < limsup fn, a.e.. 
1 09 no0 
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证 明 设 fn 一 f, 则 存在 子 列 (fu) 使 得 fn 全 f. 从 而 有 lim inf fn < liminf fh, 三 了 = 


lim sup fn < lim sup fn, a.e. 
no00 no00 


3.11 设 4 为 有 限 测度 ， 则 . 
ea 

证 明 (=) 设 所 一 上 则 由 ， 6 A (fn) ) 的 任 一 子 列 (fw), 存在 其 子 列 (fi ), 使 得 
ja 于 是 要 证 TT 只 需 证 户 ”了 > 1 有 了 二 和 显然 由 
扩 二 了 坟 |fn| 二 1. 从 而 有 


万 全 全 


fn 本 f _ [fn f+fnlfl- ffnl| 
1+|fn| 1+|f| (1+|fnD)(1+ 1#D 


STA Grit + G+ + IID 
Z| hl = 0 es 80) 
(Sp 一 下 > 引 < 二 局 列 = 仙 dp. 由 346 注 及 控制 收敛 定理 有 


ullfn— fl>e) = 0, 7 一 09. 


即 所 一 > 


第 三 章 积分 
81 定义 及 基本 性 质 


1.10 举例 说 明 命题 1.8(2) 中 关于 j 的 c 有 限 性 条 件 不 能 去 掉 . 
解 令 0Q=R, = {0,0}. 
A(A) = { es a 


1 不 是 0 上 的 o- 有 限 测度 ， 对 f==2, g=1, 有 yp(f1I4) < yl9Ia), VAe .但 f >9, vzen. 
1.11 证 明 系 1.7(3), 即 设 f,g 积分 存在 ， 且 jy(f) +A9) 有 意义 ， 则 f +g ae. 有 意义 . 

证 明 由 积分 的 线性 性 知 ， AP) +AGg) = 4(f++g+) 一 p(f-+g-). 又 (1)+pl9) 有 意义 ， 
故 jy(ft+gt) < 0%, 或 1(f-+g-) < oo. 由 定理 1.6(7) 知 ， 贱 +g 时 <oo 或 三 + 的 <oo ae 从 
而 有 J+9g=(f++9)-( 广 +9) ae 有 意义 . 
1.12 设 ( 扩 ) 为 一 列 可 测 函 数 . 者 (f) ae. 单调 增 ( 即 vn， fh < fnt， a.e.), 则 存在 一 处 处 单 
调 增 序列 (9,,), 使 得 Yn, f, = gn ae. 

证 明 由 vn, f < frr ae. 知 ， 3 phN)=0 ywsN 有 fr(w) < frr(w), 取 


则 有 9gn(w) < go) 且 f= gn ae. 
1.13 设 (0 Fn 人 有 限 测度 空 s 间 ， 4ceF1T<i<n 令 T 为 1 的 非 空 子 集 ， 我 
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k=1 I {1, i€J 


V Ta; 三 > CTE TA (#) 
k=1 


IC{1,.…,n} i€I 


证 明 先 证 


当 n=1 时 显然 成 立 ， 假设 对 nn 成 立 ， 下 证 对 n+1 也 成 立 . 
Fe 2 


IC{1,.… ,n+t+1} i€I 
SN (A n.) 人 zs 
IC{1,.…,n} i€EI IC{1,.…,n} i€ETI 
nn nn 
二 V J4x 十 7T4 一 (V .| A Ta 
k=1 k=1 


Se n+l 
往 证 f = MV, T4 又 
Nn n ntl 区 
= (U 4 \Anti + Anti\ (U a)+ +(U 4 N Anti + (0 4 
k=1 k=1 k=1 k=1 
故 goe (Oh) Wn 7=1+0-0=1 VY l=! 
k=1 a 
(Woe dnrn\ (U 4) f=0+1-0=1, V I4,=1; 
Rl 2 
(3)w € (V A ) NAnts f=1+1-1=1, V T =1; 
k=1 k=1 
ntl 5 n+l 
dos (OV 4) ; f=0, V Ia, =0. 
k=1 i k=1 . 
从 而 有 f= Vs Ti 即 (*) 式 对 n+1 成 立 ， 注意 到 Vl: = ee A la = 了 Tn 4 且 (*) 式 
= 二 Mes : 汪 全 i€I 
两 边 均 可 测 ， 故 对 其 求 关 于 4 的 积分 有 


es 


1.14 设 马 为 一 距离 空间 ， 8(B) 为 其 o- 0 人 与 v 为 (8,B8(E)) 上 的 两 个 有 限 测 
度 . 若 对 上 一 切 有 界 连 续 函 数 了 及 (f 有 ), 则 p44=v. 

证 明 证 法 一 ， 显然 1e C6(B), 苓 p(1) 
令 XH={f eB(E): p(f) =v(f)} c 后 是 设 有 Cs(B) CH. 由 积分 的 线性 性 知 XH 为 线性 空 
间 ， 且 1€ KX. 又 CCB) 对 乘积 SEE 寺 了 故 由 第 二 章 定 理 2.8 知 Ls(Cs(B)) Cc KH. 再 由 PB9 习 
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题 1.16 B(E)=o(f :jecsB)) MB(E)=H, n=v. 
W 令 丰 ={4C 一 :14) =v04)} 


全 ), 故 0 e FF; 
1 Be, a =v(B\A) > B\AEF; 


(3) 令 4n1+4, 由 测度 的 从 下 连续 性 > 4e , 即 王 为 入 类 . 
令 C={Fc 召 : 为 B 中 闭 集 }. 则 C 为 类 . YF eC, 令 f(z)= (二 页 丰 ) eCi(B), f(z) 一 


oa =v(fn). 再 由 控制 收敛 定理 有 Ap) =v(Ir). 故 FeF, 即 Cc 大. 从 而 有 
jo 


1.15 设 (Q,) 及 (BE,6) 为 两 个 可 测 空间 ， 7 为 (0,F) 到 (已 ,5) 中 的 可 测 映射 ， 4 为 (9 三) 
上 一 测度 . 
GD 令 p1f4)=Af) Ae E. 则 pf 为 (B,E) 上 的 测度 (通常 称 为 由 了 在 (已 2) 上 
0 或 f 的 象 测度 ). 
2) 设 g 为 (8,E) 上 的 可 测 函 数 ， 则 为 要 9 关于 测度 p17 的 积分 存在 (相应 地 ， 可 积 )， 
必须 是 只 过 gof 关于 4 的 积分 存在 (相应 地 ， 可 积 ). 此 外 ， 这 时 有 


"| go fdp = 站 gdluf 1). 


证 明 (pf!1(0)=y(W)=0, 设 4ieE, Ann hnm=Wn 关 m 有 


EE) 
=] (5 fn) = > A(f (An)) 


-ol 
故 p17 为 (B,E) 上 的 测度 . 
(2) 令 g= 4, 4e2, 则 
far) = (0 = fw = mpan= {mo fdr 
即 
上 和 = af 四 


对 4 成立， 由 积分 的 线性 性 质 知 (x) 式 当 9 为 非 负 E- 简单 函数 时 成 立 . 者 9 为 非 负 2- 可 

测 函 数 ， 则 存在 {9% : ne N} 为 非 负 2- 简单 函数 序列 ， 且 0<gf9. 于 是 {9nof: neN} 

为 非 负 大 简单 函数 序列 ， 且 0 < gn。f1gof, 因 此 由 单调 收敛 定理 知 (9) 式 对 非 负 &- 可 测 
若 g 为 实 E- 可 测 函 数 ， 则 


Ls ofan= | ao) 上 
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人 oojdu= 让 gd(pf 1). @) 


而 gt of = (go7f)#, 故 fsgd(nf) 存在 (可 积 ) 等 价 于 (1),(2) 式 的 右边 至 少 有 一 有 限 (都 有 
限 ), 因而 也 等 价 于 (1),(2) 式 的 左边 至 少 有 一 有 限 (都 有 限 ), 即 J4g。 yan 存在 (可 积 ) 再 由 

,(2) 及 积分 定义 知 (*) 式 对 实 值 £- 可 测 函 数 成 立 ， 对 于 复 值 £- 可 测 函 数 可 对 其 实 部 与 
虚 部 分 别 应 用 £- 可 测 函 数 的 结果 ， 即 得 (*) 式 成 立 . 


82 积分 号 下 取 极 限 


2.10 设 所 ,hogwfhgeELh < <gwae,vn> 1 又 设 记 全 f 或 于 | 
-全 9， hn, 二 有 或 hh. 如 果 h,g,n n,n 都 可 积 入 ， 且 wj 一 plh), HA(gn) 一 9); 则 了 可 
让 ， 且 有 lim p(fn) = 1p(f). 

证 明 不 妨 设 六 由 是 设 及 三 本 之 0 大王 六 所 也 且 
fn—hn fh, fn -gn = f—g. X gn,hn 可 积 ， Eh < fn < gn, ae. ,Vn 之 1 则 可 积 . 对 
所 一 hs 应 用 Fatou 引 理 有 


pliminf(fn ~ hn)) < lim inf pfn ~— hn) = lim inf pfn) = p(N), 


即 pf 一 有) < liminfp( 扩 ) -yp(h). 从 而 有 1(f) < liminf p(fn). 

再 对 fi 一 gn 应 用 Fatou 0 limsup y(fn—gn) < 2 sup(fn —gn)), 即 limsup y(fn)—p(g) < 
4(f) -Ag). 从 而 有 4(f) > lim sup yy ) 于 是 /可 积 ， 且 p(f) = lim p(fn). 

若是 依 测度 收敛 ， 则 可 选 子 列 ae. 收敛 . 

2.11 知 在 210 中 有 hn<0< gn, 则 lim pllfn -f=0. 

证 明 由 入 和 万 < gn,ae. 知 h<f<9 hr-g< 所 -f < gn--h. 再 由 hs<0< gn 知 ， 
If fl<gr—-hi+gohn. 取 R=gn-hn+g—-h>0, PerLt, 有 有 82S2g9-2h>0,ae. 杞 及 
2g 一 2h 可 积 ， 故 WP) 忆 2p(9) -2p(h). 由 定理 2.7 得 lim p(|fn 一 f|)=0. 

2.12 设 ( 广 ) 为 一 可 测 函 数列 . 下 =1 KA( (f+) a 估 放 ) < oo, 则 >| f，ae. 有 意 
sD 的 积 分 存在 ， 县 有 AL( 21 fn) = Dri Hfn). 

证 明 bE = 二 入 > 万 , 由 系 2.2 得 


ba = >A(f), , (S| = 2 Wf7). 


再 由 二 wj) < oo 或 二 MA 万 )<o 得 二 所 <ceoae 或 Pr < oo ae 故 二 记 ae 有 
意义 ， 且 下 积分 存在 


3 -全 | —h 过 让 a 0 


n=1 


83 不 定 积分 与 符号 测度 


3.17 设 v 为 一 符号 测度 ， /关于 v 的 积分 存在 ( 见 注 3.5(3)). 则 对 一 切 4e 7, fI4 关于 > 
的 积分 存在 ， 且 4 mv(J74) 定义 了 上 的 一 符号 测度 . 

证 明 ffav=ftav- fadv=Joftdvt+hof av -foftds -hfavt. 
f 关于 v 的 积分 存在 ， 故 有 


/ras dy- <oo, 或 /rw + ;eh 


XfofIadv = fo ftIadvt +Jof Tadv — JoftIadv —Jof Iadvt, 且 . 


rm + ff ma < Fat 人 
Ik A +/ pas {1 dv + dvt. 


从 而 及 ftIaadvt+ 几 bf Tadv < o0, 或 bftIadv + Jof Tadv" < oo. 故 14 关于 v 的 积 
存在 . 令 w:4 上 ,wv(fI4), 则 有 


An|= ~ dv= dv = An 
+ | En > hf. 2 ) 


即 定义 了 直上 的 一 符号 测度 . 
3.18 设 v 及 4 为 两 个 符号 测度 ，f 关于 v 的 积分 存在 . 若 > 和 (相应 地 > 工 内 , 则 /> < A 相 
应 地 ， fv 工 站 ， 

证 明 (1) 设 v < 


|f.v|(A A Rt 


lal(4)=0=1|x|(4)=0=3vt(4)=0, 有 Hv (4)=0|fr(4)=0= fr rk. 
(2) 设 vLn, 则 3N ee ,使 得 


lul(N) = 0,， Ivl(N°)=0. 
fr(N)+tf rv (NO)+fY (N°)+f .wv (N®) 
fv NO) +H IN) =0 fry. 
3. 2 ° ,) 为 一 测度 空间 ，v 为 下 上 的 一 有 限 符号 测度 . 则 下 列 二 断言 等 价 ; 
vg; 

1 业 ee es )<&. 

证 明 (2)3(1) 令 jp(4)=0, YA4EF. 由 (2) 得 ve >0, |vl(4) < 
由 = pe lzl(4) = 0 即 > 多 几 


|f-v|(N®) 
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(1) 坟 (2) 反 证 法 . 
3eo>0, 取 5=1/2" > 0 34n€EF, nAhn) <1/2", 但 |v|(4n)>e0>0. 


取 4 = limsup 4。 有 ， 
也 一 OO 


-xz 人 (让 L (J 4 sx(U 4 ) < < Dn (Ax) = -二 ,Vn 4(A4)=0. 
但 |v|(4) > |v|(4%) > so > 0. 这 与 v4 刻 盾 . 故 (2) 成 立 . 
3.20 举例 说 明定 理 3.11 中 的 o- 有 限 性 假定 不 外 下 

解 9 = [0,1], 下 = {4 cl[0,1], 4 或 4 为 至 多 可 数 集 }. 令 w4) = |4|(|4| 为 4 的 个 数 ). 


v(A) = | 0, 4 可 数 ， 


1， 4 可 数 . 
则 > 冬 凡 且 / 不 是 有 限 测 度 . 假设 存在 一 关于 4 积分 存在 的 可 测 函 数 g, 使 得 
v(A) = | sa 


取 4 = {wo}, 则 有 
0=v(A) = g(wo)u(A) = g(wo)， 

即 g(wo) =0. 又 由 wo 的 任意 性 有 g=0. 则 w=0, 这 与 > 的 定义 矛盾 . 故 定理 3.11 中 的 o- 
有 限 性 不 能 去 掉 . 
3.21 设 / 及 ”为 两 个 c 有 限 测度 ， 则 为 要 vw ~, 必须 且 只 需 存在 可 测 函 数 g:0 < g(w) < 
00, Vw € 0, 使 得 v= gk 

证 明 (= ) 由 Radon-Nikodym 定理 知 , 存在 一 关于 7 积分 存在 的 可 测 函 数 g, 使 得 > = gy. 
此 外 ，g 在 jy- 等 价 意义 下 是 唯一 的 ， 且 9 为 wae. 有 限 . 


v(lg < 0]) -人 ly < -a v(lg < 了) = lim 了 < Tul < 7)=0. 
但 vA ef, v( 三 gd >0=9>0, wae. 故 j(lg <0])=0, wv(lg <0])=0, 即 0< g(w) < %,ae. 


(4 或 v) ,再 在 es = 1, 即 得 满足 条 件 的 9. 
对 ) 因 v=gp 得 v < 1 ) = [49dn =0, 则 


0= /gon> | DA es 
pe 


即 j(4)=0. 故 p<v, 即 vv 和 ~ 
3.22 pi 为 可 测 空 间 (9, 了 ) 上 的 有 限 符号 测度 ， 
pVp2=pnm+(p2-p)t, pAp2=p1— (pp2)!, 
则 jv pz 为 满足 v > jp 且 v > jw 的 最 小 符号 测度 wv; jn 人 pw 为 满足 v < 且 v < jw 的 最 大 
符号 测度 v. 
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证 明 VA e Ff, 若 pj(4) > p2(4), 则 jv pa(A)= pa(A)+0=p(4) > po(d); 
若 p12(4) > p1(A), 则 pv pa(d) = 让 + 一 让 (4) = pa(d4) > pi(d). 故 


WVp>pm, Hpiv p> p. 


假设 存在 一 符号 测度 wz > pn,v > po, 但 34 € fF, st.v(4) < pv p2(4)， 则 当 pn(4) > 
pj2(A) (4) < p2(A)) 时 ， pv pa(4) = pa(A)(= pa(A)). 磷 v(4) < pa(4)(p2(4)) 矛盾 , 即 pvp 
为 满足 v > jn, v > 1 的 最 小 符号 测度 .对 于 jp 人 jp2 同 理 可 证 . 
3.23 设 1/ 为 (9,F) 上 符号 测度 ， 则 ll < 2supaez|x(4)|. 车 4(9) =0, 则 4 为 有 限 符号 测 
度 ， 且 有 ||gl|var = 2supAer Ix(A)|. 

证 明 设 0=DuUD: 为 4 的 Hahn 分解， 由 命题 3.6 得 


4(D) = sup{1(B): Be}, nu(D°) = inf{u(B): Bef}. 


故 
lallvar = = pt (0) + (0) = 1(D) — p(D') 
= sup 1(B) — inf 1(B) < 2 sup In(B)|. 
Be € 
若 (9) =0, 则 有 jt (9) < co. 所 以 Jul(O) < oo, 即 4 为 有 限 符号 测度 ， 且 0= AD) + 


AD?) = a + a ) 即 sup |p(B)| = sup AHB) = ~ job. A(B). 故 lulu = 2 sup |w(B 外 
3.24 设 B(0, 了 ) 人 Q 上 有 界 大 可 测 函 数 全 体 ， (0,F) 表示 (0,F) 上 有 限 符号 测度 全 
体 . 对 je B(Q, 万 , 令 | 川 = supweo|j(w)l， 

(1) B(9, 了) 按 范 数 网 | 为 一 Banach 空间 (完备 赋 范 线性 空间 ). 
(2) 设 je MD 万, 令 歼 (1)=Ah fe B(9,7), 则 4 为 B(Q,F) 上 的 一 有 界线 性 泛 函 ， 
且 有 =xlhvar( 提 示 : 设 Q=DuDe 为 六 的 Hahn 分 解 ， 令 j = 万 -万 -考虑 人 用) 
(3)A4(0 ,万 ) 按 范 数 上 ls 为 一 Bannach 名 空间 . 
证 明 (1) 易 证 B(0,F) 为 线性 空间 ， 且 对 fe B(Q, 了) 有 
fll=0Sf=0; vaeR, llafll= |al Ill; 


vg € B(O,F), f+gll=sup |f(w)+9()| < sup |f (Ww)|+sup lg(w)|=|I+ llgll. 
wEQ wEQ wEQ 
这 表明 || 是 范 数 . 
再 证 完备 性 . 设 { 记 } c B(9, 几 ), 且 记 - fn 山 0, 即 pl -fm(w)| 一 0. 


Ve > 0, 3n,m 充分 大 ， 使 得 [fn(%) Ey fm(w)| <é, Vw eld), 即 fn— 一 致 收敛 于 0. 故 由 第 二 章 


习题 3.8 知 ， ee 即 B(Q,) 按 是 -| 为 
2 空间 . 


2) 由 积分 的 线性 性 知 ， 为 B(Q,P 上 的 一 线性 泛 函 .vf e B(0,) 满足 |JII<L1 有 
[P= P= -pe PN SD) + NfD) < pt 0) +p (0) = ullvar. 


由 为 有 限 符号 测度 知 ，|jylhar < oo. 故 荆 为 Bo,F) 上 的 一 有 界线 性 泛 函 . 设 =D+De 
为 8 的 Hahn 分 解 . 令 f= 1D- Ip:,; 则 f=1, 县)| = (CD)+HA (De = wear 故 
all > lallvar, Bh Zs] = al 
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3) 显然 M(Q, 了 ) 是 一 线性 空间 . vue M(Q,F 有 
alyar =0SG ln) =0Sp4=0; Vvae RBR, llaxlvar = |apl(0) = |al lullvar; 
设 jn,p2 € M(Q, 7) 有 
pr + pallvar = |p1 + p2|(0) = (p12 + p2)* (0) + (pi + p2) (0) 
<p1 (0) + pd (0) + p75 (0) + pa (0) = pllvar + |p2llvar: 
再 证 完备 性 . 设 {un} C M(Q, 三 )， 且 Hn 一 Hm aks 0， 则 V4E 三， 
Iun(A) 后 ; Lm(A)| < |hpr 一 Hm|(4 ) < lun 一 Am|lvar- (*) 
故 p(4) = lim pn(4) 存在 且 有 限 . 由 Vitali-Hahn-Saks 定理 知 ，/ 为 一 符号 测度 ， sup llpnllver < 
oo. 若 0=DuDe 为 由 的 Hahn 分 解 . 
lullvar = AD) — 1(D°) = Jim (Hn(D) — Jn(D®)). 
而 Vn, lun(D) 一 un(D®)| < 2||pn |var: 故 ul|var < “up ||pn |var < O00. 从 而 有 HE MI(Q, £): 由 (*) 得 
pn 一致 收敛 于 jp. 驻 ||pn 一 xljvar = Sup (pn -D(A4)— inf (pn —/)(A). 则 pj. 故 M(9,) 按 
上 ll 为 一 Banach 空间 . 
$4 空间 zz 及 其 对 偶 
4.19 简单 可 测 函 数 全 体 在 Lx(Q, ,yn) 中 稠密 . 
证 明 vf eI%(9,F,p), 记 fllw =a<ecovye>0 将 [-oal 分 成 长 度 小 于 s 的 有 限 个 小 
区 间 : 


2 (a1, a2], i (an 1,an]. 
令 大 = Dl 其 中 41 = fi1([ao,a]), 4 = fi((ar-1yaw]), 之 2. 则 在 fi([-a,a]) 上 
If-fl<e, feL™(0,F,n). 


故 p(f 一 fe|>e)<p(f1> fw)=0, 即 ffllw<e. 令 ce 一 0 得 ||f 一 fllw 一 0. 故 简单 可 测 
函数 全 体 在 Lx(Q, 开 ,n) 中 稠密 . 
4.20 设 [a, 引 为 一 闭 区 间 ， 为 区 引 上 的 Lebesgue 测度 a 
阶梯 函数 全 体 在 L?([a, 引 ,n) 中 稠密 .由 此 进一步 证 明 [6 引 上 的 连续 函数 全 体 在 Z2z([c, 中 ， 
中 稠密 .此 外 证 明 Zee(lc, | 4) 不 是 可 分 的 Banach 空间 . 

证 明 令 C = {lc,d)， ee o(C) = B([a, 四 ,0 为 代数 . 由 Ps 习题 3.9 知 
vA e Blla,b]), e > 0, 3B eC, st. 1(AAB) <e. 故 1(|I4 -IB|?) < er. 


卫 
vf 一 >， QKL4 4 € B([a, ol), VE > 0， 对 4 3jB, € C; §.t. 人 (7 Tp,|?) < (aa 取 
k=1 


也 
9 一 bp QpTB,, Br € GC; 
k=1 


和 
n Nn P n 
lf = glly = ( >》 arTa, — anlB, 中 < lar(Ta, — Ts,)ly 
Wal k=1 


k=1 


Nn Nn 
E 
< a 74 一 了 < Qk < 
SD lonl -mba 
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又 LI? 中 简单 函数 在 L? 中 稠密 ， 故 人 ak7p Br ec n>1} 在 IL? 中 稠密 ， 即 [a,3] 上 阶梯 


函数 在 L?([a,0],n) 中 稠密 . 又 由 于 任意 连 车 续 函 数 可 由 简单 (阶梯 ) 函数 逼近 ， 故 [a,9] 上 连 
续 函 数 在 L?([a, 溃 中 4) 中 稠密 . 

由 Zee([o, 中 ， 入 度量 空间 及 可 分 度量 空间 中 的 任意 子 集 是 可 分 的 . 
令 M= 人 ), 其 中 


OS .S12 
则 Vsi 去 s2, fa.() 一 (Cs =1, 攻 MM 不 可 分 从 而 有 Lx([a, 引 ,pn) 不 可 分 . 
4.21 设 (0, ,了 ) 为 概率 空间 , 1 < pi < p< oo， 则 | < fy: | 有 fs 一 Il 一 


证 明 ( D1<P < Zo < oo， 则 w(z) 人 Sz 全 (zx > 0) 为 凸 函数 . 由 Jensen 不 等 式 有 p(P(|f|P:)) 
Pelljp));, Bh (POIP'))S < PH)， 


上 lla = [POP < [POFIP)] = Am 


2) 由 (1) 知 {ly} 关于 2 为 递增 序列 ， 故 极限 存在 .于 是 由 Ps 定义 4.12,4.13 知 
P(Eo)= 0， “| up Fo. 则 


| fpaP = 人 oPaP < fl vp>1. 


故 |flls < lylle, 即 3m flls < fl 
20V0 < e < fw Be 会 {w: |f(w)|> fllw -=} 不 为 零 测 集 ， 故 


ls > ( A Homap】 ”> (fllee -a) (PE). 


令 p 一 oo 有 lim lf > fw -se 由 = 的 任意 性 有 lim Ifll > fle 
综合 上 述 lo2 得 Jim Nflls = Il 


4.22(H6lder 不 等 式 的 推广 )(1) 设 1< p,q,7 < oo, +=+, 则 有 Ifglls < fllsllglls 
(2) 设 1<pi,po,… ,pm<0%,m>2, 且 去 + 去 +…++ 直 =1. 则 有 
fi fal < fillps fry, 
证 明 (1) 设 1<p,gr<%， 上 + 二 二 + 要 证 
[EU7gI] < [EFF)]? [E(l9|)]?, Vf € LI?(0, F,P), ge 1’(0,F,P). 


i 2 & 生 ~ lgl" 
$= 1, 故 lab| < slal”™ + gbl™. 取 了 = 尿 Hs, J 二 四 区 则 有 


EE 


因 工 + 


生 
卫 


B(lf9) < [SE + 2 加 | = (7 多 + 2B(g 的 = 


故 吾 [AgIDAGEAIBlelD < 1, Bh lfgll < ogee 
( 引 设 1<pi,pzp<…pm<o0,m>2, 去 二 去 十 … 十 走 =1, 则 由 (1) 得 


”pl 


A ge 
<lfilhesl hallsll fa fl 


< < hills dfellps :fmllp,,. 
4.23 设 (9,, 放 ) 为 一 测度 空间 ， fe LI nL%. 试 证 vp>1 feLr, 且 lim |flly= jl 


证 明 (DYp>1, 令 CS|fllw < co, llfllw < 0, prae. 


?qn= p—1 du 一 p—1 d p—1 da 
WA p WA Iflan /ll /| pt fli Iflan 


<O? pllf) = 0° fh < eco. 


故 €L?. 
2) 证 法 同 4.21(2). 当 fllw = 0 时 显然 有 结论 成 立 . 当 ||fllw 0 时 , 取 Bo: ACE) =0, st. 
人 二 |f (2)), feL”% 得 Jj(Q\E0)<%， 


f varan= fan < ME plO\Eo) 
9 QANEo 


故 fs < leolp(Q\Bo), Bh lm lyle < ll 


另外 ，Ye>0 e < Ec=[w: | 用 > ls - 引 不 是 零 测 集 . 
|flls > (fllw — a)ln(Be)]?. 故 a lflls>lflw 一 se. 令 e 一 0 得 a | > fl 

从 而 有 lim yl = Ae 
4.24 设 入 为 及 上 的 Lebesgue 测度 ，1 < p< co je I?(R,8(R), 和 )， 对 每 个 ze R, 令 
folt ) = f(t— 2). 试 证 : vzo € BR, 有 lim; ;zo fs — fiolly = 0. 

4. 设 (9, 志 由 为 一 测度 空间 ， 9 为 一 实 值 六 可 积 函 数 ， 在 L%(9,F,n) 上 定义 如 
下 : 
7,00) = f toa, f EL™ (0,F,n). 
Q 
试 证 
llgll = sup{fl7o( 六 | : flleo < 1 
证 明 (1)vf es Zee(Q ,大 Ah， 


(NI< | [fglan < lyllelol. 


即 sup{|T,(D): le < 1} < llll. 
2) 取 f = sgng, 则 
TDI=| 上 g -sgngdp| = llgll. 


故 jlglh =sup{|Ty(DI: fle < 1. 
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§5 Daniell 积 


5.10 设 M 为 一 个 nn 维 Riemann 流 形 ，WU 是 M 的 一 个 坐标 领域 ， {zi} 是 中 的 坐标 函 
数 ， {9ij} 为 在 U 中 的 Riemann 度量 系数 ， G = detlgij](det 表示 和 抢 阵 的 行列 式 ). 令 C.(M) 表 
示 M 上 具 紧 支撑 的 连续 泛 函 全 体 . 设 fe C.(M), 其 支撑 含 于 2 定义 


[1= | Vode -a 


对 一 般 的 fe Ce(M), 可 利用 上 式 及 M 的 一 个 单位 分 解 来 定义 fy f. 试 证 fyf 为 Ce( 
上 的 Daniell 积 


86 Bochner 积分 和 Pettis 积 


6. 2 设 (0, FA 为 一 测度 空间 ， X :0 才 吾 为 一 强 六 可 测 函 数 . 则 为 要 X 为 Bochner 可 
耻 ， 必 须 且 只 需 存 在 一 列 简单 可 测 函 数 {Xo n > 1}, 使 得 对 ae. we 0，s-limn Xn(w) = 和 X(w)， 
且 了 上 人 | — Xlldp = 0. 

pit 由 强 六 可 测定 义 ， 不 妨 设 (9, ,pp) 为 完备 测度 空间 ， 且 X 为 强 可 测 函 数 . 

( 僵 ) 设 X 为 Bochner 可 积 ， 由 定理 6.3, 3Borel 可 测 简 单 函 数列 {X]，s 导 


[Xall < XI Yn > 1 且 s lim xs = Xo), Vw en 
故 ||Xal| 关于 人 可 让 . 从 而 有 Xn 关于 H 为 Bochner 可 积 六， Yvm 之 工 . 
又 | 一 中 一 om 一 oo 由 Fatou 引 理 得 lim J 1Xn -Xlldx=0. 
叉 Jo | Xn 一 Xmlldn < Jo [Xn Xlldp 中 上 | 和 mw 总 ||aw， 故 ns bo | Xn 一 Xmlldn = 0. 
后 ) 设 Xn 为 简单 函数 列 ， s- lim Xn 二 X， 且 汪 lim ho | — Xmlldn = 0. 故 Jim ja | xn 一 
XIldu = 0. 又 Xn 关于 人 /为 Bochner 可 积 ， 且 关于 yw 可 积 ， 
故 上 友人 las folXn 一 Xdp+ JolXnlldn < +oo. 从 而 有 XI 关于 4 可 积 
由 定理 6.4 知 久 关于 4 为 Bochner 可 避 


6.8 设 (0 万 门 ) 为 一 测度 空 E 间 ， {Xn} 为 一 列 Bochner 可 积 函 数 ， 闫 为 一 强 jy- 可 测 函 数 . 
如 果 对 a.e.w, Ss-lim,, Xn(w) X(w), 且 存 在 一 非 负 人- 可 积 函 数 9 使 得 | < g, ae. n>1, 则 


X 为 Bochner 可 积 ， 月 有 
s- lim | Xuan= /xiu 


证 明 ve >0, 3N, 当 n>N 时 ，||Xn 一 XI|<e. 故 |IXI<IXs 一 XI+IIXall <e+g. 令 ce 一 0 
导 XI| < 9. 故 |XI| 关 于 可 积 ， /Xdp 存在 ， 又 |X -Xl < 2g, 由 控制 收敛 定理 得 


| , 二 Xdnll < [2 
2 4 0 


6.9 设 4 为 ([0,1],8([0, 臣 ) 上 的 Lebesgue 测度 ， 互 为 Banach 空间 (0,1],8(I0,1),1)， 对 
A € B([0, 了 1), 令 v(4) = 14. 试 证 : 
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人 为 关于 4 绝对 连续 的 B- 值 测度 ; 
es Bochner 可 积 函 数 义 : [0,1] 一 马 , 使 得 v(4 Xdn, vA € B([0,1]). 
证 明 ( 1) 设 jp(4) =0, A€ B(l0,1), Ia € Li(lo, Vato ). 则 xv(4) 为 EB- 值 集 函 数 . 由 
示 性 函数 的 性 质 知 v 为 B- 值 测 度 ， 于 是 vf e€ 8* = 有” 


= f(14) = 本 fIadn = fw)Ia(w)dp = 0. 


由 ”> 任意 性 知 v(4) = 0. 故 v 关于 /为 绝对 连续 的 B- 值 测度 


6.10 证 明 注 6.5(3), 即 设 久 XT 由 为 Bochner 可 积 ， 则 YA e 下, XI 仍 为 Bochner 可 积 ， 
其 Bochner os 全 Xdk. 令 


二 1 be i (6.7) 
A 
则 ”为 (0,F) 上 的 下 述 意 义 下 的 E- 值 测度 : G)v(0) = 0;(i) 对 三 中 两 两 不 相交 集合 序列 {4;}， 


有 v (5% 4i) = 1v(4i). 我 们 称 v 为 X 关 于 4 的 不 定 积分 . 显然 v 关于 4 在 下 述 意 义 
下 是 绝对 连续 的 ， 即 wd) =0 二 (4 =0. 此 外 ， 令 


eho = mp {这 vl: {4 c 为 的 可 数 划 分 Ga 
称 ||v llvar 为 Vv 的 全 变 差 ， 则 有 
| 上 xlen. (6.9) 


6.11 设 (0, 了 ,1) 为 一 测度 空 五 为 一 自 反 的 Banach 空间 ( 即 Bg* = 五 )X:0 一 五 为 
一 弱 w 可 测 函 数 . 如 果 vf e E*, f(X) 为 p- 可 积 ， 则 XX 为 Pettis 可 积 


第 四 章 测 空间 上 的 测度 与 积 
$1 乘积 可 测 空间 
1.5 设 了 为 一 可 数 集 ， (Qi, 万 )ier 若 每 个 三 可 分 ， 则 IT;er 5 也 可 分 . 
证 明 由 题 意 可 设 c 可 数 有 是 o(0;) = 万 ,ie 于 是 由 习题 1.6 得 


I[[ 一 G (U mr 
i€I i€T 


从 而 由 上 式 及 Ci,7 可 数 知 ， 4 Ti 1(Ci) 可 数 ， 故 I 可 分 . 


1.6 设 (Qi, fi)ier 为 一 族 可 测 空 s 问 ， Ci 为 的 子 类 ，i ef. 若 对 每 个 ie 了 ,ol(Ci;) = 万 , 则 有 
lLier 7: = o(Uier ma 1(Ci )). 
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证 明 显然 有 v(Uicy mr) c [Le i 故 要 证 Te 户 = (UrlcD). 只 需 证 Je 记 < 
c(UicrmiiCD). 含 


i€I i€EI 


9 = 1: = (A;):i€l],A;e Qi, (J ri (Ai) Co (U te) 
故 


易 证 (Ci,ie 1 c9 且 9 为 o- 代数. 从 而 有 ol(Ci,i€ Dn)) Co(Uier7ri (C2)). 
$2 乘积 测度 与 Fubini 定理 
2.8 设 RR 为 实 直 线 ， 试 证 B(R) x B(R) = B(R2). 
证 明 事实 上 ， 对 一 切 二 (Zz1, X2) € R2, 有 
(一 oo,z] = (—00, 1] x (—0%0, xz2] € B(R) x B(R). 
而 B(R2) = o({(-00,2] :x € BR?)), 故 B(R?) C B(R) R). 于 是 要 证 8(R) x 8(R) = 8(R?) 只 需 
证 8(R) x 8(R) c 8B(R2). 即 
41 x 4 € BR2) A; € B(R),i = 1,2. (*) 
对 任意 给 定 的 oa € RB 令 
9 ={4ieBR):4ix(-coazl € B(R2)1 
易 证 9 为 RR 中 oo- 代数 ， 且 {(-o%,ai]:are R}c9, 故 91 = B(R). 
其 次 ， 对 任 给 的 4A1 es 8(R), 令 
二 {A2 € B(R): A1 x 4? € B(R2)}. 
易 证 G2 为 R 中 O- 代数 ， 且 {(—00, a2] :a2 € R}C 92. 所 以 92 = B(R,), 这 就 得 到 了 (*) 式 . 又 
B(R) x B(R) = o({Ai x A2: Ai € B(R),i=1,2) Cc B(R2). 


故 B(R) x B(R) = B(R2). 

2.9 设 (X44,p) 及 (YB,v) 为 o- 有 限 测度 空间 ，Be 4x 85, 则 下 列 条 件 等 价 
(LA x (EE) = 
(2) (BY) = 0,v-a.e. y; 
(3)v(E;s) = 0,n-a.e. £ 


(pxv(E) 和 全 LE) =0,v-a.e.y 
< vbE;) = 0, -ae.0. 
2.10 设 (X,4) 及 (7Y,8) 为 可 测 空间 ，p 及 为 (X,A) 上 的 o- 有 限 测度 ，jz 及 为 (Y,8) 
上 的 o- 有 限 测度 . 着 pn 且 w 才 yw) 则 wi xv px po, 且 有 


Ce 5 人 


d(vi x v2) 
QU x p2) 


dv 


i (y), J1 x H2-a.e.. 
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证 明 VE es A x 8, 由 习题 2.9 得 
(WUa x p2)(E)=0 < p(BY)=0, kh2-a.e.y 
< 12 (By) = 0, ji-a.e. 7. 


再 由 < 且 w<<pw 及 习题 2.9 得 
(41 X jp2)(E) =0< vi(EY) =0, rv-a.e.Yy 
< (Ej) = 0， -a.e. 7 
< vx rw(E)= 


By x v2 < pr x py. 
YE 二 AxBeAxB, 由 Fubini 定理 得 


dm dv» dv :各 和 
一 一 一 4 一 一 0 
E dh1 du2 Va A di 
fe 
d(vi x v2) 受 ) 
gp dp x a) (1 x a) d(p1 /2 外 
故 由 R-N 定理 知 YBE=4xBe4xB， 
0 
da x pa) da dna tf 
再 由 
AxB=o({A4xB:Ae /A,BeB}) 
立 知 


BX a) OD di 
dp x p2) dp dp2 


2.11 设 ,jamn 为 绝对 收敛 的 双重 级 数 . 试用 Fubini 定理 证 明 
> Pas 


70 一 1 n=1 n=1 m=1 


, M1 X H2-a.e. 


2.12 试用 Fubini 定理 证 明 商人 % exp (- 雪 )dz = =1. 
设 5 = [0,a] x [0,a], 显然 函数 f(z,y) =e- 3 在 5。 上 可 积 ， 且 由 Fubini 定理 知 


=- ([ eo) 
作 半 径 为 a 和 V2a 的 诗 圆 Di 和 Dz, 它们 分 别 含 于 5。 和 包含 56. 由 e 
单调 性 知 
/ei 
< Ae 


= G(a). 
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因为 


同 理 可 得 
且 有 lim H(a) = lim G(o) = 季 从 而 有 


1 CD 加 
-于 J sdz=1. 
2.13 设 (X, 4 站 为 o- 有 限 测度 空间 ， / 为 X 上 的 一 非 负 4 可 测 函 数 ， 试 证 
f soulan = { ~ 
» 0 


证 明 设 和 为 (R,B(R)) 上 的 Lebesgue 测度 令 
E={(z,y) EXxR:0<y< f7)}. 
则 A(E) = f(z). 于 是 由 Fubini 定理 得 
小 jajutdz) = AMBE)ntdz) = | (EY)Ady) = 小 i 


2.14 设 f(t) 及 g(t) 为 [0,%o] 上 的 两 个 右 连 续 增 函 数 . 我 们 用 yj 及 jo 分别 表 示 它 们 在 [0, co] 
上 诱导 出 的 测度 ( 见 第 一 章 定 理 5.4). 试 证 对 0<a<b< co 有 


b b 
f(b)g(b) - f(a)g(o) = f(s)us(ds) + |/ g(s—)ps(ds), 


其 中 g(s-) = limerts9(t)( 记 号 t1fs 表示 t+ 一 s, 且 t<s). 
证 明 令 吾 = (a,9] x (a,b], 则 有 


E={(wy) :a<r<y<oU{r ya<y<r<H) E+ bE. 


显然 包 ,B2 € B(R x R). 再 由 Fubini 定理 得 
b b 
(pf X Hg) (Bi) = 上 人 QU x pg) S| (/. Toad ) djug sy (f(y) — f(a@))dpy. 


同 理 可 得 (jy x po)(B2) = f(g(z-) 一 g(a))dpy. 而 
(pf x pg)(B) = pp((a, dpa a, 0)) = (fF(0) — f(a))(g9(0) = g(o)). 


又 (pp x po)(E) = (ur x po) (Bi) + (ps x pg)(E2). 故 
b b 
f(b)g(b) - f(a)g(o) = | f(s)puo(ds) + | g(s—)pus(ds). 
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2.15 设 feL(R), ge 则 有 下 列 结 
， t) f(z —t)g B(R2)- 可 测 ， 0 Lebesgue 可 积 ; 
2) 对 a.e. 0 lb 
2 与 的 若 积 如 Yz eR, 令 


二 -1 全 2 f(z 一 人 jg(t)dt， 可 积 情形 ， 
0， 其 它 情形 . 


则 * ， e I?(R), 上 且 有 如 下 的 Young 不 等 式 : |f * glly < fllillglly. 
3) 若 " 有 界 ， 则 fxg 连续 
证 明 1) 显然 f(z 一 t)g(t)? 为 B(R2) 可 测 . 由 Fubini 定理 及 Halder 不 等 式 得 


f(z — tg(t)? drdt 


< 站 lz 一 blg(DlPdzdt 
了 及 2 


=/ leoF (f Wedlar) at= lgly < oo, 


即 f(x 一)g(t)? 为 Lebesgue 可 积 . 
(2) 取 B+1=1， 则 有 


[fe daa a |f(z -NF(z zlotat 


{ff je ol) (a ee = lotrar) 


< NNN? llglls < oo 


所 以 对 ae.z tr f(z 一 tjg(t) 为 Lebesgue 可 积 
往 证 Young 不 等 式 . 
第 一 步 : 令 上 了 +=1, feL', ge Lr, heL, 且 J,g,h>0, 则 由 Fubini 定理 得 


fx) ([ te- weay) d= [ge (f fee -Wntaae) ay < lalallala 


又 因 (zo* =L?, 且 her 则 有 
上 人 f *g(z)h(z)dr 


If * glls = sup < lifihllglle. 


llalla <1 


3 


第 二 步 ; 令 上 +3=1+t, fe1geL,r = 和 则 去 + =1,7>1 所 以 对 任意 


heL'(r>1)>herLinNr. 故 由 Fubini 定理 得 


he ( ie- Walw)dy) w= [gl | /re- Jojdz) ay < llollallf # hlla. 
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其 中 /为 了 的 Fourier 变换 f(z)= 大 /he “YYf(y)dy, 且 
| 天 lly |，， 上 pdf *g)(z)dz < lgllallfllyllall. 


但 lj = flls: 由 的 任意 性 得 


1 1 
lf*glle < flollgle, S +o=1+7 


1 
也 
综 上 所 述 有 结论 成 立 . 

(3) 设 lg < M, 则 第 三 章 习 题 4.24 得 


pe i ] [=D -flo -to 
由 lz 日- eol 


<M /He-D-fao-ald 
R 
< MI|lfs 一 fzoll 一 0， 


即 fx9 为 连续 函数 . 
2.16(Steinhaus3| 理 ) 设 一 为 及 的 一 Borel 子 集 , 令 D(E)= {2—y:2,y € EB}, 和 蔡 巨 的 Lebesgue 
测度 XB) > 0, 则 D(B) 包含 一 含 原点 的 开 区 间 . 

证 明 因 和 为 B(R) 上 o- 有 限 测度 ， 故 可 设 0 < XB) < co. 令 


r+EEe{r+y:ye Bp)}, ES{-rx:rep)}. 


FEMBN(G+E)= /= /esdy = Ter Ie(s) 
EN(z+E) R 

上 面 第 三 个 等 式 用 到 这 样 一 个 事实 : ye ENn(x+E) < ye B 且 x-ye -已 由 习题 2.15(3) 知 
F(z) 连续 , 且 Ff(0) = A(B) > 0. 则 存在 5 > 0, s.t. FI_s6) > 0. 从 而 有 Vz € (-6,6), 和 EN(z+E)) > 
0. 故 EN(z+E)zA0, zeD(E), Bh (-6,6) Cc D(E). 
2.17(Steinhaus 引 理 的 推广 ) 设 4,B 为 RR 的 两 个 Borel 子 集 , 令 D(A,B)={y—z:y € A,z€ B}, 
若 和 (4) > 0, 且 和 A(B) > 0 则 D(4,B) 包含 一 非 空 开 区 间 . 

证 明 与 习题 2.16 同 理 ， 设 0 < X4) < eo, 0<A(B) < o0. 令 F(z) = MAMAN (z+B)). 
y€E AN(z+B) < ye 4, 昌 zx-ye-B. 故 


r= | dy = I_B * Ta(7). 
AN(z+B) 


由 Fubini 定理 得 /F(z)dz = 和 (A)A(B) > 0 即 3zo € R, s.t. F(zo) > 0. 再 由 习题 2.15(3) 知 F(z) 
连续 ， 故 36 > 0, s.t. (zo -6,zxo+6) CD(A,B). 
2.18 设 f(z,y) 为 定义 于 V= (a,b) x (c,d) 上 的 一 实 值 连续 函数 . 如果 f 满足 下 列 条 件 : 

(1) 名 在 V 上 存在 且 连 续 ， 
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] 对 一 切 ye (cd) 存在 ; 


2Z0 《 (a, 0), 坟 [f( To,Yy 
在 V 上 存在 人 
82f _ 621 
| 
), 由 Eubini 定理 得 


82 
在 V 上 存在 ， 且 有 


) 划 
(a,b) x 


则 喜 Oy’ 5757 
证 明 任意 固定 (wo0,yo) € 
fm,D) ~ f(z0,D) ~ f(E, 0) + f(z0g) -// 这 
三 dzdy 


2 
f (xo, yo) 十 用 Zo 5yD7z 
Y— yo 


i 
dzdy. 


DVD7 


7, Yo) f(xo,y) 
1 一 20 


故 有 

f(T, y) ss f( ) 
一 yo 

Yo, 由 题 设 知 a 

BG yo) 一 fot) 可。 i (eo)d 


由 yo, z 的 任意 性 得 六 在 V 上 存在 . 再 由 (*) 式 和 


h 为 (X,A) 上 的 


从 而 有 
83 由 有限 核 产 生 的 测度 
一 个 oc- 有 限 核 ， 
， 它 关于 MK 可 


3.5(Fubini 定理 的 推广 形式 ) 设 K 为 从 (X,4) 到 (YB) 的 
o- 有 限 测度 ，jK 为 (3.2) 定义 的 测度 . 若 为 XxY 上 一 Ax 8- 可 测 函 数 
在 ), 则 有 下 列 结论 : 
) 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 ) ; 


情形 ， 


只 (相应 地 ， 积 分 存 
(A 
(2) Yz Ee X, 令 
Ls )=1 fy fa K(x, dy), 
0, 
相应 地 ， 积 分 存在 ), 且 有 
fdlpk) = 站 (zutdz) 


3.6 设 (Zi4 j= 1…,n 为 可 测 空间 ， jp 为 (人 ,4) 上 的 一 o- 有 限 测度 
,Zi dzi 为 从 (TI1 Xj, 了 T1214i) 到 (Xi, 4i) 的 一 个 o- 有 限 核 . 
在 (TXT 4;) 上 存在 唯一 的 测度 ,使 得 对 一 切 可 测 甜 形 TI 4; es T1214; 


2<i<n, 设 K(z1,… 
)=] a dz1)- | Kon so 1, dzn).- 
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可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 
其 它 情形 ， 


则 为 jw 可 积 ( 
， 对 每 个 


1 
有 也 
nl 4; 


j=1 


此 外 ， 7 是 c 有 限 测 度 
2) 设 7 为 (TI Xi,I1714;) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 有 
| fan = many) f Kler drs). K(z1,** ,Tn_2, drn-1) 


Xn-1 


本 (0Z1 ;2np) 开 (2Z1 ;Zn_1; dzZm). 
Xn 


3.7 设 ,Ko 为 从 (X,A4) 到 (Y,8) 的 o- 有 限 核 ，jpi,p2z 为 (X,A) 上 的 测度 为 要 jn 
关于 jwK2 绝对 连续 ， 必 须 且 只 需 jw 关于 pw 绝对 连续 ， 且 对 mae. ze XX， Ki( Zz") 关于 
K(x,-) 绝对 连续 此外， 这 时 有 


d(p Ki1) 
d(p2K2) 


$4 无 穷 乘 积 空间 上 的 概率 测度 
4.3 设 {(0i 万 ,Pie 了 为 一 族 概率 空间 ， 令 Po(7) 表示 工 的 非 空 有 限 子 集 全 体 ， 则 在 
(Tlier Qi, [Lier 万 ) ee 的 概率 测度 PP， Rd 了 ,有 


"(I He)- 1[B(4i), Aie Fi, ies. 


iES iEI\S iES 


dKi (zs ) (di ( 
dK2(Z， *) du2 


(2,Y) = 


证 明 当 了 为 有 限 或 可 数 集 时 ， 由 系 42 Kolmogrov 定理 可 证 得 结论 成 立 . 下 面 只 考虑 
I 为 不 可 数 情形 . 
对 一 切 4e I 由 也 = U 万 xnrnr 得 : 存在 I\cIT 可 数 集 ， 使 得 


ed 


z. 可 数 
A = Ar. Xx Qnz, Ar. € FE 


再 由 Kolmogrov 定理 知 在 (Qz,Fz.) 上 存在 唯一 的 无 穷 乘积 概率 测度 Pr. 定义 
Pr(A) = Pr.(Az.). 


易 证 Pi(4) 的 值 与 4 的 无 关 ， Pr 具有 o- 可 加 性 ， 由 测度 扩张 定理 知 是 唯一 的 . 
4.4 试 将 定理 41 推广 到 任意 无 穷 多 个 可 测 空间 乘积 情形 
内 容 设 (9), 万 )jer 为 一 族 可 测 空间 ， 0 = 有 = [1 固定 jo € 7 Pi 为 (Qj, Fn) 


上 的 概率 测度 . 令 9 € TN\{jo} 且 9 € Po(7), |s| 三 也 己 (wjo wj ;js dis) 为 从 (Qj 义 
HI oh;Fox TI 万 ) 到 (Fo) 的 一 个 概率 核 ， 则 存在 (0,F) 上 的 唯一 概率 测度 P 


jES\{jo} jES\{jo} 
st. 对 一 切 Se Po(T) 有 
sx I © = Ps(B5). 
i€EI\S 
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其 中 Ps 为 I 上 如 下 定义 的 概率 测度 


Ps(BS) | Pldwi) | Pa 忆 (wjo ) Goj 1) 
Qjo Qj1 Qjt 


上 TBs(wjo ;WUj)P(ojo ,wj dt). 
5 全 {jo,*…- ,jt} C Po(D). 
证 明 第 一 步 : 设 5S1 cs 且 5;e€ Po(T), i=1,2 有 


Ps, (® ~ II oj = Ps,(B™), 


i€S2\S1 
即 P 在 C2 人 x J :5S € PolI | 上 是 唯一 确定 的 . 


第 二 步 : $195 IT Qi:BS Ee 区 zj 由 ze crsGacs 且 U FS =C)C 为 
i€S SCI 


i€EI\S 
代数 ，P 在 5 上 为 概率 测度 ， 则 通过 插入 9; 的 形式 知己 在 C 上 是 有 限 可 加 的 . 
第 三 步 : 按 本 书 中 证 明 VISn| =tn,An= Bs"* x J 0 An40. 若 Sne€ Po(1)， Sn 人 则 总 


i€I\Sn 
存在 (Wi ;Cj ) € Bn. Se 令 w= (wi)ier € 0 An = 0 = ji, wi = Wj), ), 进而 得 到 万 为 C 上 的 概 
率 测 度 
由 测度 扩张 定理 得 结论 成 立 . 
第 七 章 概率 论 基础 选 讲 
$1 事件 和 随机 变量 的 独立 性 


1.10 设 (Xi,n>1) 为 独立 随机 变量 序列 ， 则 
(Dlimsup Xn 与 iminf Xn 为 退化 随机 变量 ( 即 as. 等 于 某 一 常数 ) ; 


2) 为 要 P(X 一 0) = 1 必须 且 只 需 对 任何 C>0, 有 P(X|>0)< co. 
因为 


liminf Xn, = lim inf Xi = lim inf Xr = liminf Xnym, n= 1,2,.…. 
m00 m00 k>m m00 k>m m00 


而 liminf Xn+m 是 关于 o(Xj,j > nn) 的 可 测 函 数 ， 因 而 liminf Xm 是 庆 ,X2,… 的 尾 事 件 . 
又 (Xn,n>1) 独立 ， 故 由 定理 19 知 timinf X 为 退化 随机 变量 . 
同 理 可 证 得 lim sup Xn 亦 为 退化 随机 变量 . 
2) 根据 as. 收敛 的 判别 条 件 ， 


Xn SO0SOVC>0,P(X,|> C io.) = 人 Unua>oj- 


n=1 k=n 
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由 题 设 知 { za| > 0},n = 1,2,… 为 独立 事件 ,所 以 据 Borel-Cantelli 引 理 , 当 且 仅 当 > P(Xn| > 
C) < co. = 
oh eh 外 为 独立 随机 变量 序列 ， 若 每 个 非 负 或 每 个 可 积 ， 则 有 
\ 寺 让 = 2 的 情形 . 
) 设 总 及 z 都 是 非 负 简单 函数 的 情形 


= oa X2 = yl, Ai, Bp € £, i,k = 1,2,. 


因为 4; = {Xi = zi}, Bk = {Xz =r}, 且 由 Xi 与 Xz 独立 知 P(Ai;Br) = P(4;)P(Br). 故 


E(X1X2) = 》 viye P(AiBr) = 》 TiyaP(Ai)P(Bs) = E(X1)E(X2). 
ok ok 


2) 当 Xi, Xo 为 非 负 可 积 随机 变量 时 ， 考 虑 简单 函数 


j= 
-二 有 on i 1<Xi< 认 } + nln<xi}, 


Yn = 2 ee {<X2< 坊 】 + nln<x2}- 
因为 Xi 与 X2 独立 ， 由 定义 知 X 和 蒜 独立 . 故 由 上 1) 得 ， 必 有 E(XnY) = BE(Xn)E(Y,). 
但 0< XX, 个 XX, 0 < 让 Xo)- 故 0< 庆生 XIXz. 令 n 二 oo, 用 单调 收敛 定理 于 EB(X,Y) = 
E(Xn)BE(Yh) 得 E(X1Y) = E(X1)E(Y). 
3) 对 于 一 般 情形 . 由 Xi 与 Xz 的 独立 知 好 或 和 或 | 名 | 与 对 或 Xi 或 |Xs| 相 互 
独立 . 而 它们 都 是 非 负 可 积 随机 变量 ， 从 而 由 (2) 得 EIX1X2| = EIXi|E|Xz|, 所 以 XX2 可 
了 .此 外 


五 (XI1X?) =E(XI 二 XI )(X# 一 Xs ) 
=E(Xi XI) — E(Xi X3) — E(Xi X2)+ BE(Xi Xa) 
=E(X1)E(X,). 
1.12 设 (Xn,n > 1) 为 独立 实 值 随 机 变量 序列 ， (gw,n > 1) 为 一 列 Borel 可 测 函 数 ， 则 
(gn(Xn),n > 1) 为 独立 随机 变量 序列 . 
证 明 (1) 首先 证 n=2 的 情形 . 对 任何 B= Bi x Boe B82, 由 Xi,X 的 独立 性 知 
PC € Bi, ga(X2) € B2) =P(X1 € g1 (Bi), X2 € g3 (B2)) 
=P(X1 € gi '(Bi))P(X» € 9g3!(B2)) 
=P(gi(X1) € Bi)P(g2(X2) € B;), 


即 gy(X) 与 g(Xo) 独立 . 
(2) 由 (1) 可 证 得 对 任意 有 限 的 (ga(Xk),1<k<n) 为 独立 随机 变量 序列 . 
(3) 利用 数学 归纳 法 吻 证 得 ( (gn(Xn),n > 1) 为 独立 随机 变量 序列 . 
1.15 设 (Xi,n>1) 为 独立 同 分 布 ( id 随机 变量 序列 ， 每 个 总 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 


( 即 P(X > 7z) =e-*,zx > 0). 证明: 
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。 0 和 若 a >1 
1) P(X > alogn, i.o.) = 2 9 
(1) P(Xn g ) 全 El 


(2) 令 工 =limsup(Xn/logm), 则 PC = 1) = 1 
证 明 由 题 设 得 


Ooe 


oo oo 1 
>》 PC > alogn) = En = >», 


从 而 由 级 数 收敛 的 判别 准则 知 
外 当 a>1 时 沁 去 收 全 即 二 关 < oo 


i) 当 a<1 时 沁 去 发 散 , 即 二 志 =oo 


即 
寺 1 

> PO Salen{ SS a24 

n=1 Ee 
再 由 Borel 0-1 律 知 

P(Xn, > alogn, io0.) = { Y > 

(2) 由 (1) 知 

P(Xn/logn > oa, jw ~ 2 

于 是 有 


P(L>1)=0, 且 PC>al)=1 a<1. 


PE2D-7 (NE>1-) = 
n=1 
故 P(L=1)=P(L>1)-P(L>1)=1. 
1.16 设 (Xn,n>1) 为 iid. 标准 正 态 随机 变量 序列 . 证 明 : 
(1) P(X, > av2logn, i.o.) = | 各 < 
(2) 令 工 =limsup(Xn/V2logn), 则 P(L=1)=1. 


$2 条 件数 学 期 望 与 条 件 独立 性 


2.19 设 XELi(9, 了 fF,P), 9 为 三 的 一 子 o- 代数，Y € 区 (9,9, 了 P). 为 要 Y= EIXI9], 必须 且 只 
需 EX = EY 且 对 生成 9 的 某 - 类 Cc 中 的 所 有 集合 4 有 EI[XI4] = E[lYI4l. 

证 明 必要 性 : 设 Y = EB[X|9], 显然 有 EX = BEY, 上 且 由 条 件数 学 期 望 的 定义 有 EB[XI4] = 
E[YI4], v4e9. 更 有 BELXI]= BEIYI Y4ecc9. 


AM={4e9:EIXIT]= BlYIA]}. 
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由 题 设 有 Cc M. 再 由 BX= EY 易 证 AM 为 和 类 . 又 co(C)=9, 且 CC 为 六 类 ， 故 有 
E[XIs4|= ElYI4l, vA € 9S, 
即 Y = E[X|g]. 
2.20 设 X,Y € Li(0,B8,P). 背 BI[X|Y] =Y,a.s. EIY|IX] = X, as 则 | X =Y, a.s.. 
2.21 设 Xe7(n,FP), 9 为 下 的 一 子 o- 代数 ， 则 
E(E[X|IG] — X)* =inf{E(Y ~ X) :YY € 12(0,09,P)}. 
证 明 注意 到 
E(Y ~ X)? =E(Y ~ E(X|G) + E(X|0) — X) 

=E(X— E(X|9)) +E(Y—E(X|I9))*+2E[(E(XI9)—X)(Y— E(XI9)))] 

>E(X — E(X|0)». (利用 Y € £2(9, F, P)). 
等 号 成 立 当 且 仅 当 工 = E(XI9). 再 由 下 确 界 的 定义 即 知 结论 成 立 . 
2.22 设 久 及 Y 为 (9,f,P) 上 的 实 值 随机 变量 ，9 为 工 的 一 子 o- 代数 ，g(lz,y) 为 R? 上 非 
人 负 或 有 界 Borel 可 测 函 数 . 若 X 为 9- 可 测 的 ， 则 

Elg(X,Y)|9] = €(X), a.s. 


其 中 &(X) = Blg(x,Y)|9]. 
2.23 设 X 及 了 为 (0,FP) 上 的 实 值 随机 变量 ， f(z,y) 为 R? 上 的 非 负 或 有 界 Borel 可 
测 函 数 ， 令 9 及 9 为 下 的 子 o- 代数 ， 特 和 与 Orv9 独立 ， 工 关于 9ng 可 测 ， 则 有 
E[lf(X,Y)|91| = E[f (X,Y)|92] = E[f(X,Y)|G1 N G2], a.s 
2.24 设计 及 Y 为 (9, 了 ,P) 上 的 实 值 随 机 变量 ，9 及 92 为 三 的 子 o- 代数， 若 针 与 Y 
及 9 独立，Y 与 9 独立 则 有 
E[XY|G V 02] 三 E[IXIG1]E[IY|G;]. 


证 明 利用 乘积 之 间 的 构造 及 二 元 可 测 函 数 的 构造 和 函数 形式 的 单调 类 定理 即 得 结论 
对 非 负 或 有 界 Borel 可 测 函 数 成 立 ， 且 对 任意 非 负 可 测 函 数 f, 由 


f= lim fAn 
也 一 Ce 


f=ft-f 
即 得 对 任意 Borel 可 测 函 数 成 立 . 
2.25 设 上 为 (0,F,P) 上 的 一 实 值 随 机 变量 ，9 为 下 的 一 子 o- 代数 ，A4€ 9. 令 X=o(4n9). 
如 果 1A 关于 G0o- 可 积 六， 则 CT4 关于 Ho- 可 积 入 且 有 


ELé14|9] = ELéI4INH], a.s 


证 明 因 14 关于 9 o- 可 积 ， 故 存在 Dues 9, Qa19, 使 得 tI1416, 可 积 ， 此 时 令 
0 = Qn NA. 
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则 0, € , On 个 A, 且 141 tIalo, 可 职 . 从 而 élIa 关于 Ho- 可 职 
的 定义 得 


vB e 9, 由 条 件 期 望 


/aeroap=/ smar=] emar=] EléIa|HldP 


再 由 R-N 定理 得 
Elé14|9] = Elé14|H], a.s 


85 随机 变量 族 的 一 致 可 积 | 
5.10 设 (&;) 为 一 致 可 积 随机 变量 序列 ， 则 有 
二 全 | jE 
nF NI1<k<n 
5.11 设 XcLi(0,F,P), 若 7X 满足 如 下 条 件 : 
An € fF, An 41 一 lim sup | ltlaP = 0， 
no0 SB 
则 对 任 给 。 > 0, 存在 5 > 0, 使 得 
AEeF,P(A)<6>= sup | ltlaP < e. 
EHJA 
证 明 ( 反 证 法 ) 假设 存在 se > 0, 使 得 


1 
An EF,P(h4n) < 一 ,但 sup | [glaP > 6o. 
27 £EH 4。 


记 4 = limsup 4 则 
TD 


-=r( = lim sz 人 ER lim DD A#) < lim 0 


n=1 k=n 


而 
lim sp tlaP > so 


与 题 设 了 矛盾 ， 邦 结论 成 立 . 
5.12 设 Hi 及 7 为 一 致 可 积 随机 变量 族 . 令 
X= {&1 十 Co &1 € Hi, &2 € H2}, 
则 3 为 一 致 可 积 族 . 
证 明 (利用 一 致 可 积 性 准则 定理 5.2) 
由 于 &€ Hi,i=1,2 及 Hi,Hs 为 一 致 可 积 随机 变量 族 ， 则 有 


(i) ai = sup{Bl|éi| : &i € Hi} < %, i = 1,2; 
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人 G Ye > 0,35 > 0, 使 得 对 P(4) <5 的 4e 三 有 
sup | I&laP < $5, [Eo 
gENHi J 4 2 


此 时 有 
a=sup{El& + é2|: & € Hi,é2 € Ho} 
<sup{El&i|+ Elé2|: & € Hi1,é2 € H2} 
< sup{El&| : 上 4 E 7 } + sup{Elé2| :£2 € 2} < 00. 


且 对 上 述 。 > 0,6 > 0, 满 足 P(4)<5 的 4e 三 有 
sup fk +é2ldP < sup fal 十 | 所)dP< sup islap+ sup /ielap<s 
1vA4 €1ENH1 €&1EH1JA €2ENH2J 4 


t1EN A 
€2ENH2 é€2 ENH2 


于 是 由 一 致 可 积 性 准则 知 
H= {6 +é2: 1 € Hi,é2 € NH2} 
为 一 致 可 积 
33. 设 {Xo 万 } 为 贺 ， BX2 < co, 了 为 有 限 停 时 ， 且 
lim inf XnldP = 0( 或 lim inf Xn2dP 
imi 人 IdP =0( 或 lmain 人 PaP < oo) 


也 一 CO 


J 
EX = EY (Xn — Xn_1)’. 


如 二 证 


证 明 : 令 2 = X22 一 ?1 B((X 一 Xp_1|4-1), (0 为 平方 o 域 , 则 {2,} 为 款 ， 刀 = 0. 


由 
EZTan = BZ1 =0 
TAn 
EX2 n= EY (Xe — Xi1)? 
EY 


T 
EX < lim X2,,, = ED (Xx — Xp_1) 
no00 

k=1 
EX2 = oo 时 等 式 即 成 立 , 因此 可 设 BX < co. 这 时 由 第 30 题 (注意 , 用 Cauchy--Schwarz 不 等 
式 , 由 liminfn-ee Jfr>ny XadP < oo 可 控制 jiminfn-e fxn |XnldP =0), Xz 右 闭 园 {Xrnn, 7n} 
从 而 

E(XT|Fn) > Xi PXT > EXIN, 


总 之 


EX% 一 im 江 7 EYX 一 和 1)2. 
34. 设 为 上 著 或 加 为 停 时 则 为 右 闭 上 诸 或 右 闭 园 的 充 要 条 件 为 
证 明 充分 性 只 要 证 一 致 可 积 
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前 襄 

本 书 是 中 国生 学 院 应 用 发 学 研究 所 为 概 闵 论 寺 业 的 研究 生 纺 
写 的 一 部 测度 论 载 灶 。 这 几 年 来 ， 作 者 在 对 研究 生 讲 授 测 度 论 折 
过 程 中 ， 发 瑰 如 里 选 补 和 处 理 得 当 ， 测 度 论 是 算 容易 被 学 生 掌 担 
的 ， 这 使 作者 产生 了 编写 测度 论 教材 的 起 法。 在 编写 过 程 中 ， 作 
者 进一步 发 现 ， 某 些 经 典 结 宁可 以 被 改进 ， 或 证 明 可 以 被 简化 。 
此 站， 作者 还 对 测度 论 鸭 某 些 问题 进行 了 研究 ， 获 得 了 一 些 结 果 
《如 :单调 天 定理 的 一 般 有 形式， 民 1esz 表现 定型 的 推广 和 新 版 本 ， 
条 符 期 望 的 最 一 盘 定 义 )， 这 此 结果 也 收 进 了 本 教材 。 

， 素 书 肉 容 大 玖 可 分 为 三 部 分 5 (1) 一 至 四 章 讨 论 抽 稍 可 测 空 
间 中 的 测度 与 积分 。 这 一 部 分 内 容 可 作 大 学 数学 专业 测度 论 选 修 
课 载 材 ; (2) 苇 五 章 基 统 而 完整 地 介绍 了 Hausdorff 空 间 中 前 测 
度 和 积分 。 这 一 部 分 主要 参考 了 Cohn 的 *Measure Theory”。 我 
们 对 及 iesz 隶 现 定 理 的 证 明 作 了 这 当 茂 进 (利用 Daniel!-Stone 
定理 3)， 这 一 改进 友 评 我 们 将 该 定理 推广 到 一 般 Hausdorff 空间 
情形 和 输出 它 的 一 个 新 版 本 (3) 第 去 齐 介 绍 了 测度 的 收 雍 ( 包 
i 接 前 收效 和 淡 有 收获 )， 第 七 章 介 绍 了 与 测度 论 有 关 的 一 些 重 要 的 
匠 率 论 基 础 问题 ， 如 条 件 期 望 ， 正 则 条 性 入 率 ， 一 致 可 积 性 股 解 
析 业 等 。 这 一 部 分 内 容 对 委 这 论 专业 的 研究 生 盛 为 重要 。 

本 书 壹 一 节 都 附 有 一 定数 量 的 习题 ， 其 中 许多 习题 是 对 正 丈 
前 必 要 补充 ， 有 迷 还 被 后 面 的 章节 引用 。 

作者 衷心 感谢 陕西 师范 大 学 出 版 社 对 本 书 的 写作 和 出 版 给 予 
的 大 力 支持 和 鼓励 ， 感 户 编 辑 张 j 市 同志 为 本 所 能 尽快 和 读者 见面 


所 人 性 出 的 壮 勒 况 动 。 
在 本 书写 作 期 间作 者 得 到 了 中 国 科学 院 科研 基金 的 资助 ， 社 
此 鸣谢 。 
. 严 加 安 
1988 年 元 只 于 北京 
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内 容 篇 全 


本 书 系统 介绍 了 殷 象 测 诬 和 积分 理 沦 ，Hawusdorff 
空间 上 的 测度 与 积分 以 及 测 产 的 翌 收 葡 和 谈 收 误 。 此 外 ， 
书 中 还 介绍 了 与 测度 论 有 关 的 概率 论 基 歼 问 题 ， 如 正则 
条 和 件 概 率 ， 一 致 可 积 性 及 解析 集 等 .本 书 可 作为 概率 论 专 
业 研 究 生 教材 ,部 分 章节 对 松 率 沦 斌 究 工 作者 也 卢 有 生 考 
价值 。 
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第 一 章 集 类 与 测度 
3 1 集合 运算 与 集 类 


集合 的 概念 是 现代 数学 的 最 基本 的 模 念 ， 它 基 众 所 周知 的 。 

一 般 说 尝 ， 任 何 一 组 彼此 可 以 区 别 的 事物 便 构成 一 个 集合 。 在 测 
度 论 中 ， 我 们 通常 在 某 一 (或 某 些 ) 给 定 药 集合 ( 称 为 空间 ?中 讨论 
问题 。 
41 令 只 为 一 给 定 的 非 空 集 合 ， 其 元 素 以 中 记 之 。 设 4 为 
如 的 子 集 ,我 们 用 w。E4 或 ot4 分 别 表示 w 属于 了 或 不 属于 于 
不 食 任 何 元 素 的 集 称 为 室 妆 ， 以 由 记 之 。 设 日 是 4 的 子 集 , 则 用 
4=3B 或 BC4 表示 。 我 们 分 别 用 
ANB, AUB, A\B, AM\P 
表示 4 与 B 的 交 、 并 、 整 和 对 称 闲 ， 即 

ANB={w: wEABEBEwEB}, AUB={w: oc4d 或 CEB]， 
A\B={w: wEAHwFEB}, AAB= (CNB)U (B\d). 
我 们 用 A 表示 B\A4， 并 称 A° 为 4( 在 日 中 ) 的 余 集 . 于 是 有 
B=AFB*。 有 时 也 用 4B 表示 4M 站 mB。 若 4 仆 =#$， 称 4 与 8 
扎 不 相交 ， 这 时 也 用 有 4+8B 表示 4UB. 显 然 有 ANMA"=$,A+tA* 
= 

1.2 和 集合 运算 交 和 并 显然 满足 如 下 的 变换 律 、 分 配 律 及 兰 

合 律 ， 

ANMNB=BNA, AUB= BU 

CAU BYNC= CANCY UYU BNO), 

CANBYUC= CAUC)N BU OO) 

CANBDNC= ANGBNC, CAUBYUC=AU (BUCO)., 
此 由， 它们 关于 余 集 运算 有 如 下 的 De 出 org qn 公式 


- ri FT bs HE Hs et -pi dee ee de het hh er be - i 


《4 门 B) =A°UB, (AU B=A°NB, (A°Y° = 4, 
1.3 以 8 的 菜 些 子 集 为 元 素 的 集合 称 为 (Q 上 的 ) 课 类 ,今后 、 
如 无 特别 说 明 ， 总 假定 集 燃 是 非 空 的 ， 吕 至 少 含 一 个 元 素 ( 可 以 
是 空 集 )。 设 {4;，iE 好 为 一 集 类 ， 熙 中 工 为 指标 集 ， 它 用 以 给 
集 类 元 素 “ 编 号 ”"”， 划 我 们 可 以 定义 集 类 中 元 素 的 交 及 并 ， 
rd; = {0; oOEA:, 圭一 轨 iD， 


te 


UA = {0 sed, 对 茶 一 2E1)。 


SI 


庄 者 可 以 自行 写 出 相应 的 交换 律 分 配 律 、 .第 合 律 及 De Mor~ 
an 公式 ， 

1.4 设 {4,，# 之 1} 为 一 集合 序 询 ， 着 对 每 个 4 有 4 CAn+ti 
《相应 地 ，4 二 .40， 则 称 (4d.) 为 单调 增 ( 相 应 地 ， 单 调 降 ) .二 
者 统称 为 单调 序列 。 对 单调 增 或 单调 降序 列 (4， )， 我 们 分 别 令 4 


= Uh" 或 4 = {4 并 称 有 4 为 (4， ) 的 航 恨 。 通常 记 为 
A 4 或 4。44， 一 般 地 ， 对 任 一 集 列 C4,)， 令 


lim A, = NN U4, lim A, = T] 


分 别称 其 为 (4,) 的 上 极限 和 下 极限 . 显然 有 
lim A, = {0 w 属于 无 穷 儿 个 4A,}， 


lim A = {w: ww 至 多 不 属于 有 限 多 个 4.}， 


从 而 总 有 1ia 4， Cl im A,, 若 lim 4。 三 lim dd 丈 (4, 的 投了 上限 


i EM HE Lr 1 EE 


存在 ， 并 并 用 1im 4 表示 tA， ) 的 极限 ( 即 令 lim A， =1im A, 


MH = 9 


= lim .4A.), 


村 下 


1.5 设 {4,，7 庆 1} 为 一 集 列 。 若 (4A,) 两 两 不 丰 奖 ( 妈 nn 硅 mm 
一 4。n 4。= g)， 则 党 用 六 4 形 示 U4,. 对 任 一 集 列 (4。)， 令 


Bi=Al, Bn, = = A Ai* 4 2 
则 {B,。2 之 1} 中 集合 两 两 不 相交 ， 且 有 


之 Bu= U4,. 
这 一 将 可 列 闪 家 为 可 列 不 交 关 的 技巧 是 很 有 骨 的 。 车 及 4 


= 号 ， 称 {4。， 51 为 如 的 一 个 划分 ， 
1.8 设 多 为 一 集 奖 ( 约 泪 冯 非 斌 的 >。 如 困 4， BEGDA 


有 跟 交 封闭 。 如 果 4, EB， oN der, 可 本 交 


封闭 。 类 似 可 定义 “对 有 限 并 (或 可 列 并 ) 圭 团 " 及 " 鸡 单 调 极 限 封 
何 " 等 概念 。 此 外 ， 人 党 


Yn-{f 4 n>1, A EY, 1 1], '"*, z 


MGns 对 有 限 交 封闭 ， 我 们 称 多 1 为 用 有 限 交 运 算 对 闭 9 所 得 
前 集 类 。 类 似 地 ， 我 们 用 
Eurs Gop EE 0 
分 别家 示 用 有 限 并 、 消 限 不 交 并 、 可 列 交 、 可 列 并 及 可 列 不 交 并 


se 


dN 


封闭 久 厢 得 的 集 类 。 此 外， 我 们 用 名 nisnt 表示 ( 镍 nf) ny， 用 
名 oa 表示 ( 铬 cj sa， 这 些 记 号 对 今后 极为 方便 , 读者 从 现在 外 就 应 
名 悉 并 牢记 它 。 


1.7 命题 ” 设 洛 为 一 集 类 ， 则 有 如 下 绪论 ， 
C1) Enirvut = Gufsnss - 
(2) 车 和 对 有 有限 交 封 闭 ， 刚 党 yy 入 zf， 省 。 及 儿 zo 环 热 ， 
(3) 阁 多 对 有 限 并 圭 闲 ， 则 多 ny 及 名, 亦 然 。 
证 直接 从 交 和 并 的 分 配 律 推 得 ，. 
现在 我 们 可 以 用 对 集合 运算 的 奎 闭 性 来 划分 不 同类 这 前 集 .: 
下 面 是 测度 论 中 常用 的 一 些 集 类 的 定义 。 
1.8 定义 ”人 设 外 为 一 集 类 。 . 
(1 称 儿 为 we- 燃 ， 如 果 它 对 有 限 交 科 闭 。 
(2)》 称 名 为 半 环 ， 如 果 '$E 多 ， 生 有 
A, BEGHANBE GG, ABEGzI, 
(3) 称 多 为 半 代 数 ， 如 梁 客 是 半 环 ， 且 品 拭 多。 
(4) 称 多 为 代数 (或 域 ?y， 如 果 它 对 有 限 交 及 取 祭 集运 算 封 陆 


《让 总 扒 知 = 《4 门 4") CE，8E 儿 ,县 儿 对 有 限 并 及 其 运 算 寿 


闭 )。 


5》 称 儿 为 oo- 代数 ， 如 果 它 对 可 列 交 及 取 余 集运 算 封闭 ( 由 
此 推 知 多 对 可 麟 并 及 差 送 算 封 闭 , 且 人 ECB， BE 多 )。 


C6) 称 多 为 单调 类 ,如 果 它 对 单调 序列 极限 封闭 ( 即 4， E 名 ， 


1 这 1 ,+4 或 4A, 1 ASAEE). 


(7》 称 当 为 和 一 类 ， 如 果 下 列 条 件 被 满足 : 
(1) 总 记 晓 ， 

(ii) A, BEG, BTASAMNBEE, 
Ciii) A ECG, tl A 1¢ AAEG. 
易 知 ，c 代数 为 -类 ，4- 类 为 单调 类 。 


1.9 例子 设 尺 为 实 宜 线 ( 即 玉 = (一 oo，2o0))， 令 


”Ti ~ a 


as 


Yi= {~% cb a]: at Ry}, 各 ;= {a, ce) ER 
Gs = {as bl apb, ay PERY, i 
则 多 ，， 多 及 多 。 为 二 类， 多， UY Ye 为 半 环 ， 敬 ) Ug 
U 多 sU {R} 为 举 代 数 ， 
-习题 
1.10 CAAB)YAC = AM(BAC), 
(AAB}YNEC= (CANCIACBNC), 
(CAIUADA(BIU BIOCCA ABIU (A AB,) 
N11 (imA4,) NimB Clin(4, NB,) 
1.12 对 可 列 不 交 并 封闭 的 代数 为 o- 代 数 . 
1.13 车 多 网 时 为 代数 和 单调 类 或 同时 为 x- 类 和 本 -类 ， 则 多 
为 o- 代 数 。 
14 设 多 为 半 代 数 ， 则 多 >， 为 代数 ， 
1.15 和 -类 定 义 中 的 条 件 ( 直 及 (ii 等 价 于 如 下 二 条 件 ; 
(i)’ AEG SA EG, 
i)’ A, BEG, ANB= $AU BEY. 
1.16 设 儿 为 一 集 类 ， 自 #5E， 令 


“ta 4.)n(N #5) “m1, A, Bi€EY, 


1 所 ?和 六 1< 17Sm} - 
网 gd， 且 零 为 半 环 。 特别 若 多 对 有 限 并 及 有 限 交 封闭 ， 而- 
: {ANB A，BE 吕 } 为 半 环 ,. 


.$2 单调 类 定理 ( 集 形式 ) 
设 {,，iED 为 8 上 的 一 族 集 类 ， 若 每 个 集 类 多 ,对 菜 种 集 ， 


类 省， 和 宇 在 包 食 省 的 最 小 om 代 数 、. 最 小 入 类 和 最 小 单 泣 类 ， 我 - 
们 分 着 称 之 为 由 多 生成 的 o 一 代数 、 和 -类 和 单调 此 ， 并 分 别 用 
ot }，A(E) 和 :tm( 儿 ) 记 之 。 一 般 刘 来 ， 恒 有 m( 多 )C1(G)C 
of ), 本 节 主 要 研究 在 什么 条 件 下 成 立 mG) = ol 多) 或 it ) 
= 区 CC 客 )。 所 得 结果 推广 了 父 典 的 单调 类 定 更 ， 这 一 推广 有 时 是 
有 用 的 《例如 见证 理 6.3)。 

2.1 定理 设 儿 为 一 集 类 ， 可 

《1》 符 客 为 代数 ， 则 mt 儿 )=o( 儿 )、 

《27 落 色 为 x 类 ， 则 4( 儿 ) = oF) 

证 (1》 令 

GG = {AcCm(e): A Em( GY ANBEm(Y), VBES}, 
山 才 过 夫 : ， 且 多 ， 汽 单 调 燃 ， 襄 宅 1 = 届 ( 和 区 )。 令 
YG = {AEm(E ANBEm), VBEm(Y)}, 

则 由 上 所 证 学 ,= m( 儿 ) 知 ， ,多 CC ， 但 容 。 为 单调 类 ， 故乡 ， 
= 扫 ( 贸 )。 综 上 所 证 ， 我 们 有 

AEm CG) >A Em) A, BEm(YGI>ANBEm YY) 
妈 mx( 洛 ) 为 一 代数 。 从 而 m( 帮 ) 为 o~ 代 数 (习题 1， 13) 。 国 此 有 
mG) oAYG). 但 相反 包含 关系 乌 成 立 , 放 最 终 有 mCF) = cf 多 )。 

《2) 的 证 明光 似 ， 请 读者 月 行 完 戌 。 . 

此 定理 称 为 单调 类 定理 ， 作为 该 定理 的 一 个 简单 推论 ， 我 们 
有 如 下 更 有 有 用 的 形式 ， 

2.2 定理 - 设 淖 ，F 为 两 个 集 类 ， 且 省 忌 多 ，。 . 

(1) 著 甸 为 代数 是 .多 为 单调 类 ,出 g( 儿 ) 仁 玉 ,.， - 

(2) 车 名 为 x- 类 且 多 为 可 类 ， 则 a( 儿 ) 吐 实 ， 

应 该 强 油 指 岂 : 单调 类 党 理 是 一 个 十 分 有 四 的 定理 。 读者 将 
在 第 四 节 发 现 它 的 一 个 典型 的 应 用 ( 引 理 4.6)。 

现在 我 们 着 手 推 广 定理 2.1， 即 寻 找 使 m( 多 )= ofG) 或 
4(G) = co( 多 ) 的 充 要 条 件 。 细 心 的 读者 可 能 已 经 看 出 ;在 定 悍 


四 


四 


2,1.(1) 的 证 明 中 ， 只 要 下 列 条 性 被 满足 、 
AE GPSA Em YG), A, BEGSANBEmY), 

则 定 迎 结论 冯 成 立 。 于 是 我 们 得 到 定理 2. 的 下 述 推广 . 9 
2.3 定理 设 名 为 一 集 类 。 . 
(1) 为 要 mm( 客 ) = 本 客 )， 当 昌 仅 当下 列 条 件 被 满足， 

AEECEA Em(E); A, BEGSFANBEm(G), 
《2) 为 要 1( 客 ) =G 客 )， 当 娃 侈 当下 列 条 件 被 满足 ， 
A, BEEANBEAEY., 
由 此 定理 ， 我 们 还 可 推 得 如 下 的 
2.4 定理 设 多 为 一 集 类 ， 
(1 为 要 ml 区}=ol( 儿 )， 当 且 仪 当下 述 条 件 被 注 足 ; 
AEG A Em CE); A, BEGFAU BEmYG) 
(2) 为 要 4( 多 )= af( 久 )， 当 且 仅 当下 述 条 件 被 满足 ， 
A, BEGFTAU BE4 多 )， 
证 令 多 ={4"，AE 当 }。 则 由 定理 2,3; 分 别 在 (I) 及 (2) 

侈 条 件 下 推 得 四 (人 允 ) = ol 盆 ) 及 (名 )=o(l 人 多 ), 我 们 分 别 有 ml 多 )》 

Cm( 久 )( 因 人 煞 CCm( 多 站 及 41 多) =4( 多 ) (请 读者 自行 验证) ， 故 

定理 中 条 件 的 充分 性 得 证 。 条 件 的 必要 性 是 显然 的 。 | 
上 上座 栈 个 定理 条 件 过 于 一 般 ， 实际 上 难于 记 用 。 但 它们 的 了 

述 推 论 对 今后 是 有 用 的 ( 见 定 理 6.3)， 

2.5 定理 设 当 为 一 集 类 ， 若干 列 条 件 之 一 被 泪 是 ， 则 和 
mE) =0G)s 

(1) A, BEGFANBEY, AEGF FA EY ,s,s 

(2) 4, BEYVGFSAUBEY, AEYF TA EY,,. 

《关于 记号 曾 ; 及 多 。 风 1.69 

” 证 车 多 对 有 限 交 封闭 , 则 多 sm( 多 ): 若 多 对 有 限 并 封闭 ， 

则 多 ;Cm( 儿 )。 因 此 条 件 (1) 及 (2) 分 别 昔 合 定理 3.; 3 及 2. 4 的 

《1) 中 和 条件, 定理 得 证 。 


ET hi 让 忆 ML 
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中 开 集 全 体 。 显 然 有 ea 多)=e( 多 )， 我 们 称 它 为 忆 的 Borel 
oo 一 找 数 ， 记 为 名 (了)， 星 然 鲁 及 多 分 别 满 足 定理 2.5 的 条 件 (1) 
及 (2)， 于 是 我 们 有 mC ) =m( 浓 ) = 绍 (X) 。 但 这 一 结果 并 不 能 
从 定理 ?3.1 排 得 。 电 此 可 见 ， 我 们 将 又 典 的 单调 类 和 定理 进行 推广 
是 有 意义 的 。 

应 该 指出 ， 如 果 不 首 先 建立 比较 抽象 的 定理 3,3. 及 2.4， 那 
人 是 很 难 发 现 定 吾 2,5 的 。 

关于 单调 类 定理 的 应 用 ， 忆 后 将 陆续 给 由。 本 节 记 附 习 是 并 
不 涉及 音 尘 类 定理， 它们 是 对 正文 的 必要 补充 (吉本 分 -号 代数 及 
原子 概念 )。 

习题 

2.7 区 省 淄 名 上 的 一 集 类 ，A 二 8。 邻 

AN® = {4NB, BE 多 )} 
(这 一 记号 以 后 常用 到 ) ， 并 用 csdn 名) 表示 40 多 ( 视 为 4 上 
集 类 ) 在 A4 上 生成 的 呈 代 数 。 册 有 有 
oANG)=ANoC), 

对 (多 )、 杂 客 ) 亦 有 类 似 铺 果 。 
2,8 设 多 为 只 上 的 一 0 上 代数 ， 留 =14， 4 为 号 的 一 
个 可 数 划 分 ( 即 4A, 门 4 = ， nn 二 tj 24 = 如), 则 对 任何 BEoC 久 
. 了 UU 多)， 存 在 BE .9，n=1，2，…， 使 得 | 


B= Ss. 站 4 
HH 一】 


2.9 设 多 为 一 集 类 。 则 对 任何 4Ec 名 )， 存 在 多 的 可 数 子 

尖 究 ， 重担 由 Er。 
2,10 设 久 为 一 集 类 ， 则 对 任何 AEmt 儿 )， 存在 BBE,, 使 
得 8 二 A 提示 ， 令 多 表示 具有 上 所 说 性 质 的 集合 4 全 体 ， 证 明 多 


sa 


为 单调 类 )。 

2.11 设 多 为 一 集 类 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 

(1) 4 多) = mC) . 

(2) AE GSA Em YG); A,BEYG, ANB= SSAUB 

(各)。 
2,12 设 多 为 一 集 类 。 如 果 
A, BECGTANBECG zs 

则 大 2) =ol 客 )( 提 水， 利用 1.14) 

2.13 设 多 为 一 全 代数 。 称 多 为 可 分 的 (或 可 数 生 成 的 )， 基 
果 存 在 多 的 一 可 数 子 类 儿 ， 健 得 o( 多 ) = 多 。( 注 意 ， 可 分 o 代 
数 的 元 素来 必 是 可 数 密 个 )。 试 证 : 车 .多 可 务 , 则 存在 一 代数 多 ， 
其 元 索 个 数 至 窗 可 数 ， 且 使 cf 多) = .多 。{ 提 东 ， 利用 1.15 及 
1.13) 

2.14 设 实 为 日 上 的 一 代数 。 对 任 一 ERBR， 令 

Fo ={BEF, EB}, A(w}= (| B， 
. BEF 

称 4(o) 为 售 六 的 原子 。 试 证 

(1) 设 w，w! EE 昌 ， 册 或 者 ACw) = do )， 或 者 44oy》 
站 (Co 7 一 区 
(2) 菩 多 可 分 ， 令 儿 为 生成 乡 的 可 数 代数 (网 2. 13)。 对 任 

伍 双 近 绍 ， 令 客 ,= {BEG: EB}s 划 有 
Alw)= 1] 8. 


BET 


特别 每 个 原子 4o7y 属 于 多 。 


$3 测度 与 非 负 集 函数 


学 过 实 分 析 的 人 都 知道 Lebesgue 淹 度 是 线段 长 度 多 | 
延伸 (或 更 一 般 地 ， 是 欧 兵 空间 中 面积 或 体积 概念 的 延伸)。 


2 re pp eral pe Hd a 


我 们 将 要 引入 的 测度 概念 风 是 Lebe sgue 测度 的 抽象 化 。 

3.1 定义 设 多 为 上 的 一 o- 居 数 ， 称 ( 品 ，. 多 ) 为 一 可 测 
空间 ，. 多 中 的 元 称 为 多 - 可 测 集 . 设 站 为 定义 于 .多 取 值 于 部: 
= [0，co] 的 函数 ， 称 产 为 只 上 的 (或 (2， 多 ) 上 的 ) 一 测 首 。 如 
果 站 下 可 数 可 加 性 (或 简称 为 er 可 加 性 )， 即 


As EF, n>1, A NAn=$, szm>p( 4 ,) 


n=1 


《由 此 定义 推 如 ,&g)= 0) 若 把 可 测 空 间 (8， 交 ) 及 测度 & 合并 一 
起来 考 蝶 ， 则 称 之 为 测 麻 室 间 ， 记 为 4 后 ，, 多 ， He 
设 介 ,认为 测度 空间 。 若 pt) 之 20, 则 称 & 叛 有 限 测 度 . 


车 存在 A, EE ，n 守 1 ， 使 得 4。 = = 中， 且 合 id)<co 对 一 


切 #31 成 立 (由 15 知 ， 可 取 (4) 为 品 的 一 相 划 分 》， 则 称 z 为 
.o-~ 有 限 测 度 。 若 x(8) = 1， 则 称 上 为 覆 率 测度 。 

为 了 下 一 节 研 究 测度 的 扩张 的 需要 ， 我 们 引进 一 般 的 非 负 焦 
函数 的 稳 念 , 设 多 为 任 一 集 类 ,定义 多 取信 于 癌 + 的 画 数 就 称 为 色 
上 的 非 负 集 承 数 。 在 下 面 的 定义 叙述 中 ， 我 们 总 约 定 区 至 留 , 且 
非 负 集 函 数 满足 ，p(Cd) = 0， 及 音调 性 : 

A, BEG, ACB>n( A p(B), 
此 外 ，“2” 表 示 不 交集 的 并 ， 1 
3.2 定义 、 设 4 为 多 上 非 负 集 函 数 。 
(TD 称 4 为 有 眼 可 加 的 ;如 果 对 一 切 4 之 2， 


ALEW, i=1, 2 rm, TS 4 ere 4.) z 
: . jl -， "al 
= fo. : 


TH 和 


{27 称 上 为 J 可 加 的 ， 如 办 


A EC, j= 1, 2» ,ee - Suan. 
3) 称 上 为 闪 o~ 可 加 的 ， 如 果 


妆 己 电 ， di 后 窗 ， i=1, 2, 且 AC {JA uA) 
i=1 


< Zr (C41). 
【42 称 上 从 下 棕 赎 ， 如 时 
A ECG, As 1 AE GFHA) = Limp(d,), 

“(5) 称 & 从 上 连续 ， 如 果 

A, EE, A AECBH ntd) J TaD imp he ?7 。 

(C6) 称 4 在 儿 处 连续 ， 如 果 

(7》 称 & 证 多 上 有 有 限 ， 如 果 对 一 切 4E 多 ， 有 Do 

(8) 称 上 宇 信 上 oo- 有 限 , 如 六 村 任 二 4E 多 ， 存 在 du EY、 
#f2z1， 和 全 得 A 己 Ua, 且 8d <ce 对 一 其 = 成 立 。 


这 些 概念 都 是 可 以 < 顾名思义 的 读者 根 容易 记 住 它们 。 
.下 一 定理 概括 了 测度 的 最 基本 性 质 。 


* 1 


3.3 定理 说 & 为 可 测 空 间 (9，. 多 ) 上 一 测度 . 则 & 有 从 下 
连续 性 及 从 上 连续 性 {从 而 也 在 和 处 连续 》. 几 外 ，F 有 单调 性 及 
如 下 的 可 减 性 ， 

A, BEF, ATCB, HABABA) = p(B) - pC). 

证 ”单调 性 及 可 减 性 是 显然 的 由 可 减 性 及 从 下 连续 性 立刻 
推 得 礁 上 连续 性 ， 民 需 证 & 的 从 下 连续 性 ， 设 4,E FF，n 宇 1， 
4, 人 4， 要 证 1imp(4。) = 4》 为 此 不 妨 设 对 一 切 * 六 1 有 Hpd。) 


过 so， 则 有 z 
uA + 1A ) = CA +1) — H(A, ). . 


由 于 二 = U4 =4i+ DAnriN\Ad,), 二 有 


pA = AD + FTAns) -pA T= impCd,.) 


十 理 证 毕 ， 

下 一 定理 推广 了 定理 3.3 的 结论 ， 

3.4 定理 设 和 办 为 一 代数 ，， 汶 雪上 的 一 有 限 可 加 非 俩 集落 
数 , 则 有 音调 性 及 可 减 性 .此 外 ，&k 为 -可 加 信 p 从 下 连续 过 4 
从 上 连续 之 上 在 由 处 连续 . 若 进一步 x(8)< 之 co， 则 上 述 庄 条件 等 

证 设 4 从 下 连续 ， 往 证 为 o- 可 加 的 . 令 A, E 当 ,#2 半 1， 
且 了 A4, Eg 则 Bs= 4, Ew， 且 Bo 1 a,. 于 是 由 的 


Ei 


， 硼 限 可 加 性 及 从 下 连续 性 得 


(之 4,) -Lime(S 4)=lim > pd) = ZKd)， 


这 内 明 站 有 o- 可 加 性 其 余 结论 显然 (参见 上 一 -定理 的 证 明 ) 


”32 ， 


下 一 引 理 将 使 我 们 在 许多 饭 合 拒 与 c- 有 限 测度 有 关 的 问题 时 
辣 为 与 概率 测度 有 关 的 问题 . 

3.6 引 还 设 为 可 满 空间 (8,.F) 上 的 一 o- 有 良 测 度 。 若 税 
109) >>0, 令 {4 ;yn 之 1} 为 日 的 一 个 可 数 划分 ， 使 得 Vn,4， E 
Ad) 慎 


"= 袜 A AEF, (3.1) 


出 ”为 58， 多 ) 二 的 一 概率 测度 ， 此 外 有 4) = oop(A) = 0 
并 县 对 任何 4E. 多 ， 有 


#4) = Sa aNd, )z4d) (3.2) 


el 


证 只 需 证 (3,2), 其 余 结 论 显然 .在 (3. 中 令 4n 4 代 融 
4， 得 


击 此 立 得 (3,2》, 证 毕 。 
习题 
3.7 设 4 为 兴 环 多 上 的 一 有 限 可 加 非 负 集 酒 数 ， 则 pj 有 单 


调 性 及 可 减 性 ,此 外， 设 4, E 多，?31，4E 名 ， 且 了 44 


划 有 SutAd) Su). 


3.8 设 (pt，i ED 为 o- 代 数 .上 的 一 旋 测 度 ， 令 
H(A) = suppi (A), ， AE, 


珊 4 为 多 上 的 测度 ， 
3.9 设 (8， 多 ， 朋 项 一 测度 空间 ，p(2)< co， 为 生成 多 


。 3， 本 


: ~ 的 a i 
和 .pp he Te Ee i a eH -rr Loi 


的 一 个 代数 . 出 对 任何 4E 多 我 们 有 < 二 
RD = sup{p(B) BE 多 BC A -itn(B) : 1 
BEYo, Bo}. 

(提示 : 令 @ 才 未 多 中 使 上 式 成 立 的 集 4 全 体 ， 证 明 9 为 单调 类 。 

再 利用 单调 类 定理 ) 

3.10 设 ( 品 .多 ， 朋 为 一 测度 空间 ， jC2) 之 co, 为 生成 


的 一 个 代数 。 六 .4E 光 ， 则 对 和 任 给 >0, 存在 BE， 和 司 得 . 


pr 4AB)<E, 《提示 :利用 3,9) 


$ 4 外 测度 与 测度 的 扩张 


”本 闻 研 究 如 何 把 一 半 环 多 上 的 --o- 疝 加 非 久 集 函 数 扩张 成 为 


or 代数 o( 光 ) 上 的 测度 ,通常 采用 的 方法 是 外 测度 方法 。 


4.1 定义 令 . 好 (人 9) 表示 驴 的 所 有 子 集 ( 包 括 空 集 ) 所 构 成 


的 集 类 , 设 为 (8) 上 的 一 非 负 集 函数 (约定 Kg)= 0) 。 如 要 
4 满足 如 下 的 次 0 可 加 性 : 


A CQ n>1>n( UL] A DPC) 


邮 称 4 为 名 上 的 一 外 测度 、 
下 一 定理 是 测度 扩张 的 基础 。 
“4.2 定理 投 & 为 8 上 的 一 外 测度 令 
= {ACHN: FDCY, 有 DHAND + AA ND)} 
~ {4.1) 
则 多 为 如 上 欧 一 co 代数 ， 是 限于 他 为 一 测度 ， 我 们 称 多 中 的 
元 素 为 - 可 测 集 。 
证 首先 注 窟 ,为 要 A4E 人 Y, 当 且 仅 当 FDCCR 
nD nANDY + nA ND), . (4,.1»- 
设 4，BE 久 ， 则 由 (4.1) 及 的 次 可 加 性 项 ， PDC9， 


* 1 + 


Er 


DY = pCANDY) tutA' ND) 
=p(AND) + uABN A ND) + p(B°N AD) 
uCAU BIND) + ECAU DB) ND). 

这 宸 明 4UBE 坟 ,此 外， 由 (4. 1) 知 ，A4E 伯 过 A" 多, 放 和 为 一 
代 教 。 

下 面 证 明 多 为 o 呈 代数 ， 且 天 限 于 多 为 一 测度 。 为 由; 设 
本 ，1， 且 4 站 An= 4 天 加 则 对 任何 DDC8， 我 们 有 
《注意 di AY 由. ‘NM Ai = A,) 

pCD) = CALND) tad ND) 

=uANDY +aCA MN DY tedCAi NA ND SG 


= Sct ND) rn((> 4:) ND) 
> Sen (> As) ND). 
在 上 式 中 令 n>co， 并 由 的 次 o- 可 加 性 立 得 


D> Dn ND) ru((> A NpDY 
-A 访 吉 n 习 +A( 富 人 9p) 


这 表明 六 4,E 多。 此 外 ， 在 上 式 仙 令 D= 六 4 得 


| i= 卫 


A241)- acan). 


因此 ， 多 为 一 or 代数 ， 且 上 限于 多 为 一 测度 。 证 毕 。 
一 命题 的 证 明 是 不 足 道 的 ， 放 从 路 。 
4.3 命题 设 多 为 品 上 一 集 类 ， 且 点 E 久 。 又 设 1 为 多 上 的 


sd 和 » 


有 


Fr Rn 


一 兴 o- 可 加 非 负 集 函数 ， 且 (8) =0。 令 
pn*(A) = iaf{ Dah,) A, EF,AC UJ Aa}, ACH 


(4,2) 
《这 里 及 今后 ， 约 定 inf@= +coy 则 二 为 品 上 的 外 测 庶 ， 且 pp* 
限于 名 与 到 一致 。 我 们 称 g* 为 上 引出 的 外 测度 。 

4.4 命题 设 上 为 平 环 贸 上 的 一 非 侍 集 范 数 ( 恕 定 太 贡 ) = 0) 


则 为 要 po- 可 加 的 ， 必 须 且 只 需 # 为 有 限 可 加 且 半 o~- 可 加 的 。 
证 必要 性 访 上 点 汶 om 可 加 ， 最 然 上 为 有 限 可 加 , 令 AE 当 


4 EH， n>1， 上 且 A4CTJ4, 往 证 J 二 >A4,), 令 
” 下 Rm i 


B,= A,,， Bs = As Ai -At ni 
则 由 兴 环 的 定义 知 B, Ezi( 记 号 见 1.6), 我 们 有 4 


= 这 Bu ,从 而 4= 之 (Bon 人 由 于 Bon4EYz， 故 在 在 
蕊 ni i 和 CN) 使 得 


ny 


B 4= > Cr n>1. 
由 上 前 wo 可 加 性 扒 知 


Pd -六 Spc 


让 友 了 菩 近 了 


但 出 于 4 二 > 里 州 间 A\ PCsn= A N (NN Cisn) Es1 
故 由 上 的 有 限 可 加 性 易 知 
KK ) SY pce, yw)》。 


m=e1 


16 站 


ne ee 


- Wr LE eh lla lint dh 5 pn Fhe dF PP be 


因此 有 (4) 专 .>yp(4,)。 此 妈 & 的 六 on 可 加 性 


轩 二 4 


充分 性 现 设 站 有限 可 加 且 半 o 可 加 。 设 4 € 名，r 庆 1， 
也 4,=4EG， 要 证 K4)= D(A4s)。 由 于 对 一 切 k>1， 4 


\ 了 4, EYz1， 故 由 & 的 有 限 可 加 性 易 知 xC4) 之 了 pt4,). 但 


ml 


# 是 任意 的 ， 故 pC4) 之 nlA4,), 再 由 产 的 半 o- 可 加 性 条 AKC4) 


= De ”。 证 毕 。 


现 设 天 为 由 (4,2) 定 义 的 外 测度 。 下 一 引 理 给 出 也 可 渤 
集 的 一 个 简单 刻画 。 

4.5 引 理 设 色 为 号 上 的 一 集美 ， 且 由 E 镶 。 又 设 产 为 禄 上 
的 一 半 o 可 加 非 负 集 函 数 ， 且 区 8) 一 0 性 为 下 引出 的 外 测度 . 
则 为 要 4 为 谨 - 可 测 集 ， 必 须 且 只 需 对 一 切 CE 吕 ， 有 

KOONA) + (CN A")( 或 者 ， 等 价 地 ， 和 等 号 成 立 )。 

. (4.3) 

. 证 只 需 证 充分 柱 。 设 4CR， 且 对 一 切 CE 雪 ,(4,.3) 成 立 。 
任 取 号 CB。 车 局 (D)=co， 最 然 (4.1)' 成 立 ( 如 人民 共 站。 若 
1DD)<co， 则 由 pr* 的 定义 ， 对 任 给 >0 可取 4 E 久 ,Nn 这 1 


使 得 4s 二 D， 且 jp*(D)> plAn) -se。 于 是 由 (4.3) 及 x* 的 
次 o- 可 加 性 有 
HD STA NA tA NN AY- 


>e((U 4) Na) UA )-。 


EADNAD+tA (DN A) ee, 
由 于 .>0 基 尾 意 的 ， 邦 有 (4， 1 六 成 立 (以 zi 代 灶 . 妨 。 这 表 明 过 
为 *- 可 测 集 ,证 毕 ， 

下 一 引 理 是 应 用 单调 类 定理 的 一 个 典 理 二子， 我 们 在 讨论 测 
接 扩 张 的 叭 一 性 时 将 用 到 它 。 

4.6 引 理 设 各 为 只 上 的 一 本 类，pi 及 jo 为 0t 儿 } 上 的 两 
个 有 限 测 度 . 者 全 EY， 且 &i 写 As 限于 甸 一 致 ， 网 [ Hl 与 tt2 在 
坟 客 ) 上 一 致 。 

证 令 多 ={4Eo( 窜 ) (有 =pad)]， 则 由 定理 3.3 其 多 
为 41 类。 但 依 假定 ， 有 多 二 名 ， 攻 由 单调 类 定理 知 家书 o( 多 )， 
从 而 学 = cf 容 ) 证 毕 。 

下 一 定理 称 为 Caradéodory 测度 扩 张 定理 。 

4#;7 定理 设 当 流量 上 的 一 半 环 ; 8 为 党 上 的 一 o~- 可 加 非 
负 集 阔 数 ， 凤 可 以 扩张 成 为 of 客 ) 上 的 一 调 永 。 若 进一步 8 在 
名 上 上 为 o 呈 月 眼 ， 县 郧 息 色 wo， 则 这 一 扩张 是 唯一 的 ， 六 用 扩 张 所 
得 的 测度 在 ot 外 ) 上 也 是 o~- 有 限 的 ， 

-证 由 命题 4. 4 在 多 上 有 半 咏 可 加 性 ， 令 六 为 g 按 (4 2) 
引出 的 外 测 度 ， 令 多 为 4 % 可 测 集 全 性 ， 现 设 4 多 ， 住 证 Ac 他， 


对 任何 CE 名 ， 下 人 有 cn4 =- 写 a ,其 中 Bi， …Bn EE 多 ， 
五， (1B1= Py 六 六 于 是 有 


py 


但 我 们 有 C= Cn4+ 8: ,区 由 的 有 限 可 加 性 得 


» 8 ， 


pg a (CA timcN A ) 
由 引 理 4,5 便 知 A4E 信 , 最 发 我 们 有 al 儿 ) 王 物 , 令 有 Td 
上 的 限制 , 则 为 cl) 上 的 测度 . 显 热 靖 与 在 多 上 一 焉 , 即 z 为 
到 ol 多) 上 的 扩张 。 

现 假定 4 在 .上 o- 有 限 ， QEY,, 由 于 名 是 半 环 ， 不 难 证 
明 存 在 台 多 一 个 本数 划分 C4， ) ,使 得 4， EW HA )<co nl 


且 = 之 4. 设 ee 与 ea 为 4 到 cer) 上 网 两 个 调度 扩张 则 


出 于 As 几 镍 为 汪 类 ， 且 4， NGcY, 均 由 引 理 4. 6 知 ,pei 与 As 
在 4, at 多) 上 一 致 。 到 此 ， RE 本 ts 在 (多 ) 上 一 至 

习题 

4.8 设 ( 只 ，. 多 ， 四 为 一 测度 空间 令 

(A) = inf {uC B's BA, BEF}, AcQ, 

网 性 为 妇 上 的 外 测度 。 

#4.9 《测度 的 限制 设 (&@， FF， 已 为 一 测度 空间 ， ER 
<co。 设 只 ,CC 号 旺 (0) 二 jC 人 9)。 则 WA4E 风 有 

uANR) = nd), 

并 且 在 限于 电站 多 为 一 测度 。 称 性 为 4 到 (2 8 六 ) 上 的 
限制 。 
.#4,10 设 多 为 只 上 上 芍 一 集 类 ， bEY. 汉 设 上 为 .上 :的 一 

go 可 加 非 负 集 画 数 。 如果 
A BEGTANB EGzss. . 
则 定 更 4 7 的 结论 仍 成 立 ( 提 示 ， 令 纺 = 多 zs 证 明 多 为 一 半 瑟 )。 
4.11 《测度 空间 的 完备 化 } 设 (8，， 多 ， 问 汶 一 测度 空间 。， 
着 AEF,， 且 4(4)=0,. 秦 4 为 - 雪 江 第 。 如 果 任 何 - 零 测 集 
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的 子 集 此 属于 .多 ， 称 .多 关于 中 是 完备 的 ，(，. 多 ，5 为 完备 测 
度 空 间 。 设 (2，. 多 ， 及 为 一 测度 空间 ， 上 为 4.8 中 定义 前 外 测 
度 ， 色 为 kit- 可 测 集 全 栖 。 试 证 (98， 儿 ,3) 为 完备 测 凑 空间 , (我 
们 称 (8， 名 ， 必 ?为 (2， 多 ， 上 六 的 完备 化 ) 
4.12. 设 〈9，. 多 ， 妇 为 一 测度 至 间 。 令 
A = {NRIAEF, x(A) =0, 使 A 二 N}， 
F={AUN: ACF, NEN}. 
试 证 ， 多 为 ao- 代数 ，k 可 以 唯一 扩张 成 为 多 上 的 测度 上 ， 且 
《2， 有 多， ) 鸭 完备 测度 空间 .此 外 有 《中 , 多 ， 站 ) = (8, 有 ,#7*). 


$ 5 殉 氏 空间 引 的 Lebesgue-Stieltjss 测度 


本 节 将 利用 上 节 的 针 杂 来 建立 职工 的 Lebesgue 测度 及 
Lebesgue-Stieitjes 测度 。 为 此 ， 我 们 先 引进 若干 记号 ， 
。 设 a=(ar， cas gn) 与 5= bi， ,bs) 为 R* 中 的 两 个 点 。 
渤 对 一 切 i 有 ai 专 bi (相应 地 ，ai 之 5;) ， 则 记 为 a 三 b( 相 泣 地 ， 
< 设 “2 我们 令 

(a bli= {xER": or 

类 似 可 定义 Fe， Bb)，ta， 及 Ea，81. 些 外 令 
GF= {a b: acb, a, bER"), 


ittab1) = {ee 一 a ). 


f=1 


5.1 引 理 多 为 R" 上 的 半 环 ， 是 4 为 @ 上 的 o- 可 加 货 梨 
辣 煞 。 
证 多 显然 为 半 环 。 由 归纳 法 易 证 & 在 名 二 是 有 限 可 加 的 
《 直 逆 上 看 ,体积 具有 有 限 相 加 性 ), 汽 证 产 在 名 上 为 o~ 可 加 的 ， 
只 需 证 .为 半 o- 可 加 的 (命题 4 4)。 为 起 说 
-I= (ea 上 iT Elai,bi] 
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aa 


其 中 a<b, en < 人， 有 IC UL. 对 任 给 >0; 存在 有 


a Aad Rb ht, f 1, 使 得 
ul((arb Dua bi) 一 ee .. 
na Bb NODEp(a 60] +2 ie, 7=1,2,.,. 
”由 有 限 上 覆盖 定 理 ， 到 在 月 然 数 8>1， 使 得 


[bic [1 《G pen) 


“ el 


从 而 有 2 


[Cas6 -二 UVa, P| 


让 晤 和 


故 有 


HG- ecu((as bl) Pula ,Bt 了) 


< Fula ii ,hn ]) te. 


令 纪 (RR") 有 R" 上 的 Borelow 代数 。 易 知 :a( 客 ) = 过 CR) 
于 是 由 测度 扩张 定理 立刻 得 和 如 下 的 定理 。 

5,2 定理 yg 可 以 歇 一 地 玉 张 成 为 名 (R") 上 前 一 o~- 有 有限 测 
度 。 通 常 称 之 为 Lebesgue 测度 。 

令 禾 CR" 为 久 (R" 按 & 的 完备 北 ， 称 站 CR) 中 的 元 为 I Le- 
besgue 可 测 集 ， 而 零 CR) 中 的 元 称 为 Borel 可 测 集 。 

屋 A 为 更) 上 的 一 c- 有 限 测度 、 称 站 汶 Tebesgue-Sti 一 
eltjes 测度 ， 如 果 对 任何 CE 名 ， 有 HEC)< co ( 即 z 在 笃 上 有 
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限 ). 下 面 我 们 将 证 明 ，R 上 的 YY 测度 与 R* 上 的 石和 连续 增 枉 数 
之 间 有 某 种 对 应 关系 ， 

5.3 定义 设 玉 为 R* 上 的 一 石 连 续 实 值 冰 数 ， 对 a,b ER", 
a<b， 令 


poisrTe-1 jsyos 


大 ya 下 = 六 sa i 1 , ‘1 FE， 
其 中 


六 0 Gx) = G(X xis btsxitis "Yn 


— G(x ya Xi) 

如 果 对 一 切 c<<5， 有 As-F20， 称 了 卫 为 增 函 数 

5,4 定理 设 王 为 下 上 的 一 右 连 续 增 函数 。 令 

有 =0 pp(CasbI)= A sB, a<b, asb ER', 

贡 pr 可 以 礁 一 地 扩张 成 为 R" 上 的 Lebesgue-Stielties 测 度 。. 
反之 , 设 p 为 Rr" 上 的 一 L-S 测度 ， 则 存在 R* 上 的 一 右 连续 增 
函数 (但 不 瞧 一 ), 使 得 上 为 pr 从 多 到 细 (R") 上 的 唯一 扩张 。 

证 设 三 为 右 连 续 增 牙 数 。 与 引 环 5.1 类 似 可 证 pr 为 多 上 
的 一 co 可 加 集 对 数 ， 从 而 可 以 唯一 地 扩张 成 为 次 CR) 上 的 测度 。 
定理 后 尘 部 分 证 明 比 较 复 杂 ， 我 们 就 省 略 了 (如 果 上 壕 较 特殊 , 油 
是 jC(-oe，x]D)<o0，WVxE€ERr"， 唱 令 F(x)=g((-co,x]) 即 得 
所 要 的 增 画 数 。 这 至 少 对 绝 率 论说 来 是 够 用 了 了). 


$6 测度 的 逼近 


设 (8,.F ,1 为 一 泣 度 空间 . 本 节 研 究 在 什么 条 件 下 ， 多 可 
测 集 的 测度 可 以 通过 .多 的 一 子 类 客 中 元 素 的 测度 来 站 近 。 这 一 
何 题 在 和 斌 究 拓扑 空间 上 测度 的 正 出 性 时 入 重 发 ， 

6.1 引 理 设 (8, 多 ,从 为 一 测度 空间 ， 多 为 多 的 一 子 类 。 
A 
HW = {AEF-: nA) = supLu(B): BEGs, BA, 


2 22 » 


则 二 @;， 且 .和 有 如 下 性 质 ， 
(C1) A EH n>1, 4, + A=>AE HE: 


C2) As EN, pA) Lo0, nl ld, ER, 


特别 ， 若 为 有 限 测度 ， 则 2 为 单调 类 ， 且 对 可 列 交 幸 闭 。 
证 (D) 设 4,€3， n>1，A4,。 4。 车 1(4)=oo0， 则 pC4，》 
+ co， 于 是 易 共 .5 的 定义 知 4E .2 , 现 设 p(4A) 之 co. 对 任 给 se>0， 


先 取 no， 使 得 p( An， )>R( 人 一生 再 取 BEYW，，BCAhs,, 合 


得 ux(B) 宇 pAn, ) -> 则 有 BE4, WB) pA) -es 这 表 


明 4 E. 交 。 

(2) 设 4, E22 KCAs) 近 00， N11。 对 每 个 n>1， 令 本 6 
多 ，,，，B, 己 4,， 使 得 uiB.) 守 (A,)-2 rs。 念 互 = 站 了 Bo， 则 了 吾 
ECG, BC{14h,, 县 有 


A(N 4) -eB pO 4\ aa )<A(N ea \B,)) 
去 之 EC4。 ) -p(B,)1e, 
这 表明 站 人 EX, 


6.2 引 理 设 ( 人 8 多; 办 次 一 测度 空间 ， CQ) oo, 设 多 

为 多 的 一 子 燃 ， 令 
GG-{AEF :pA)= inf[tn(B): BED,, BAT}, 

出 多 二 多 。 多 为 单调 类 ， 且 对 可 列 并 封闭 。 

证 令 多 ={D* :DE 乡 }， 并 如 引 理 6.1 中 定义 次 , 则 易 见 
且 E OA EE 放 由 引 理 6.1 立 得 本 引 理 结论 。 

下 一 定理 是 测度 台 近 定理 ， 它 的 证 明 依 赖 于 推广 了 的 单 类 调 
涯 理 ( 定 理 2.5)。 


rt i at te i ed 


6.3 定理 设 (28， 和 多 ,站 为 一 测度 空 间 ， 多 为 .多 的 子 类 ， 
且 at 客 )= 罗 。 此 外 设 爷 满足 如 下 条件 ， 

(1) 4，BE 多 全 4UBES 

(2) 本 和 客人 4 E( 客 bo 
落 4E 多 ， 有 上 用 A 在 4 上 为 呈 有 限 ， 网 有 

uCAY = stpfAKB) 1 BCA, BE ,), ‘6. 1) 
证 ”首先 假定 &4)<<co， 令 
vy(B)= ncAN BY), BEZ. 
则 ?为 (Q，.2) 上 的 有 限 测度 。 令 
2 = CER 1 yO suphy lB} : BCC, BE J}, 

出 由 引 理 6.1 知 ，2 为 单调 类 ， 目 2 必 3， 由 多 的 人 性质 (1) 及 
《2) ,我 们 有 

~ A, BEAUBEC: AEFsISA ECC 8)s. 
于 是 由 定理 2.5 短 . 和 6" 二 mm( 人 名) = of( 窑 = 红 ， 特 列 有 了 4E 罗 ， 


邯 有 
vid}= sup{r( BY 1: BEA, BEYG,} 


了 珊 即 《6.1》， 

现 设 n(A)= ce， 且 存在 由 和 8 儿 ， 上 dd)<ce，z31， 使 得 
An + A， 则 上 由 上 所 证 ， 我们 有 

sup{at BY): BEA, BE Ysupln(B) + BOA BEE s} 
= Rd ) 
得 1imp(4dn7 = cc， 故人 6.1) 成 立 。 定 理 证 毕 。 

作为 定理 的 推论 ， 我 们 有 如 下 命题 ， 它 推广 了 习题 3.9。 

6.4 命题 ”在 定理 6.3 条 件 下 ， 假 定 为 有 限 测 度 ， 则 对 一 
初 4EF， 有 : 

nCA) = sup{pt BY + BCA,BEC,} 

= inf{u(C) : CoOACED,), 

其 中 急 ={C : CEG}, 
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第 二 章 “可 测 映射 与 本 数 
$1 定义 及 基本 性 质 z 


1.1 定义 设 (8, 多 ) 及 (E，@) 为 两 个 可 浏 空间 ,7 为 8 到 
中 的 映射 ( 简 记 为 f;,8 一 >)， ,如果 对 一 切 4E 加 ,有 扩 7 A) EF, 
则 称 } 洲 可 测 映射 。 

今后 ， 我 们 用 #71C@ ) 表 示 集 类 {1A4):AE@}。 于 是 ,， 
为 可 测 卫 射 全 广发 四) 开 红 。 

通常 ， 可 测 空间 ( 吾 , &) 及 空间 只是 给 定 的 ,2 上 的 o- 代 数 .于 
吉 某 种 任意 性 ， 为 了 明确 起 见 ,通常 称 满足 六 1 人 ) 忆 多 的 映射 汶 
.多 -可 测 映 射 。 

”1.2 定义 设 卫 为 实 直 线 , 及 为 数 直 线 ， 即 R=RU{-o0， 
co}。 我 们 分 别 用 鹏 (有 R) 及 壤 ( 玉 ) 表 示 玉 及 天 上 前 Berelo~- 代 数 ， 
令 (8， 有 多 ) 为 一 可 测 空 河 ，f 为 龟 到 五 中 的 上 映射。 如果 六 1 绍 
《(R)) 一 红 ， 称 为 Borel 可 测 柚 数 ， 简 称 可 测 函 数 。 若 进一步 
f 只 取 实 值 ， 则 称 /为 实 修 可 测 函 数 ， 

容易 看 出 | 了 为 (8，. 名 ) 上 的 实 值 可 测 和 函数， 当 且 仅 当 了 为 

， 多 ) 到 (8， 静 (PR)) 中 的 可 测 上 映射 。 

下 一 命题 给 出 了 可 济 觅 射 的 一 个 有 用 的 刻画 ， 

1.3 命题 “ 设 (8，) 及 (EB; 如) 为 两 个 可 测 空 间 ， 芝 为 生成 
co 代数 区 的 一 集 类 。 如 果 了 为 上 8 到 百 中 的 一 映射 ,使 得 /1( 当 ) 
己 沪 ， 则 了 为 可 测 映 射 ， 

证 令 多 = {A4CE:f-1(4) EF}, 则 多 为 B 上 的 一 o- 代 数 ， 
由 假定 ， 浪 二 者 ， 从 而 留 二 0( 帮 )= 帮 ,这 丧 田 人 (G CS 
为 可 测 映 射 。 
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1.4 条 设 为 可 测 空 间 {2，. 罗 7) 上 的 一 数 代 函 数 【 即 取信 
于 )， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

1) 了 为 可 测 画 数 

(2) YaEtR, Lf<a]t.F; 

Co) VatR, [fajte} 

C4) Va€R, [fajtF 

《5) YaER, [fal EF., 
这 里 及 今后 ，LF<e] 表 未 集合 {o: fF) a}. 

证 令 雪 ,= 人 -50， a)}:atER}, 基 易 知 ol 多 1) = BB . 
阁 由 命题 1.3 知 ，(2) 久 (1)。 类 似 可 证 (3) 人 (1)，. (4) 他 (1) 及 
(5)4301) .证 毕 

由 于 可 测 晒 数 可 册 取 + ce 和 一 cp， 我 们 在 研究 可 测 函 数 的 算 
术 运 算 ( 邵 加 、 瑾 、 乘 、 除 ) 隐 ， 和 作 如 下 约 足 : 

《1 (oo +x=xt+ (t+) =x- (十 co7= 十 2 lxl<ee 

《2) 【〔 士 co) +( 土 co) = ( 士 so)-( 干 co)= 士 ce 

《3) x/+o*0, 1 xz <ce 

十 co: » YX 0 
(4) x* (+o0)=(+to0) xu 0 ,x=0 
二 co 加 

《5) 下 列 运 算 无 意义 ， (十 co) - ( 士 co)， (t+) + (于 co)， 
十 co/ 十 ce， 士 ce/ 干 cc，xz/0。 

1.5 命题 “9， 舌 ) 上 实 值 可 测 函 数 全 体 构成 一 线性 空 上 。 

证 令 @ 表 示 瑟 中 有 理 数 爹 体 。 发 大 g 为 实 值 可 测 郴 数 ， 
则 VetcER， 有 


[f+ gal = Urn rece- ry 
从 而 f+8 为 实 值 可 测 函数 . 此 外 ， 对 任何 acER， af 显然 为 实 
值 可 测 函 数 。 证 毕 。 
“ 2326。 


1.5 命题 设 f,，g,，{f,， "> 都 为 (2， 多 ) 上 的 可 测 函 数 ， 
《1)》 fg8 为 可 测 畏 数 } 

《2) 车 f+g 处 处 有 意义 ， 赐 f+g 为 可 测 函 数 ， 

《3) 车 f/g 处 处 有 意 尽 ， 则 fj/g 为 可 浏 隐 数 ， 

(4) inf, supfn, limf, 及 Timf 均 为 可 测 妙 数 ; 


《5 [=8] 及 [二 的 为 可 测 集 。 
证 〈 防 普 先 假定 及 8 为 非 负 可 测 通 数 、 则 Ya ER，e 0 


[fg 过 e] = Tf= 0 Urg=0] UL U tr)nls< ses 


故 委 为 可 测 函 数 ， 对 一 般 的 可 测 函 数 了 及 g, 令 
ao FPDVeG z 
显然 人 + 及 为 可 测 函 数 。 于 是 fg 的 可 测 性 由 下 式 及 (2) 推 得 
fg= (f+t-f) (et— ge ) -fiet+f gy) (fig +f-g8+) 

《2)} 由 命题 1.5 的 证 明 看 出 。 


(3) 设 |g|>>0 处 处 成 立 ， 则 易 知 于 可 凋 本 车 f/g 处 
2 帮 f/g 为 可 测 画 数 ， 


(4》 WaER, 人 i 
[inff, < ee]= Ur al, Lsaptn <a] = Nr, A 


处 有 意义 ， 则 =f 


区 而 iaf f。 及 supf 可 测 。 由 此 推 知 fs 及 呈 y。 可 测 ， 
《5) 令 所 =(fNAmDV(- n), 8 一 《BA 刚 ， 
[f=#8]= NF = gl [Lf]= 和 [se 
由 于 [fs = gd]= Lf, ~— gn = 0]s [Lis Sg [fs- ga 0 以 而 


a DT. 
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[f= 中 及 [FF 二 的 为 可 测 集 。 
下面 我 们 研究 可 测 逊 数 的 构造 。 
1.7 定义 ” 设 4 呈 从 ， 令 
11, weEd 
0, wd4 
称 工 为 集 4 的 示 性 画 数 . 设 了 为 遇 上 的 一 实 值 隔 数 ， 若 店内 取 
有 限 多 个 值 ， 称 f 沪 简 单 画 数 。 ， - 
设 了 为 简单 活 数 ,其 值 域 为 {81 ,ar}。 人 =f (tia)}, 


Tatwm} = 


;=1 iT4， 这 时 ， 设 (8，) 为 可 测 空 间 ， 


则 对 为 可 测 的 ， 当 卫 仅 当 每 个 4; 为 .多 ~ 可 测 集 。 
， ”1.8 定理 设 (8，. 多 ) 为 一 可 测 空间 ， 了 为 一 可 调 函 数 。 
(1)》 存在 一 简单 可 测 函 数 序 列 (f。， 4 之 1) ,使 得 |f, | 专 |f1， 
Vn 生 1imf， = 了 


《2) 若 了 非 仙 ， 则 存在 非 负 简单 可 济 通 数 的 增 序 询 (f,)， 使 
得 limf, = 


证 将 / 表 为 ff"， 易 知 (1) 是 (2) 的 推论 。 往 证 (2)， 对 


nn 二 1 令 


fn = 2 "A a 
则 了 交 非 锡 科 单 可 测 函 数 ， 且 f+ f。 
下 一 定 现 是 上 一 定理 的 简单 淮 论 ， 它 在 今后 常 被 引用 . 
1.8 定理 说 (2 多) 为 一 可 测 空 间 ， 雪 为 生成 .多 的 一 个 代 
数 。 令 3" 为 8 上 的 一 族 非 负 实 值 函 数 。 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 
(1) f, gE oa, B20->af ihg EN, 
(2)》 了 .EE，t 产 1，f,1f 且 了 存 限 (相应 地 ,有 界 ) 或 ff 
.328 ， | 


fe WE: 

(3) VAE WG, TILAE Ny 
则 过 包含 吕 上 的 所 有 非 负 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 多 -可 测 函数 

证 念 ={4E 多 天 后 入 }， 刚 出 人 3? 知 .二 和 任用 由 (2) 
知 .# 为 单调 类 ， 玖 由 单调 类 定型 知 .4 = 和 名。 于 是 由 (1)、(2) 及 定 
避 1.8 推 得 定理 的 结论 ， 

1.10 定义 设 (EB, 看 ) 为 一 可 测 空 间 ， 入 为 图 至 中 的 一 
族 歧 射 ,. 令 

FF =0 Us 三 oy 


则 .多 为 俐 3 中 所 有 元 素 为 可 测 的 壤 小 co- 代数， 我 们 称 . 交 为 函数 
族 X 在 8 上 诱导 的 0- 代数 . 特别 ， 洪 (， 6)= (8,8(R)), 我 
们 常用 off: E21} 表示 这 一 o- 代 数 .有 。 

下 一 定理 给 出 了 co(f) 二 可 测 通 数 的 一 个 刻画 ， 

1.11 :定理 设 f 为 8 到 一 可 测 实 间 (E，2) 中 的 映射 ,oC 了) 
为 1 在 8 上 诱导 的 o- 代数 ( 即 o(f) =f-1(8)), 则 为 要 日 上 的 一 
数值 函数 -9 为 oj=~ 可 测 ， 必 须 且 只 需 存在 下 上 的 一 如 可 测 通 数 
hi ， 使 得 p= fof (这 里 hof 表示 与 了 的 复合 ， 节 kof(@) = 有 (Ff 
(w))，@ ER)。 如 果 9 为 实 值 ( 相 应 地 ， 有 弄 )a( 仿 - 可 测 , 则 可 
取 泡 实 信 (相应 地 ， 有 界 ) 函数 ， 

证 充分 性 显然 ( 见 下 面 的 习题 1.13) 。 下 证 必要 性 。 设 AE 
xf 用， 则 存在 了 Epo ,使 A4= 了 1(B)， 即 有 I4= Tsof3 于 是 对 任 
一 00)- 可 测 篇 单 函 数 m， 存 在 了 上 de- 可 测 医 数 关 ， 使 得 9 
= 8or , 现 设 和 为 一 cj 一 可 测 国 数 ， 由 定理 1.8,， 存在 一 列 5()~ 
可 测 篇 单 函 数 ww,， 使 iim Pr= Pp. 由 上 上 所 证 ， 存在 一 列 E 上 #- 
可 测 实 值 通 数 六， 使 ps 二， of。 令 上 =1im， 则 gq= hof。 车 


进一步 9 为 实 值 ( 相 应 地 ， 存 在 一 常数 c>>0， 使 得 |o| 所 c) ， 令 
7 二 hI[[ 和 | 之 oo1( 可 应 地 ,| 令 Y=htA 人 eh 人 ec) 则 =#7of。 


* 2 * 
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证 理 证 毕 。 
习题 | z 
.1.12: 设 (B,@) 为 一 可 测 空间 ,多 汶 生 成 8 的 一 集 类 。 设 
为 2 到 已 中 的 一 族 映射 了 为 和 在 如上 诱导 的 o- 代 数 ， 骨 
=0 ey | 广 ‘OY 


此 外 ， 设 为 实 - 可 测 函 数 ， 则 存在 和 的 可 数 子 族 5 {fs 
Fa 使 得 为 多 可 测 , 其 中 多 为 次 在 品 上 诱导 前 o- 代 数 
1.13 设 (&Q， 多 )，(B 色 ) 及 (G， 多 ) 为 可 测 空间 ， 上 了 为 另 
测 吾 中 的 多 一 可 测 映 射 ， 为 BE 到 避 中 的 如 ~ -可 测 映射 。 p= 
kof, 则 8 为 8 到 G 中 的 多 ~ 可 测 映 射 . 
41.4 设 f 为 (Q，.) 上 前 一 一 有 沽 癌 测 函数 ， 则 存在 简单 可 
济 男 数 序 列 (Ff,， n1)) 使 得 | <1 有 i » 1 且 媚 一 令 收 分 
于 了 。 
1.15 设 (8,.F) 为 一 可 测 空 间 , 多 = ta has 为 如 的 一 个 


可 数 划 分 ( 即 4 4 人 24 8)、 令 .4= of 多 
kj 则 
0 4-{Saina B,CEF, i> oy 
(2) 没 为 上 一 7 可 济 实 信 汪 数 则 存在 一 列 可 测 实 
值 冰 数 (f,,w 之 1) ， 使 得 8= DE 


1.16 设 吕 为 一 距离 空间 , 绍 (8) 为 8 上 的 Borel o- 代 数 。 
令 区 2) 表示 名 上 的 有 漠 连 续 湘 数 全 体 ， 试 证 BQ) = of f 
EER)}, . 

.4.17 设 扣 ;…f; 为 RR 上 的 实 从 Borel 丽 数 。 试 证 (ff) 


4 时 日 >: 


2 EHH or hr i oti Ei Re oe Hn at or rz nb ~ “ 


为 (R"， 绍 (RR")) 到 CR”， 如 CR") 中 的 可 测 瞎 射 (提示 : 利用 合 
题 1,3)、 | | 


§ 2 单调 类 定理 ( 函数 形式 ) 


设 (2，. 多 ) 为 一 可 测 空间 。 有 时 我 们 只 知道 有 一 类 :多 -可 济 
本数 满足 菜 一 性 质 ， 而 希望 证 明 记 有 多 一 可 测 函 数 注 足 该 性质 

这 时 我 们 就 要 用 到 函数 形式 的 单调 类 定理 。 

下 一 定理 是 与 第 一 章 定理 2.2(2) 相 应 的 函数 形式 ， 对 大 多 数 
情形 ， 这 一 定理 已 够 用 了 。 

2.1 定理 设 多 为 8 上 的 一 > 类，. 移 为 出 中 下 的 一 些 实 什 
本 数 构 成 的 线性 空间 。 如 果 下 列 条 件 术 满 尼 。 


(1) 1€20 区 
(2) fr ES ,N21, OSftfs 且 了 有 限 ( 相 应 地 ， 有 办 
jC: 


(3) VAE WF, IsAEE, 
则 .站 包含 如 上 的 所 有 ol( 儿 )- 可 测 实 值 (相应 地 ， 有 界 } 阔 数 。 
证 令 多 ={4c8 I1€ 2}; 网 易 知 F 为 三 类 ,上 且 贸 己 实 . 
于 是 由 第 一 章 定 理 2.2.(2) 知 ACICF. 设 了 为 0( 儿 )- 可 测 实 
伸 ( 梢 应 地， 有 界 ? 函 数 ， 令 


， EE 
fr 一 b> I kp tiIt nl 


则 gn EE, gu ff 从 而 由 (2) 知 .ATE 站。 司 理 六 E22 ， 放 - 
= 了 ft 一 个 EE， 定 理 证 岂 。… 

下 面 我 们 着 手 推 广 定 理 2.1， 为 此 ， 前 先 引 渤 如 族 概 念 ， 1 
是 -类 概念 在 函数 请 形 直 的 类 似 物 . i 

2.2 定义 设 x 为 9 上 的 一 族 非 负 有 界 画 数 ， 称 交 为 X- 族 - 
如果 它 注 足 于 列 条 件 :- . 


4 全。 
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| 


《17 1E., 

(2) f EH, aC Reaf EM, 

(3) f ,gE fg -gE 
(4) EEN， Nn 全 1，fs1j， 县 f 有 界 坟 FE 36 
， 设 久 为 避 上 的 一 族 非 灸 有 和 界 画 数 , 我 们 用 八 ( 名 ) 表 示人 包含 名 
前 最 小 4 业 族 ， 并 称 人 (多 ) 为 由 久生 成 的 ,人族 。 

2.3 注 设 2 为 人- 族 ， 则 3 有 如 下 性 质 

(6) f,g EN +gEN, 

事实 上 ， 届 忆 为 一 常数 ， 使 得 六 +SsC， 出 记 (3) 知 

f+ig=C-LC-1) -gw,. 

下 一 定理 是 与 第 一 章 定理 2.4.(2) 相 应 的 函数 形式 。 

2.4 证 理 了 诺 多 为 妇 上 的 一 族 非 负 有 界 通 数 。 我 们 用 
儿 放 多) 下 东非 负 有 界 o(f : FE 多 )- 可 测 画 数 全 体 。 虽 下 列 一 
新 言 等 价 ， 

(1) A(¥) = LHE) 

(2) 万 g EFIEENG), 
特别 。， 若 中 为 久 族 ， 且 对 乘积 运算 封闭 ， 则 圭 = 多 1? i ). 

证 只 和 需 证 (2) 节 (1)。 设 人 2) 成 立 ， 令 

1fEAMN(B): VYgEE, fs ENCE) 
则 易 见 多 为 全 族 ， 且 多 :一 多 ， 放 有 多 := 八 ( 多 )。 再 令 
Gu { 人 FE 人 (人 多) 8gE 人 (名 )，FEA 人 (各 )]， 
” 则 多 :为 4- 族 , 且 多 :一 多 ( 因 有 多 := 人 (多 )), 故 有 多 ;= 人 (多 )， 
这 表明 八 罗 ) 对 乘积 运算 封闭 。 令 
= {ACH I1 ENEY), 
出 多 谭 为 -类 又 为 -类 ， 故 .多 为 一 o- 民 数 。 

往 证 八 { 儿 ) 对 取 有 限 下 端 运算 潮 闭 。 温 fyg EA 人 多)， 为 证 

fA 信 g EA 八 ( 儿 )， 不 妨 假 定 f 志 1，g 扎 1。 于 是 有 |f#- gi 所 1 ， 且 有 
(f~-g)=1 +8 -21g EMG). 


* 


re ii i 


我 们 将 用 到 如 下 事实 (请 读者 自行 证 明 ); 设 |x| <1, 令 Pi (x)= 0， 
Pa+1(x) = Po Cw) + 3-(x? ~ Pr(x)?), #0 

则 Pax) 人 jx|。 于 是 ， 册 于 
Pf ~ g) = (~ 8)” ECAC(GY, 


放 由 归纳 法 知 P， Cf- g) EA(G), 4 之 1， 从 而 由 术 族 的 性 质 (4) 
记 |j-gi EA 和信 ( 争 )。 最 终 我 们 有 


Ng= Hf+te-|f-sl) EANY), 
现 设 fC WB，a>0 为 一 实数 。 则 由 上 所 证 ，- 廊 人 1= 一 -Cf 
Ne) ENA(Y), 故 1- (NY) ENg). 从 而 有 / 
1- (FA ty EACY). 


CEC) 
. 最 后 ， 设 FE 《 客 )， 令 
= kl kt 1 +l sn 
= 放大 


k=0 | 2 


则 由 于 I et 了 EA( 多 ), 故 让 EMG) ,ff EANY), 


这 表明 多 1: ( 当 ) 己 入 ( 儿 )。 但 相 反 的 包含 关系 恒 成 立 ， 入 有 
多 试用 )= 八 ( 才 )。 定 理 证 毕 。 

作为 推论 ， 我 们 得 到 定理 2,1 的 如 下 推广 : 

2.5 定理 设 多 为 吕 土 的 一 族 非 仙 有 办 本 数 , 旧 对 飞 积 运算 


全 和 8 二 


狩 用 。 若 . 效 为 一 人- 族 ， 且 包 依 留 ， 册 . 知 色 人 省 一 切 非 负 有 界 of 
sz 拒 家 ) 一 可 测 函 数 ， 

下 面 我 们 将 给 出 其 它 形式 的 单调 类 定理 ， 它们 是 第 至 定理 
2.3(1) 的 函数 形式 ， 

2.6 定 突 设 路 为 号 上 的 一 有 界 函 数 族 ， 称 光 为 单调 访 ， 
如 果 它 对 一 致 有 界 单调 序列 极限 封闭 。 

设 儿 为 只 上 的 一 有 界 函 数 族 . 我 们 用 检 ( 久 ) 宕 示 包 含 多 的 最 
小 单调 族 ， 用 多， 名 ) 表 示 有 界 olf:fE 久 )- 采 测 画 数 全 体 。- 

2.7 定理 设 多 为 8 上 的 一 有 界 隙 数 族 ..。 风 下 列 二 条 件 等 
价 ， 人 1 
《1》 MCC) = GL (CE). . 
(2) 1 EN(GE); fEC, su ER>af EM(G): 

gE rEEMEG), FNgEM(GN: 

证 只 需 证 (2) 过 (1)。 设 (2) 成 立 ， 令 令 

35 = {FEMGG): VaER, af EM(G)s Vee®, 
. | f+g, fg EMG)}. 2 
则 32 1 为 单调 族 ， 且 欠 1 二 过 故 21=M(@)， 表 令 

Ws = {EMG): VEEMIGE), fig, fANEEMYG)}，, 
则 36; 为 单调 族 ， 和 且 .办 : 二 外 (因为 1= M(B))， 获 和 ;= 
M( 多 ), 由 上 所 证 , MC 多) 为 一 线性 空间 ， 且 对 有 限 下 端 运算 封闭 
(从 而 也 对 有 限 上 端 运算 封闭 )， 此 外 ， 依 假定 1EML( 多 )， 令 

| Fd EMB), | . 

则 多 为 中 上 的 一 o- 代 数 . 

往 证 多 中 每 个 元 汐 多 可 测 。 设 EF; aER， 令 fn=n(f ~ 
oA 人 1 则 .EME 且 fotIiyyal vw 梳 T iy>ol EM(@)}; 即 
”有 [5f> 四 和 多 。 这 表明 为 多 可 测 ， 于 是 of EY 
最 后 ， 设 上 E ZIY( 多 )， 痊 


” 34 过 


丁当 玉 -三 


.f= 之 ort [ete 一 T+ lial 


则 由 于 时 (多 ) 为 线性 空间 ， 南 f。 EM(B), 但 f,1f， 于 是 EE 下 

(Y)， 这 表明 .Zi(W)CM(Z)， 因 开 有 乡 ,( 多 ) CM); 但 相 

反 的 包含 关系 便 成 立 ， 故 有 对 (多 ) = 纪 s( 多 )。 定 理 证 毕 。 
作为 定理 的 一 个 有 用 的 推论 ， 我 们 有 - 

2.8 定理 设 罗 为 上 的 一 有 界 说 问 的 单 油 族 ， 多 为 的 
一 子 族 ， 则 | 坟 (多 )， 辑录 下 列 条 件 之 一 被 桨 足 

(1)》 .和 为 线性 空间 ， 1E. 知 ， 且 多 对 乘积 运算 封闭 ; 

(2)》 萤 为 一 代数 t 基 过 为 一 线性 空间 ， 且 对 乘积 运算 封闭 )， 
上 县 存在 多 中 某 个 一 致 有 界 的 单调 序 罚 ， 其 极限 为 1 

《3) 名 为 一 线性 空间 ， 多 对 有 限 下 端 运算 对 闭 ， 且 存 在 多 中 
某 个 一 至 有 界 的 单调 序列 ， 其 极限 为 1， 

证 说 (1j 成 立 ， ' 令 销 为 由 工 锣 生成 的 代数 ， 则 多 C2 
从 而 型 (多 ) 王 .和 。 易 证 形 ( 客 ) 为 一 线性 空间 ( 兄 习 题 2.9)。 谨 上 
E 多 ， 且 |f| 所 1， 灯 用 定 下 2,4 人 欧 钙 明 中 的 记号 , 令 玫 ， = P.(f), 
则 天 EE 多 , 且 0 志 Jatif, 故 | 提 SUH 多 )。 于 是 对 一 般 的 了 E 依 ， 
亦 有 有 17| EM( 多 ),。 设 jg EE 多， 则 有 四 
fAg= (ftg-1f- gD) EM(D). i s 
放 由 定理 3. TE YB) MB), 入 显然 将 2,9)。 
Ys(F)， 故 最终 有 外 A( 儿 ) = 和 M(B}C 二 

设 (2) 成 立 ， 则 1EM(@); JC@) 和 ， 且 轩 (@) 为 一 线性 
空间 。 余 下 证 明 同 上 。 

设 (3) 成 立 ， 则 定理 2， 7 的 条 件 (2) 被 满足 ， 故 有 人 ,( 江 ) 
=M(YG) CN, 

习题 

2.9 设 委 为 名 上 的 汪 着 界 通 数 族 车 多 为 线性 空间 ， 刚 


和 BH * 


型 ( 鹤 ) 亦 为 线性 空间 。 

2.10 设 儿 为 昌 上 的 一 非 负 有 界 函 数 族 ， 则 下 判 二 条 件 等 
价 : 

TD MOE) = GIG) 

(2) 8E 留 全 六 gEMCSY fFECG, a ER+af, fAa 
EM(G). | 

2.11 (定理 2.1 前 另 一 种 形式 ) 设 为 2 上 的 一 站 类 ， 庆 
为 8 上 的 一 非 负 实 信函 数 闯 。 如果 下 列 条 件 被 满足 

(1} 1€R, 

(2) f EX, aE Rs Sof EN fg Ex, jg>f- gE 

(3) f, EI ,#1, 0<f.tf, 时 f 有 展 (者 应 地 ， 有 只 》 

fe: 

(4) VAEG, TIAEH, 

则 将 包含 如上 的 所 有 非 负 ol 多 )- 可 测 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 画 数 。 


. 


8 3 可 测 函数 序列 的 玫 种 收敛 性 


设 (8， 多 ， 站 为 一 测度 空间 。 本 节 将 研究 ( 员 ，. 和 多， 及 上 实 
伟 可 测 函 数 序列 的 几 种 收 倒 性 及 它们 之 间 的 关系 。 为 了 叙述 的 方 
便 ， 我 们 将 采用 如 下 术语 : 如 果 某 一 性 质 在 8 上 除了 一 零 测度 集 
外 成 立 ， 则 称 它 几 平 处 处 成 立 ， 篇 称 为 4.2. 成 六。 

3,1 定义 设 (f,) ,si 了 均 为 实 信 可 测 涛 数 。 

《1) 如 果 存 在 一 零 测 集 入 ， 使 得 对 一 声 woEN 有 limfn(w) 


=f(0w), 了 )a.e, 收敛 于 娘 ， 并 
记 为 lim fr = f a:e., 或 5; 

《2)》 胡 果 对 任 给 > 中 存在 NE ， uN) es 使 得 (f， ) 在 
上 一 致 疏 钱 于 f， 则 称 (f,) 几乎 一 至 收 租 于 ,并 记 为 lim fs 


» 36 。 


i ER Fie eas :hl hh. i de -HF i i Hs bed hab EE eH i ee 


= 了 aun 或 ff 一。 
《3) 如 果 对 任 给 >0， Emalh -ii>a)- 0， 录 称 (ff) 
依 测度 收 伍 于 f， 并 记 为 放 会 
更 一 般 地 ， 对 一 定 癌 到 (fj) 也 可 定义 上 述 儿 种 收 侣 概念 ， 特 
别 ， 对 双 指 标 序列 (f,w) 可 以 有 上 述 收 敦 概念 . 
3.2 定义 设 (f,) 为 一 列 实 值 可 测 函数 。 如 果 (fr 一》 
ds, 站 化 于 05 汉 Ny > oo0), 则 称 (f,) 为 a. €, 收 化 基本 列 。 当 


似 可 定义 其 它 各 类 收 敏 的 基本 列 ， 
3.3 注 由 定义 看 出 ， 上 述 各 类 收 敏 的 极限 是 2. 唯一 确 


定 的 。 例 如 ， 设 天 一 jg, 则 六 = gse,e. 。 另 一 方面 ， 


设 记 一 全 六 了- oz ， 刚 六 一 汉 g。 此 外 ， 对 各 类 收 人 序列 
(f)， 若 对 每 个 ， 用 一 与 ja.e, 相等 的 实 值 可 测 函 数 gw 代 坎 
fr， 则 (gr ) 亦 为 同类 收 敏 序列 ， 其 极限 与 (# ) 的 极限 *.e. 相等 。 
下 一 定理 给 出 了 上 述 几 种 收敛 几 的 肇 通 。 
8.4 定理 设 (六 ) 及 均 为 实 值 可 测 函数 。 


(1) 户 生 全 方 当 且 仅 当 Ve>0 有 ， 
aN Uc-H>e)=0 (iD 


站 ,+ 


(2) 六 一 当 且 仅 当 ve>e 有 : 
Bn( Ur 中 > 0 (3.2) 


《3) > 当 且 仅 当 允 人 的 全 条 《六 7 存在 其 子 列 


《7 7 9 使 得 fz 人 tk-» oo), 
| » 呈 » 


PT 2 Le 了 


证 (1) 设 (a,) 为 实数 列 ，a 为 一 实数 。 则 要 使 a。>a， 必 须 
且 内 需 对 每 个 k>1， 存在 自然 数 n(k)， 使 得 当 i 关 n( 太 时 有 et 


一 | < 二， 因此 我 们 有 


fo: fC) > fo)} = fl U itr -fi< 十 


于 是 ; 所 多 f, 当 且 仅 当 
AU N UP 二) 0 
即 Yh 之 1 有 
: xn YD 
(1) 得 证 。 : 
《27 必 世 性 ; 设 一 > j。 则 V6>0; IP EGS, nCF)<8, 


使 j, 在 FF 上 一 致 玻 化 于 下 于 是 Ye>0, 存在 六 ， 人 蚀 得 当 i>N 
了 i， 月 
fitwo) -fol<e, WEF:, 


因此 ，U51f; -i 汪 e] 全 PF， 特别 有 
fe 
Hs A Ud) MF) 5, 


但 6>0 是 任意 的 ， glin A Ur f=)- 0. 必 要 性 得 证 . 


下 证 充分 性 。 设 对 任 给 e>0 和 有 (3， ,2) 成 立 。 则 VY8>0,Vi>1 
[i 使 得 


* I *， 


i He i Fp he dep 5 lp Lt a BT pe er 


p= UU 11- 11> 十 ] 


EK=i ienity 


划 &CE)<6， 且 有 加 
rr- 0 [rH<i). 


天 到 二 了 和 和 下 了 


他 ,4 站。 


这 染 明 在 P。 上 一 致 收 贫 于 刀 依 定义 ,天 下 
(8)》 必要 性 ; 设 广 包 亡 令 ( 志 为 (f) 的 一 于 列 , 则 仍 有 fs， 
Sj。 于 是 由 测度 收 敏 的 定义 ， 存 在 (让 1 的 子 列 (nr 使 得 
Ri -有 元 - ])<-1 站 yh1. 
于 是 ， Ym 1, 我 们 有 


人 2 村 


六 此 ，Ye>>0， 和 与 ( 刀 ， 0 相应 的 (3， 2 成 立 ; 用 而 大 六 和 地 订 j. 


下 证 充分 性 。 我 们 用 皮 证 法 。 候 定 ( 记 ?不 依 测 度 “ 收 全 于 
则 存在 某 e>>0， 使 得 ， : 本 


lim AT 六 -~ fl >2])>5>0. 


于 是 ,存在 (f,) 的 子 列 (f,1), 使 得 对 一 切 n' 有 a(E|fsr 一 f| 守 2]) 
6。 最 然 (f, /不 包含 几乎 一 致 收 襄 的 子 列 充分 性 得 证 六 


3.5 系 我 们 有 ff "8 


外 晤 地 


ee 的 Ds bs | 


证 直接 由 (3.2) 之 (3.1) 看 出 ， 访 系 的 结论 亦 可 从 定义 3.1 


设 九 点 六 则 由 定理 3.4.(3) 及 系 3.5 知 ， 存 在 于 列 (fns)， 
司 fn， yp, 

下 一 定理 通常 称 为 Egoroff 定理 . 

3.6 定理 设 皮 为 有 限 测 度 ， 则 有 


ff 


证 设 f, 一 上 fF 。 由 定理 3.4，98>0， 有 (3.1) 成 立 。 于 是 
由 大 限 测度 的 从 上 连续 性 (第 一 章 定理 3.3) 知 (3.2) 成 立 , 放 有 了， 


六。 玉 
一 一 了。 


3.7 定理 我 们 有 户 二 下 :二 六 入 若 z 为 有 限 测度 , 则 


进一步 有 1 一 二 /之 ff 

证 ”前 一 结论 直接 由 定理 3.4 的 (3) 推 得 ， 局 一 结论 出 定理 
3.6 推 得 。 . 

定理 3.4(3) 举 出 了 依 油 度 收敛 的 个 有 用 刻 夯 ， 下 一 定理 进 
一 步 给 出 了 有 限 测 度 空间 中 依 测度 收 合 的 一 个 非常 有 用 的 刻画 。 

3.8 定理 设 (9，. 多 ， /为 一 有 限 测 度 空 间 ， 疡 ,了 为 实 值 厅 


多 数 。 则 为 要 fa >f, 必须 且 只 笑 对 (f，) 的 任 一 子 列 (f') ,存在 
鞭子 列 (fo)， 使 hi 

证 由 于 假定 4 是 有 测度 , 故 由 系 3.5 及 定理 3.6 知 成 一 一 
6 信 1 一 >'f, 因 此 定理 的 结论 直接 从 定理 3,4.(3) 推 得 ， 


» 0 。 


人 i 


作为 定理 3.4.(3) 及 定理 3.8 的 一 个 应 用 ， 我 们 有 如 下 的 

3.8 定理 设 g 汶 RR" 上 一 实 值 Borel 可 测 函 数 ， 万 为 有 " 
的 一 子 集 ， 又 设 (f 1 ,>! 为 实 值 可 漳 孙 数 序 询 ，f ‘中 为 实 值 可 
测 函 数 ，;=1，…， 了 出。 假定 "及 f' 在 口中 取 值 ， 县 对 1 


jm 外 。 则 有 如 下 结论 ， 
《1) 设 glxis 呈 yxXm) 为 口上 的 一 致 连续 少数 ， 则 seo， sy 


天 ) gCf ef » "gf (3 2。 
《2) 设 glxris"*yXn) 为 了 上 的 连续 沙 数 ， 洪 jg 为 有 限 测度 ， 


WW gf se ,fg 0, fy, 

证 往 证 (1), 首 先 ,由 1,17 及 1.13 知 gf 全, 了" ) 为 实 
- 什 可 测 涟 数 ， 设 (nn) 为 自然 数列 移 一 子 序列 ， 册 定理 3.4.(3) ， 
并 利用 对 角 线 法 则 ， 可 取 tnr》 的 子 询 (nr'，》， 使 得 对 每 个 i 1 志 t 


<<m 有 ,f 一 > 有 (i)。 由 于 g 在 DD 上 一 至 连续 ， 故 易 辑 ， 


s(f‘»， a ff) WH, “g(tf 1}, po fF), 


因此 ， 由 定理 3,4. C3) 知 ，gCf 人 了 Cf 5 
《1) 得 证 。 (2 的 证 明 完 全 类似 5 利用 定理 3.8) . 
习题 
”3.10 设 (f,) 为 一 实 值 可 测 浅 数 序 列 。 则 为 要 (f,)a,e.( 相 
局 地 ，a, wn, 或 依 测 度 站 收效 于 某 六 必须 上 用 只 需 ( 刀 ?为 相应 的 收 
效 基 本 列 。 
$3.11 举例 说 明 : 车 &8)=ey 期 k 几 乎 狂 钼 收 伍 的 序列 
不 一 定 依 测度 收 敦 ， 


3.12 设 ff, 则 有 limf, <<f 拟 lim fa.e， 


b a a i 2 i 
rp di 7 Msn ph pr 1 


3.13 设 4 为 有 限 测度 ， 则 


tf # ff . 
fT 


《提示 :利用 定理 3.9)。 


4 


Ha 


第 三 章 ”积分 与 空间 L* 
$ 1 积分 的 定义 及 基本 性 质 


在 本 节 中 我 们 在 某 一 给 定 的 测度 空间 (8, 多， 中 中 讨论 问题 。 ， 
我 们 用 多 + 表 示 日 上 多 -可 测 的 非 负 简单 范 数 全 体 ， 用 多 {相应 
地 ， 学 ) 表 示 8 上 多 -可 测 的 实 值 (相应 地 ， 数值 ) 西 数 全 体 。 可 可 
测 数 值 函 数 简称 为 可 测 画 数 。 

首先 ， 我 们 定义 非 负 简 单 可 油画 数 关 于 测度 上 的 积 耸 。 


1.1 定义 设 f= asls, E91+， 其 中 a1ERs AiEF. 


仿 


| fan = Sa Ri 


凡人 7 直人 机 上 休 过 .我们 天 1 为 关于 


积分 . 通常 ,我 们 用 pC(f) 简 记 | fd 


下 一 命题 罗列 了 这 一 积分 的 基本 性 质 。 
1.2 命题 以 下 f,, g,， f， 8 都 是 .9+ 中 元 党 。 
(1) glTA) = ntAd), YAE TF 
2) wtfaf} = on(tf), 和 让 和 下 
《3) pl(f +ey= uf) + HB8); 
(4) feu ) EL)s . 
5) 天 FFD)<cos 全 KRCf。 a), 
8) frtf>p Cf Oa 


了- . 


A he Fs Fr HR rh 


《72 ft, gt, lim fo < limgr > lim Af ) Tim pg8n). 

证 (1)-(4d) 显然。 下 证 (5)。 令 gr = 六 一 了 ， 则 有 E PT 
goy0, pCg) EA(f1)<co。 令 

P= suplgi(w): wEnY, 
则 Ya>0， 我 们 有 
Ogn plrg,>eIt Elro<g, «eI plrg,>elt lLg,>0. 
由 (4) 得 
KCBn) 去 pud[g， 六 2])》 十 plLg1>01). 

出 于 [g, >eNg, 且 AKCLg > 可 ) 挟 <p([g1 之 0]) 之 oo( 因 HOE 
ec), 放 由 测度 的 从 上 连续 性 知 pLgr > EDDY0. 于 是 有 lim pk(gn) 


<enl[g1>01). 但 se>0 是 任意 的 ， 放 有 Cg"， 40, 最 终 有 pLf,) 
= ptgr) + gCAVatfy， (5) 得 证 . 、 
现 证 (6)》。 落 芭 诱 = +oc， 则 xp>0) = co. 由 于 了 只 取 有 限 


多 个 售 ， 帮 存在 >0， 合 ACE)=o 我 们 有 | 访 >> 公 小 
[> ££) fr 1" 帮 有 


Him > -me -7 名 -> 王 j= o0, 


于 是 忆 疡 AT 丰 车 w( 站 之 0， 邻 gr =f- j.， 则 出 (5) 知 nCg 
40， 吉 fs) = Cf 一 plgn) fulf), (6) 得 证 。 oe 
最 后 证 明 (7)。 先 园 定 菜 个 m, 令 ho 一 g。 人 j。， 出 4 E91 ， 
tf +, 放 由 (6) 知 lim Ai)= ptfm)., 但 h。<8, ,从 面 有 !im 
HB 于 基 最 终 有 i 
lim (gn) lim pfn), 
1.3 注 在 上 述 证 明 中 ， 我 们 用 到 如 下 事实 ; 对 j E+， 存 


sa 


1 


有 及 < 导 co 人 2 拉 ) 性 co, 但 这 一 结论 不 能 推广 到 一 般 非 负 可 讽 
函数 。 因 此 ， 我 们 未 将 其 列 为 积分 的 基本 性 质 ， 

借助 于 命 愿 1,.2， 我 们 可 以 给 出 积分 的 一 般 定义 。 

1.4 定义 设 f 为 一 非 负 可 测 函 数 。 任 取 fE9+， 使 ff 
(第 一 章 定理 1.8)， 令 

nCf} = lim ei 

则 由 命题 1.2 的 (4) 及 (7) 知 ， 上 述 右 端 极 限 存 在 , 明 不 依 闵 于 序列 
(f,) 的 选择 ， 我 们 称 K(f) 为 关于 4 的 积分 。 有 时 也 用 jy ae 


表示 p07)。 

现 设 了 为 一 可 测 函数 。 令 基 = Fv0， 广 =(- A 知 
4 < 或 人 )<co， 则 令 

tf) = (f+) — nf) 

称 uff) 为 关于 4 的 积分 , 并 说 了 的 积分 存在 ， 车 太太 )<co， 
日 ptf )< < 《或 者 等 价 地 | AS 则 称 / 关于 & 可 积 《 稍 
称 a- 可 牧 ). . 

1.5 注 设 f EE 多 。 蒂 f 的 积分 存在 (相应 地 ， f 为 可 各) 4 
则 对 任何 4E. 罗 ， 厅 ; 的 积分 存在 (相应 地 六 4 为 可 积 )。 我 们 用 


[ fd 埋 示 | fap z 
于 一 定理 列 半 了 积分 的 一 些 基 本 性 质 。 

1.6 定理 设 jgE 区 (本 表示 可 测 函数 全体 ) 

(1) 者 了 积分 存在 ， 册 vaER, gf 的 积 牙关 在， Htaf? 
=autf), 

(2) 车 六 8 积分 存在 ， /处 二 有 定员 。， Badf) + 有 
意义 ( 即 不 出 现 co- co) ， 划 了 + 二 的 积分 和 在 ， 且 有 tf + 8) = 
于 RS | 

《3) 车 了 积分 存在 ， 则 J 二 2(1 1 

各 #5 站 


HR 和 


4 1 


《4) 车站 积分 存在 ，N 为 一 零 测 集 ， 则 :KGCFTo) =03 

《5 老 六 8 积分 存在 ， 且 了 < 和。 Cy 则 (ff) pg)s 

6 若 了 E + 则 f=0, a eu = =- 0 

(7) 车 fE 多 ?, 且 j1)<<o0， 央 1<%oa.e.， 且 [f 放 0] 关 
于 为 0- 有 限 的 。 

证 (1)-~(4) 直 接 册 定义 1,4 推理。 

下 证 (5)。 令 杂 =[f>g]， 则 依 假 定 xCN) = 0， 我 们 有 
了 = 了 了 rw + 天 = gl + glns flyr Ely: 
故 由 (4D 知 z i z 

PD pfIxr), plg) = plgly:), 

但 由 积分 的 定义 易 知 gCfIne) 志 nlglye)， 从 而 有 所 pg) 。 

现 证 (6). “之 ”由 (5) 推 得 ， 为 讶 “<”， 我 们 用 反 证 法 。 假 设 
PT U[r> 局 i 故 存 在 某 = 全 xf[f> 


FT » 


于 >0. 我 人 有 了 w 开 >- 数 有 


p> ro )>° 


二 ”得 证 。 
最 后 证 明 (7)。 设 fE 多 +， 概 定 AKCLF= +eco])>0， 则 由 于 
52coTireoi 故居 访 =:coc9 这 中 其 HA zoe,。 此 
外 有 [J>0= U[7> Po 故 Ff>0 
为 pro 有限 . 定理 证 毕 。 
1.7 每 (1) 设 户 g 积分 在 在， f= 名 人 es 由 utf) = 


Ha, 
(2) 设 了 为 呈 可 积 ， 则 1Fi<co，cse 


P 过 和 + 


二 TAG pre eee tr Ce 
HP lm eb Tn dp 


(3) 设 f，g 积分 存在 且 yp(f) +.nlg) 有 意义 , 则 f+ga.e. 有 
意义 。 | 
设 f，g 积分 存在 ， 且 f 所 ga.e,， 则 由 定理 1.6(5) 知 ， 对 
一 切 AEFE 有 WFID) Sun(gI). 下 一 命 古 表明 ， 在 一 定 条 性 下 ， 
该 命题 的 道 命题 成 立 。 

1.8 命题 设 f，g 积分 存在 ， 且 对 一 切 4E.8， 有 4(fI4) 
< ， 

(1) 着 万 8 可 积 ， 则 fg, gue.s 

(2) 车 4 为 o- 有 限 测度 ， 风 <g，e.z,。 

.证 (1) VAEF， 由 假定 
Hf — 8)14) = = ptfIa) 一 pgTO 0 

特别 ， 令 4= [f>>g]， 则 (ff-g)I4 守 0， 邦 月 nlf = I) 0; 
从 而 由 上 式 知 w(tf-g)Ix)=0。 于 是 (ff 一 8)I4=0, ad.e,《 定 理 
1.6.(6))。 自 于 在 4 上 有 六 >ge 故 必 须 有 n( 人 =0, 即 有 f<g， 
人 

(2) 设 4 为 o- 有 限 测度 ; 我 们 用 反 证 法 证 明 fg, ae, . 
假定 nLg<fI) 0, 邻 


4 -[e<y- 寺 jnrMl<a = [gw NL seo 


则 [g<< 月 (Ua ) (Us.). 于 是 存在 菜 # 或 mw 使 L(As) 


0 或 (Bn 0. 假定 43 0， 由 4 章 o- 有 限 性 向 ， . 秆 在 
4 呈 4,，AE， 使 得 0<n(4)<<so 这 时 有 : 


于 gdp<| (六 和 jn 一 DD Te 
汉 与 信 定 | tan<|. 了 dk 淫 盾 。 著 a( Bn) >0 ， 关 似 论证 可 导数 


了 矛盾， 因此 必须 有 fg，ase,。 命题 证 毕 。 
1.9 取 设 1，g 积分 存在 ， 且 对 一 切 A4E. 多 有 jg(f14) = 


“他 


于 
ww : 


' 


RE 了 ys 

《1)》 可 gg 可 各 ， 风 了 = gr ve 

《2)》 车 关 为 o 有限， 刚 了 =8，cvev。 

习题 四 

1.10 举例 说 明 命题 1.,8， (2) 中 关于 站 前 o- 有 限 性 条 件 不 
能 去 掉 。 

1.11 证 明 系 1.7.(3)，。 

1.12 设 Cf) 为 一 列 可 测 函 数 ， 落 (Cj ye,e, 单调 增 ( 即 Vn， 
ff Boe) 风 存 在 一 处 处 单 油 增 序列 (gr)s 使 得 Varj =8n 
Cs 

1.13 设 (8,.7 ,为 一 有 限 测度 空间 ， A E.R, 二 < 
令 工 为 位 , …， n} 的 非 空 于 集 ， 我 们 用 1I1 表 东 工 中 元 素 的 个 数 。 
试 证 


A(U 4 )- DAN ). 


( 浊 示 :用 内 纳 法 证 明 V 1 = 这 (DIA) 
[eT ET | 

1.14 设 瑟 为 一 距离 空间 ， 移 (BE) 为 其 Borel o~ 伐 数 ， 与 
为 ( 互 , 鹏 (B)) 上 的 两 个 有 限 测度 。 著 对 卫 上 一 切 有 界 连 续 函 数 f 
有 AP =y(1)， 则 p= (提示 ， 利 用 第 二 章 1.16 及 2.5)。 

1.15 设 (8, 多) 及 (E, @) 为 两 个 可 删 空间 , f 为 (9, 多) 到 
《3 有) 中 的 可 测 映射 ，z 为 (2 ,多 ?上 一 测度 。 

C1) Sa OD = pA AES, Rf! 为 (FE, 8) 上 
的 测度 (通常 称 为 由 在 (B,8) 上 导出 的 测度 或 1 的 象 测度 )。 
2) 设 g 为 (EE,8) 上 的 可 测 函 数 . 则 为 要 g 关于 测 诬 zf :的 
积分 存在 (相应 地 ， 可 积 ), 必 须 且 只 需 gof 关于 & 的 积分 存在 ( 想 
庶 地 ， 可 积 )， 此 外 ， 这 时 有 
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| go daz gd uf™ J 
‘提示: 先 讨论 为 非 负 简 弟 可 测 十 北 情 形 .》 


$2 积分 号 下 取 极 限 


率 节 我 们 将 介 络 有 关 积 分 导 下 取 极 限 的 几 个 定理 .( 单调 收敛 
定理 ，pBaiou 引 理 ， 控 制 收 敦 定 理 )， 

2.1 引 还 设 记 和 2+ nF1lfEZt, 

(DD) 设 ff 0.e.， Vr>1, 且 limfr=fe,e,， 网 


lim (fu) = pf) 

2) 设 F 六 fy ee Wn 庆 1; 且 lim fs=f a. e, ， 河 
kf DJ<eco， 则 tim pCf) =00). 

证 《1) 不 妨 设 (f,) 处 处 单调 增 ， 且 f。4 f 处 处 成 立 。 对 竹 
个 四 令 fnwn E91 合 得 fam fi(mreo)。 令 gn= fm 


则 gn E21，gn 个 f， 且 gn<fn， 艇 由 积分 的 定义 有 
Ht) = lim Hgm) Slim Rn 
但 恒 有 p>p《fm)， 故 有 lim pCfn) =p(f)。 


(2) 不 妨 设 (f,) 处 钼 单调 降 ， 且 fr 4 处 处 成 立 。 由 于 假定 
LAAfD<eos 故 KFEf=ce])=0。 令 了 = fFcFi<ol 了 = 


FTFF <m]， 则 天 ,4 了， 了, 为 实 值 可 测 阔 数 。 令 g，= 了 ,~ 了 ,， 则 


gn 天 :一 子 ， 故 由 人 1) 推 知 ptg,) tut 了 ， -7), 即 有 (fn) = 


nCFn) $Y uF = pf), 证 毕 。 
4 过 办 


i 


国生 芝 革 二 


听 


2.2 系 设 f,E 名 +，n 空 1, 则 有 a( Df)= Dadi). 


证 今 gr = Ds- Df WM gg 故 有 


peg) = lima(ge) = 1im afi) = Snlfi). 
切中 6 ae | ?Ey 


2,3 定理 (单调 收 敏 定理 》， 设 fF，n 之 1。 又 设 每 个 站 
的 积分 存在 . :| 

(1) 设 (f,)a,e。 单调 增 ， 且 大 -Fases。 若 有 > 一 co 
则 了 的 积分 存在 ， 且 (ft p(t 了)， 

(2) 设 (， )a.e。 单 调 隆 ， 且 ff，a.e,。 着 (fo， 
则 了 的 积分 存在 ， 有 是 pCfa) 4 27)。 

证 ” 现 证 (1). 我 们 有 所 a.e, 单调 增 ，fF ez, 单调 降 ， 且 


有 玉生 15 一 ,由 于 所 之 扩 ; 且 4Cf1) 之 -o0, 放 (六) 
态 p( 用 7) 之 oo 。 从 而 1 的 积分 存在 ， 且 由 引 理 2.1 知 : pCf:) 全 
pOfT), wfa) ptf). 因此 有 ptfs) 和 RC . (41) 得 证 。 对 《~f,) 
这 用 (1) 即 得 (2), :证 些 ， » 
2,4 定理 ( .Fatou 引 理 》 设 让 ce, n 宇 1]， 且 每 个 ,的 
积分 存在 ， 
_《1) 车 存在 gEV ug- oo0, 使 得 Vn>1 有 下 =g,a, Bu 
则 lim ff， 的 积分 存在 ， 且 有 | 


glim flim HF) . 


Ne 是 一 FF 


(2) 若 存 在 gE， Deo ,使 得 Vs1 有 户 二 ca， Cs 
则 TI 1, 的 积分 存在 ， 且 有 
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(Tim fo Tim (fn), z 
证 现 证 {1). 令 gr=iof ft, 则 g, ?limf,,Hgr>ga,e,. 
于 是 pCgD)>p(8) 之 -oo0。 故 由 定 更 2,3(1)，lim f, 的 积分 存 


在 ， 且 有 . 
ntlim fe)= limgtgn) Slim ptf.). 


(1) 得 证 ， 对 (一 了 ,) 应 用 (1) 即 得 (2)。 证 第. 
2.5 定理 ( 控制 收效 定理 ) 设 f,E.2, 且 EZ fs 人 人 ;或 


fa>f. 若 窑 在 一 非 负 可 积 函 数 zy* 局 得 val1Alfnl see. ec.; 则 
f 可 积 ， 上 且 有 lim fs ) = 和 六。 


证 由 于 | <g auesy 故 上 可 积 。 著 六 生生 fs 则 i 双 fr = 
im f= fc,e: , 故 定理 的 结论 直接 由 定理 2.4 推 得 . 现 设 记号 六 
刚 对 (f。) 药 任 一 子 列 (fp)， 存 在 其 于 列 (F， )， 使 得 记 ，.2.e3/ 
《 见 第 二 章 3.4.(3) 及 3.5)。 于 是 有 inp 全 引伸 ， 但 子 列 
Cf ) 的 选取 是 任意 的 ， 故 必须 有 Lim p(n) = zf; 定理 证 毕 。 


下 面 我 们 着 手 推 广 定理 2.4 及 2,5。 


2.68 定理 设 f,E2， fEY, 日 ff 或 11 台 f 又 设 每 
个 fo 的 积分 存在 。 

(1) 车 存在 g&€ 名 ， hay>>- co 使 得 Vai,f, Ea.e.， 
则 了 的 积分 碗 在 ， 且 有 uf limufs), 


51。 


1 和 生机 本 


| 


《2) 落 存在 8E 多 ，A 人 <<co， 使 得 了 zzz1， 访 专 8oaoe sy 
风 了 的 积分 存在 ， 上 且 有 nD>lim pn(f,), 


证 现 证 (1). 车 扣 全 驴 f, 则 由 Fatou 引 再 立 得 (1) 的 结论 
现 设 扣 台 f， 则 对 C ) 的 任 一 子 列 (f，')， 存在 其 子 列 (f,',) ,使 
得 fo 了. 于 是 由 上 所 证 有 HP Elim (fs,). 但 子 列 ( 户 
的 选取 是 任 党 的 ， 故 必须 有 多 从 < 二 mp(f), 41) 得 证 ， 对 (一 玫 ) 
应 用 (1) 得 (2)。 证 毕 ， 

下 一 定理 是 捧 制 收敛 定 益 的 推广 形式 ， 

2.7 定理 设 Jj, EE ， 旦 ff 或 1 如 f 又 设 


Et EEA+， gg 或 gg, 如 果 g 及 每 个 g, 可 积 ， 
Kl(gn 》 ng), 且 |f， [<p 这 2 ED Vnl1, 1， 则 有 lim nf, A) 


= 0, 特别 有 imma(f,)= af) 
-… 廿 首先 假定 同时 有 所 仿 fj， 81 守 福 g。 令 
jg +8~ |fs—f)， 
则 | bh, 0, de 有 hts28, 下 由 定理 2。 忆 ,.《1) 得 


zp) < Lim Ch ) = 2n(8) ~ iim | 一 有)， 


从 而 有 lip1 一 1) =0， 特别 有 
[pf = pT Ep fs FO 
车 同时 -有 刀 总 fg 人 8 ， 则 4 避 28. 故 由 定理 2;6。 (1) 亦 可 推 得 


本 定理 的 结论 . 若 太公 全 fg 号 8， 或 名 总 fg 的 g, 则 与 定理 
a 5D + 


2.6 的 证 明 类 似 可 知 ， 对 《f。) 的 任 一 子 列 《 疡 *)， 存 在 其 子 列 
Cf, ,) ,使得 同时 有 后 全 fgo 7 ,2 的 Ff 故 有 1im ptf ~ 


fi) =0。 因 此 最 终 有 lim plf, 一 fi)= 


2.8 系 设 f,，f 为 可 积 可 测 函 数 ， 则 下 列 二 条 件 等 价 
《ty ptlfs — fF- 
(2) ff Sf, Het|f, -rid | fl) 


证 (2) 字 (1)。 设 02) 成 并 。 在 定理 2.7 中 令 gs= |fn1 ,= 
ff|， 妇 得 (1)。 现 证 (1) 字 (2)。 设 p1f -D0, 对 尾 给 2 这 0， 
令 4; = 二 [[f, ~ 了 | 法 e]， 则 有 - 


co Ne fl < fl. 
故 有 - 上 a -! 
lim exCAs ys limp(lf, ~f1)= 
这 天 明 玫 专 有 此 外 ,我们 有 
[fs -1 所 |f, ~ f|， 


ltlfn ly -tf Af 10 0) 
(1) 二 {2) 得 证 。 - 
定理 2.7 的 进一步 推广 型 习题 2.9。 
习题 


| 设 六 ， hrs Bns hs gEY, hn EE 0 Ee» 


?BT 又 设 jf,< 或 人 上 攻 ,gr 中 8g 或 gn 避 89hnm 二 或 


Gi. 如 果 hh,g, 有 nn ,都 可 积 , 有 Lu "HAE Lau 
可 积 ， 和 县 有 lim 区 下 ) 有 (提示 不 妨 设 f, Tf, gg, 


。53 » 


| 2 


站 


PE 


加 全 5h。 分别 对 扣 一 如 及 g。 -六 应 用 Fatou 引 理 )。 
2.10 如果 在 2:9 中 进一步 有 抽 <<o<g,, 则 有 lim pC(1f, 一 


AD = 0 提示 ， 对 | 六 一 了 | 志 gs 一 +g 一 上 应 用 定理 2,.7)。 


-2.11 设 (f,) 为 一 可 测 画 数 列 。 < 
. 下 一 二 n 二 1 


<<co， 则 这 a.e. .有 意义 ， Sr. 的 积分 存在 ， 且 有 


(37)- Ped. 


§ 3 不定 积 分 与 符号 测度 


本 节 主 要 内 容 有 ， 符 号 测度 的 Jordan-Hahn 分 解 ， 渊 度 的 
色 对 连续 性 及 吞 民 性, 测 庆 的 Lehesglte 芬 解 及 Fadon Nikodym 
定理 ， 

设 69,. 多 ,为 一 测度 空间 。 我 们 用 儿 ( 相 应 了 地, 多) 表示 吕 

上 多 一 可 测 的 实 值 ( 补 应 地 ， 数 值 ) 冰 数 全 体 , + 及 多 + 则 表示 

如 及 狐 中 的 非 负 钞 数 。 

3.1 引 理 设 jE 儿 ， 且 了 的 积分 存在 。 今 

A) =u(f1n), AEF. (3.1) 

加 zt 起 汶 匀 上 的 o- 可 加 集 函 数 ， 即 有 | 


A, €E Fs A An = or 之 "4 


《3 ,27 
址 处， 今 | 
"ORI, » -0A) = 者 直 7， AEF (3.3) . 


sa $1 : 


由 四 


则 ?47 为 (全 地 ) 土 的 调度 ， 其 中 之 一 为 有 限 测度 ， 且 有 v= 
y+ —p 和 - i 

证 A 中 和 训 (3 2) 所 定义 ， 由 系 宇 半生 放下 9- 汶 E 
上 的 锅 度 .四 于 的 贾 分 存在 ,我 们 有 freoe 成 2TfBycco。 

于 基 一 入 这 8 卫 有 种 基 ， 县 为 ”上 的 可 加 公国 数 显然 
有 r=v1-v 。 证 毕 。 和 

.3.2 定义 ， 设 (92， 9 为 一 可 测 窒 间 ， 为 纪 上 的 一 o 可 
加 集 画 数 ( 妇 7 作对 一 切 LE 也 育 定 叉 且 (3， 2) 成 并 )， 则 称 % 为 
持 号 测 产 1 

- 谍 ( 侣 ， 为 -调度 间 则 。 没 fe 宁 忆 7 的 积分 不 别 
由 (3. 9) 定 义 的 符号 测度 .ov. 称 为 1 关于 KR 的 不 害 积 分 、 并 记 鸭 y= 
fu, 

3.3 注 设 y 为 (8 ， 多 ) 上 的 一 符 导 测度 、 则 或 者 - co 所 
HA)<ooltVYAEZ), 或 者 -co<p(d)<<oo(VA4E97)。 事实 上 ， 
和 如果 不 这 样 ， 则 存在 AE 小 ，BE 沪 ,使 vy(A)= +c0, ww(B)= 
- co, 我们 有 AU B= (A\B)+ B= (B\4) +4， 依 假 定 ， 有 

rCAU BY =v(A\B) + rv(B). 
veAl BY 2v(B\A) Fr(A), 
为 了 使 第 一 个 等 式 右边 有 义 ， 必 有 领 有 ?2(4B)<co 。 为 了 使 第 
二 个 等 式 右 边 有 意义 ， 必 须 有 (BAd4)>> -oo .这 时 分 别 此 两 个 等 
式 得 vCAU B}= co，pzyfdUB) ~ cor 这 导致 子 拓 。 此 外 ， 公有 
vB)= 0, 

由 引 理 3.1 知 ， 不 定 积分 这 一 特殊 的 符号 测度 可 以 表示 为 霄 
个 测度 之 差 ， 且 其 中 之 一 为 有 限 抽 度 。 下 一 定理 表明 ， 这 一 结论 
对 一 切 箱 号 测度 成 立 。 

3.4 定理 (Jordan-Hahn 分 妊 定 理 ) 设 了 汶 【《 吕 ， 罗 ) 上. 附 
一 符 导 测度 。 对 AE ， 令 

vi(A)= sup{r(B); BTA, BE }, 


各 BS 


UP 


vy (Ad)= sup{ -vtB): BCA, BES}, (3.4) 
则 ?+ 及 1 为 测度 ， 其 中 之 一 为 有 限 测 度 ， 且 有 ?= 好 一 呈 7。 此 
让， 福 在 DE 人 天 ,使 得 

p+ A = CANDY, vd) = -vAND')., (3.5) 

证 不 妨 设 v(A} > — co, EF , 令 vt,y 如 (3,4) 定 义 。 
首先 ， 我 们 证 明 存 在 PDE 灾 ， 使 得 

AEZF ,ACD>r(Ad)0, CC 万 -全 Pd EO. 《3.62 
为 此 ， 令 - + 

B={BEF,: v+(B) = 0}, 

即 名 = {BE ， YCCB,， CE ， 有 有 v(C0) 志 0}。 易 见 妇 对 可 列 
并 运算 封闭 。 此 甸 ， 设 吾 上 组 ，GE 演 ，GCHE， 则 GE 过 今 
BE 这 ,1 之 1， 售 


limy(B,)= inf {7(B):B EB} LP, 
则 有 册 BE. 鹤 ， 且 有 
p<»( U B, )=vB.) +y (U B\B.) <r(Bn), | 


小 v (UB. )=6, 令 D=(UB,.) ,ND' Er(D)=8 


于 是 由 雾 的 定义 知 (3.6) 的 第 二 个 蕴 合 关系 成 立 。 
“四 证 (3.6) 的 第 一 个 效仿 关系 成 立 。 我 们 用 反 证 法 。 假 定 存 
在 446. 多， ACD, 使 v4)<0, 我 们 渐 言 ， 必 有 2+(4) >0。 事 实 
上 ， 车 v7?(A)=0，, 则 AE 女 , 故 4+D'E 委 , 但 有 ?(A+D')= 
7(4) + vtD Vv(D')=， 这 与 章 定 义 了 矛盾 。 因 此 必须 有 
p+(4) >0。 由 z+ 的 定义 知 ， 寄 在 4, EF ， 41 记 如 ， 司 得 
VAD AAND>0 


* 6 


这 时 ， 人 41CD 7(AAAD=2(04) -MD<0， 因 此 由 上 所 证 
知 ?+(44D)>0。 依 归纳 法 ， 存 在 A, EF ，41 全 D ，n 之 1， 使 


得 ACA\ TA, 且 有 


(4 二 了 (人 A\ $4 )AD)>0. .7 
由 于 244)<0， 且 有 


v4)=7( AN S$ )* ras) C3.8) 
族 >vC4o)<o， 特别 有 1im v04)=0. G7) 和 
limv*( AAS ) 和 1= 0， 
从 而 有 sa (A )=0. mr (A\ D4 )< 
»*( A >a )， xn 之 1, 放 有 v*( 4 之 4 ) = 0 因此 ,由 前 面 
记 证 ， 必 须 有 +( A 之 4 )=d( 本 | A\ 之 4 )>0). 


这 样 一 来 ， 由 (3.8) 知 v4) >0, 这 与 假定 2(4)<0 蔬 盾 ， 央 比 ， 
.和 ， 


EM 相生 jiu， 


(3.6) 的 第 一 个 盏 合 天 系 成立。 . ， | 

现在 证 明定 殖 的 续 沦 。 设 4E 多， BE BC 4 则 - 

vBY HICHA BI ND) = vy(AN DIU B) 
=y(AND) +v (BND’Y 

故 由 (3. 人 多 知 v(B) 志 v4AND)， 从 而 有 2+(C4) = vt4AND) 。 同 理 
可 证 v-C4) = 一 vAND')。 因 此 ,vt+ 及 v7 为 ( 昌 ,. 严 ) 上 的 测度 ， 
且 ? C8)= -4D <<So， 此 外 有 Y= 个 一 让， 定理 证 毕 ， 
3,5 注 (1) 我 们 称 7 的 分解?=t+- 和 为 了 的 Jordan 分 
解 ，?*+ 及 wv" 分 别称 为 zz 的 正 部 及 负 部 ， 称 品 的 分 解 只 = 了 + 万 
为 ?的 Hahn 分 解 。 于 aha 分 解 不 一 定 唯一 。 

《29 令 11 =2+27 称 | 叶 为 7 的 变 吾 (调度 ), 称 ly1(2) 为 ? 
的 全 变 医 记 海 lylvar。 若 | [为 o- 前 限 测度 ， 则 称 上 为 w~ 有 
限 符 号 测度 。 

(3) 设 FE 多， 车 了 关于 寺 及 2 的 积分 存在 ， 且 vw*(f) 一 
v-(f) 有 意义 ， 则 称 f 关 于 zv 的 积分 存在 。 并 令 v+(f) 一 v7(7) = 
ps(f)， 称 v( 让 为 了 美 于 zz 的 积分 ， 这 时 ， 可 以 证 明 ; YAE 多 ， 
y+(fIs) -2 FT 有 意义 ， 且 定义 了 多 上 上 的 一 符号 测度 ,我 们 称 
之 为 了 关于 ?的 不 定 积分 ， 记 为 >, 若 妨 六 为 实 值 ， 则 称 了 关 
于 ? 可 积 ， 这 时 了.# 为 一 实 值 符号 测度 。 

3.6 命题 设 2 为 (8， 闻 ) 上 的 符号 测 诬 ， 则 ?在 上 达到 
其 上 、 下 界 。 确 切 地 说 ， 设 昌 = 吕 + D" 为 其 Hahn 分 解 ， 则 

vtDY= sup{vt BY:BEF}, 
DY)= inf{r(B):B EA}, .7 (3.9) 
特别 ， 实 值 符号 测度 必 为 有 界 符号 测度 。 四 
证 设 BE 多， 则 由 定理 3.4 知 
vBY=y™(B) -YT (BEP HB) EVD) = 以 也 入 
vB) = y+BY -J-B)E BV) = (DD'). 
由 此 推 得 (3,9)， 证 毕 。.… 


* BH 。 
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EE 
“$8.7 定 广 设 y1，»， 为 (2， 上 前 疝 个 符 导 六 度 ; 1 ，]， 
|ya| 为 其 变 差 称 ?， 关 当 ?: 绝 对 可 继 ( 记 为 ， sy 是 指 下 述 
殖 依 关 每 成 立 
.AEF, (ile) = 0 17 14) = 0 3， 10) 

如 果 Vi 人 ws 有 v2 区， 则 称 4 与 be 等 价 ， 记 为 wy 称 vi 
与 vy 煌 二 窜 异 ( 记 为 y 上 》 是 指 存 在 入 E29， 使 得 1v11 (CN:) 
=0, |?fl(N) = 0， | i . 

设 福光 (98 并) 上 的 一 一 符号 测度 ， 若 NE 到 ， 俩 得 jy| (NE 二 
0， 则 称 N 为 的 支 择 。 一 般 说 来 ， 支 返 并 非 唯一 确定 。 

由 上 述 定 义 知 ， v1 7 zc 六 凡 Va 的 支撑 几 为 ?4 的 支撑 ; 和 1 
-Lys 寺 >y| 与 ys 有 不 相交 的 支撑 。  … 

3.8 注 (1 由 (3。. 4) 易 知 ，(3， 10) 等 价 于 如 下 条 件 ， 

ER 有 0 (8,1) 

(2) 设 ?As 及 LTya， 出 "10( 即 对 一 切 4EF， 有 
v1《4)= 0)。 此 四 ， 恒 有 v4 0. 

《3) 设 ? 为 一 符号 测度 ， FE .多 ， 符 7 关 于 ?的 分 和 在 则 
了 ?< 全 可 
3.9 引 理 设 (2， 2 ， ) 为 一 测度 空间 ， 8 为 一 _ 非 负 可 测 函 
数 , 令 天 表示 关于 绚 疏 定名 《从 而 大 上 为 一 渊 度 ), 设 gE 
多 。 则 8 关于 有 gp 的 积分 秦 在 > 当 且 仅 当 4 关于 的 积分 存在 ， 
并 且 在 积分 存在 情形 下 ; 有 如 下 等 式 

| gah. = | ghdp VAEH,. {3.12) 

证 首先 设 & 为 非 负 简单 函数 ， 则 由 #4 的 定义 知 (3.12) 

成立 。 于 是 由 积分 的 单调 收敛 定理 知 ， 于 一 切 SEL+ » 3. 12) 


成 立 。 由 此 立刻 推 得 引 理 的 结论 。 
下 一 定理 表明 。 任 一 o- 有 限 符号 测度 ， 总 可 以 唯一 地 分 解 


=。 BO ， 


hike ei dp op ee ri midi te dE 


为 关于 另 一 o- 有 限 符号 测度 上 的 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 之 和 和， 
3.10 定 捏 (Lebesgue 分 解 ) 设 4 与 y 为 (8， 多 ) 上 的 两 个 
c- 有 限 符号 测度 ， 则 ，” .有 如 下 唯一 ~ 分解， 
y= ty 3.13) 
其 中 >: Jp， ?oo 信 上。 此 外 ，y。 及 vw。 均 为 o~ 有 限 的 ， 并 且 存 在 
gE, 使 8 关于 |g| 欧 积分 存在 , 且 v。 为 8g 关于 上 的 不 定 积分 ， 
证 首先 不 妨 假 定 & 为 测度 (否则 以 Ip] 代替), 且 pn(8)>0， 


这 寺 册 4 的 o- 有 限 性 知 ， 存 在 2 的 一 个 可 数 划 分 = 六 4， 使 
得 4 E 多， 0<K4)<ca， Yayl 令 “ 
有 = Dr 9" Br y 一 了 dm 


则 和 处 处 严 客 正 , 且 (后 =1. 令 六 = 抽 jps 刚 忆 为 测度 , 且 和 KB) = 
1. 由 于 g 与 上 等 价 ， 故 由 引 理 83,9 知 ， 可 以 中 代 夫 二 来 证 明定 理 
的 结论 。 因 此 ， 不 妨 设 为 有 限 测度 。 

下 硬 先 俱 定 ， 也 为 有 限 测度 。 令 


2 = {eZ VAEF J nent} 
设 站 1 hs EE k= hi Vs, 则 
| en -| du + | he dy 


yANCAL RI Fy CANTE LR) = vd), 
这 表明 .xz 对 有 有 限 上 端 运算 封 闲 。 现 说 和, 5， 所 人 g， 使 得 


| g du = sup{ | dps hE€}, 
则 由 积分 单调 收敛 定理 易 知 gEF， 令 
vA)=7(Ad)- |g dt ACE, 


"60 * 


a lat ir. ches 4 br hh .de ht i “ 


A 


” 则 v: 为 一 有 限 测度 。 往 证 ?,.Lp。 令 8= D, +D: 为 符号 测度 


?二 的 Haha 分 解 ， 则 对 一 切 4E 史 ， 


vAND) mdnDo) = | For dp 
于 是 YAEZF 有 : : 

[grr dd | g dnt vAND 2A), 
这 表明 g+n !Io, GE 入。 但 只 一 方面 (8) = sup{p(h)， he}, 
故 必须 有 (Ds)=0。 令 N= UD. ， 则 gCN) =0。 紫 外 我 们 有 


(注意 (> -二 CD <0) 


ye N°) Sv (D: yr AD Srp) -m0 (ec 
这 表明 7 -上 pe 令 
yA) = 人 gw 
网 pA( 见 定理 1,.6(3)) 。 此 外 ， 由 于 g 为 -可 积 的 ， [二 
取 为 实 值 可 测 范 数 。 
现 设 y 为 o- 有 限 符号 测度 ， 为 证 定理 结论 ,不 妨 假定 2 汐 om 
有 限 测 度 (否则 分 别 考 虚 v+ 及 v7) 。 取 上 8 的 一 个 可 数 划分 品 = 


> 4, ,使 得 du ,Cds)<o0,n 之 1 。 令 1"(4)=v(4AN4,)， 


则 人 每 个 ” 为 有 限 测 论 ， 放 由 上 所 证 ， v" 有 如 下 分 解 

"= ty 1 
其 中 vy zs gj; 且 存 在 实 值 非 负 可 浏 阻 数 8g"， 使 得 2 = pn 
显然 ， 我 们 可 取 g 在 4 汶 0， 令 


py = Pv’, po = sv! g= D8) 
中 本 二 


LH a ei i i i 


其 有 ?5 8 yk Vo =8.ky 有 
P= + y., 
最 后 ,，? 的 分 解 (3.13) 唯 一 性 容易 由 注 3.8(2) 看 出 ， 定 理 证 毕 ， 

设 为 一 渊 度 ，? 为 某 FE 多 关于 产 的 不 定 积分 ， 出 * 关于 
站 绝对 连续 ( 抑 往 3.82)。 下 一 定理 表明 ， 若 # 为 o- 有 淄 测 度 , 则 
北 命 题 成 立 。 

3.1] 定理 (Radon-Nikodyrm 定理 }， 设 (如,， 祈 ) 为 一 可 测 
空间 ，k 为 一 0 有 限 测 度 ， 2 为 一 符号 测度 (不 必 为 号 有 限 )。， 如 
果 ?” 关 于 “绝对 连续 ， 则 存在 一 关于 gp 积分 存在 的 可 测 函 数 &， 
使 得 v=g,&. 此 外 ，8 在 jr- 等 价 意义 下 是 玲 一 的 ( 称 g1， 8g: 为 jr 
等 价 的 ， 训 果 jC([gi 志 gs]) = 0)， 为 要 gg 为 ja,2, 有 限 ， 必须 日 - 
只 需 + 为 co- 有 限 的 。 

证 车 v 为 or- 有 限 符号 测度 ， 则 由 定理 3. 10 立刻 推 得 本 定 
理 铺 论 ) 因 为 这 时 由 注 3.8.(2) 知 (3.13)? 中 的 7, =0)。 为 证 定理 ， 

不妨 设 上 2 为 测 诬 (否则 分 别 考 虑 y+ 及 小 )， 且 VC(8)= ceo。 此 外 由 
# 的 or 有 限 性 及 引 理 3.9 知 ， 不 切 假 定 4 为 有 限 测度 ( 参 看 定理 
3.10 证 明 韵 开头 部 分 ), 令 
P= {CEY, pyC) oo) 
显然 多 对 有 限 并 运算 莉 闭 。 对 于 存在 上 E 儿 CC， 使 得 
uC)= supfaCG)。 GES}. ” (3.14) 
令 . 
y’ (BY=r(BIC), BEF 
(BY=y(BNC), BEF 
网 v 为 o- 有 限 测 度 ， 且 yw < 专 1， 故 雁 在 非 负 实 值 可 济 函 数 8g'， 
| 使 得 v ~g .HH， 男 一 方面 ， 由 多 的 害 义 及 (3.14) 知 
. XBNCOY OBNC')= oo 
因此 ， 若 令 8= (+co)Jet 出 v=g? ,Wy 于 是 , 邻 g=8’ +8 
则 z=g,&; 定 理 的 其 余 结 论 显然 。 证 毕 。 


“862 。 


3.12 注 今后 我 们 用 -4 演示 定 蔡 3.11 中 的 函 数 g( 它 


是 在 fr- 等 价 意义 下 唯一 确定 的 )， 浒 称 -92 为 y 关于 的 Rado- 


Nikodym 导数 ， 
3.18 定理 设 (8, .FF ,jp) 为 一 0 有 限 测度 空间 ，? 为 多 上 
光一 符号 测度 ， 且 yp。 令 gE 名 ， 则 gg 关于 2 积分 存在 ， 当 且 


仅 当 & -3 关于 积分 存在 ， 并 且 这 时 有 


| gdy= | 人 je 到 用 EE 。 (3.15) 


证 设 Y 为 测度 ， 则 定理 的 结论 由 引 理 3.9 推 得 。 现 设 "为 


设 g 关于 +z 积分 存在 ， a 积分 存在 ， 目 y+fg)》 一 
2 《8 有 意 祥 。 二 是 gd 及 g 中 dn 3 关于 积分 存在 ， 且 有 


v+(g)= | 人 dp 7 《8) = De de 


vt{g) = Gi 人 av- fe dy par 
v (8) = je dy- Ja f(a av- ja 


由 于 vi(g}) 一 yp (8) 有 意义 ; 则 必须 有 jth+)<<oc 或 ai )< co 请 
读者 自行 验证 这 一 事实 ) 。 因 此 关于 g 积 分 存 在 ， 且 ph) = 


"63 +» 


pe Hp EE, ripe i- i bt Fe sti ep Pa hd Te EE 4 me “ 


yg) -Vv (8)=pCg)。 对 gI4 应 用 这 一 结果 即 得 (3.15)。 反 之 ， 
设 记 关于 积分 存在 ， 而 pt)<Zoo 或 pth")< 之 oo， 由 此 可 推 因 
8 关于 vt+ 及 v" 积分 存在 ， v1《g) ~v~(g) 有 意义 ( 即 &8 关于 v 可 
积 )， 且 vig) = ph)。 对 gI4 应 用 这 一 结果 即 得 (3,15)， 证 毕 。 

3.14 定理 设 (8，. 多 ) 为 一 可 测 空间 ，pg 及 Y 为 多 上 的 两 
个 o- 有 限 测 度 ，q 党 .多 上 的 一 符 呈 测度。 如果 p< 攻 y，v< 区 pn， 则 
仙剑 县 有 


dp dp Cd 
dn dy an ss 一 站 ¢。 C3.186) 
证 ,显然 有 gg 安 ph， 破 由 定理 3.13， 对 WA4E2Y， 有 : 
dp 人 4d dm _T dp 
id to =], dn 
于 是 由 系 1.9, its 16) 成 立 。 


习题 

3.15 设 ， 为 一 符 导 测度 ， 中 = D+ DF 为 其 Hahn 分解 。 令 
天 = 了 p 一 了 pc。 天 志 关 于 191 及 ?的 积 分 存在 ， 瑟 ? = 六 |?|， ?| 
二 肯 ， 下。 呈 

3.16 设 y 为 一 符号 测度 ， 了 关于 # 了 的 积分 存在 { 见 注 3.5， 
C3))。 则 对 一 切 AE FF，fI4 关于 ? 的 积分 存在 ， 且 汉 -epCFT) 
定义 了 .多 上 的 一 符号 测度 。 

3,17 设 v 及 4 为 两 个 符号 测度 ; 关于， 的 积分 存在 ， 若 
+ 守 g( 相 应 地 vv 上 所 ， 则 fy 和 所 相应 地 f。 ?二 有 。 

3.18 试 证 注 3.8.(1)。 

3.19 设 (8， 多 ， 上 为 一 测度 室 间 ，y 为 多 上 的 一 有 限 符 
号 测度 。 则 下 列 二 断言 等 价 ， 

C1) vg 四 

(2) 了 ED0， 人 20， 使 得 | AE ， p(t) |v] (4) 
< - . .- - . ' 


” 64 “。 


1 a 


3.20 举例 说 明 在 定理 3.11 中 关于 的 o- 有 限 性 假定 不 能 
去 掉 ( 提 示 。 邻 只 =FE0，]1， 多 ={4C[0 1]: 4 或 45 为 苗 包 
可 数 集 1，AC47 = 4 中 元 素 个 数 ， (4)=0 或 1 视 4 为 至 多 可 数 
或 非 可 数 而 定 ). 

3,21 设 g 及 YY 为 两 个 o~- 有 限 浏 度 。 出 要 使 rp 必须 且 
只 需 存 在 可 浏 六 数 g: 0<8(oO) 扫 cc， VYwmfE8， 使 得 v=g，p。 

3.22 设 六 及 As 为 可 测 空间 (28，. 多 ) 上 的 两 个 有 了 眼 符 号 测 
度 。 令 : 
Ri Via = RIt Ha — pT Ri/ANHs = R11— CR ~ ha) ts 
试 证 As Vs 为 满足 v 之 pi 且 ?Y 之 ks 的 最 小 符号 测度 yk 八 二 ， 
海 潢 足 Vp 有 ys 的 最 大 符号 测度 7y。 | 

3.23 设 & 为 (8 ， 多 ) 上 的 一 符号 测度 ， 则 有 上 gl,。: 专 
2sup]jk《4)|。 老 p(8)=0， 则 为 有 限 符号 测度 , 且 有 fs, = 


2sup| ptA}|。, 
AEF | 


3.24 设 了 2， 多 ) 表 示 吕 上 多 ~ 可 测 有 界 阔 数 全 体 ， 
区 (只 ,有 ) 示 未 (2 多 ) 上 上 有限 符号 测度 全 性 。 对 f€ :BQ, .多 
邻 上 |= suplf(6)1， 


《1) B(Q，, ) 按 范 数 | | 为 一 Banach 空间 (完备 赋 范 线性 
空间 》. 

(2) 设 jEMGR， 灾 )， 令 (1) = nt 办 ， FE BQ, 多 ), 则 
为 在 (2，. 多 ) 上 的 -- 有 界线 性 泛 函 , 且 有 I,|| = all (提示 
设 昌 =DD+ D5 为 上 的 ahn 分解， 令 了 = Io 一 In*, 考 虑 (站,)， 

. (3) 设 上 为 BCR， 名 } 上 的 一 有 界线 竹 泛 醋 ， 令 Ed4) = 
(TD 4EY， 则 AGE 用 (多 )， 且 二 = 了 。 

(4) 哮 (8，. 多 ) 按 范 数 | 1 为 一 Banach 空间 . 


$4 函数 空间 


设 (2，. 多 ， 站 为 一 测度 空间 。 对 任 一 和 :0<b<coy 我 们 令 

LQ, ZF, WfEL OD, F): pF) .DD 
其 中 和 多 (8 多) 者 示 吕 上 多 可 测 实 值 潮 数 全 体 , 设 f，gE 儿 
( 品 ， 多 )， 如 果 =E pn-a。e.， 称 fF 与 8g 关于 & 等 价 ， 今后 ,我 
们 将 上 ? 中 a。e。 相 等 的 两 个 元 不 加 区 别 ， 即 把 工 * 悦 为 按 po 千 
价 关 系 所 作 的 高 空间 ， 令 


fl = pc Fl) (4,2) 
我 们 将 证 明 :; 对 p 宇 1，《I? ,| 1) 为 一 索 备 绒 范 空间 CW Banach 
空间 )。 
首先 ， 我 们 将 建立 空间 L? 的 一 些 基本 不 等 式 ， 为 此 ， 我 们 
需要 如 下 引 理 ， 其 证 明 可 在 任何 一 本 数学 分 析 书 中 找到 。 


.1 引 理 设 a， 5 为 实数 ， r >0, 1< ps fo0, 有 + 


| 
-一 二 1 | 
了 则 有 
latBbi'Smaxtl, 2° (Clael’+ |5|’y td, 3) 
fa) < rb st .4) 


#4.2 定理 设 户 fFEL(V, FY), r>0, 1l<p, gw, 且 . 


1 -上 2 

p+ “1s 之 1。 则 有 : 
eC|lf+gl DC Fl" + 1gl')-. (4.5) 
ptfel)e lfelels. (4.6) 
if+gll, Sl + ligll, (4,.7) 


其 中 C= maxzf1，27 1)。 
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he tort -beh EE .SP Pte cto nh Pepe hi 


证 《4,5)? 可 直 反 从 (4.3) 推 得 . 现 证 4.6 ,不妨 设 | 有 wee， 
lgl<ee， 令 gq= 了 fp， = g/glls， 则 由 (4,4) 得 
ei) < ol) + = + 1 
此 到 (4.6). 
最 后 证 明 (4.7)。 不 妨 设 jgEL:， 由 (4,5) 知 f+gEL’,. 
且 当 s=1 时 (4,.7) 成 立 。 现 设 *>1， 我 们 有 - 
人 站 十 县 | 本 Ii|lf+rgellf+el:™ dg 
<Ilfilft+el’ datjlesllf+el’ du, 


令 5 这 1， 使 + 1， 对 上 一 不 等 式 右 端 应 用 (4.6) 得 ( 注 


意 sts 一 1)=s) 
tif +el dxf Cf +gl dn sr 


+lelle CTlf+ el da) 
由 此 立 得 (4,7)。 证 毕 。 

4.3 注 我 们 分 别称 (4.5)、(4.6? 及 (4.7) 为 二 不 等 式 、 
Halder 不等式 及 Minkowski 不 等 式 。 对 了 =g=2 情形 ,(4.6) 
亦 称 为 Schwarz 不 等 式 。 如果 是 概率 测度 ， 我 们 还 有 J ensen 
不 等 式 ( 见 习题 4,17)。 

4.4 定义 设 f, EL"， 4 这 1; 了 EL',?>0, 如 果 nt|f, -fF1") 
0，n 王 oo, 则 称 户 『 了 次 平均 收效 于 丰 或 简称 思 工 一 收 化 于 fF)， 
记 为 ff. z 

显然 ， 工 一 收 伍 的 极限 是 唯一 确定 的 (在 je- 等 价 意义 下 ) ， 

. 峙 并， 工 一 收敛 荔 合 依 测 度 收 仑 。 事实 上 、 设 a 汪 0， 则 


nf ~ fl2e) = fe fle) < pif 1). 


4.5 引 理 设 ff EL yn 全 1，7 祈 0， 则 为 要 5' 收 襄 于 基 
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be i i 


ee es Ee i 


.县 =- 山 


let 


FEE"， 必 须 目 只 需 (f) 为 工 收 化 的 基本 列 。 


证 ”必要 性 ， 设 -二 >f， 则 由 (4,3) 得 
Ff foal Cf -fl [ff 
放 有 1im nC]fs ful') =0， 往 证 充分 性 。 设 ( 疡 ?为 工 一 收 伍 基 


本 列 ， 则 易 知 f, 为 依 测 度 收 合 的 基本 列 ， 故 存在 FE 纪 ， 使 记 


一 (第 二 章 习 题 8.10)。 于 是 由 Fatou 引 理 知 
/ plfa FI) lim plfn ~ fal") 


从 而 有 1imp(lfs -了 1 ) = 0， 显 然 有 jEI"。 证 毕 ， 


4.6 定理 设 D 汪 1， 则 (tL?，|] 1 为 一 Baaach 空间 。 

证 首先 ， 由 定理 1.6.《6) 知 ,|f|。p= 043f= 0,4.e sy 此 外 ， 
对 任 一 实数 x， 有 ljafl|, = lel llfl,; 故 由 C4,7) 知 | i 为 LK* 上 的 
一 范 数 。 习 由 引 理 4.5 知 , (IL?, 上 上 2 为 一 完备 赋 范 空间 .证 毕 ， 

下 面 我 们 研究 空间 L?(8，F，j) 萄 可 分 性 ， 为 此 ， 先 证 明 
一 个 引 理 。 

4.7 引 理 令 9 人 8, 和 多) 表示 只 上 的 炙 可 测 简 单 画 数 全 体 ， 
设 bp 之 1， 则 色 ( 员 ， .多 门 工 7( 呈 多 0 在 工 《 58 多， 避 中 稿 密 。 

证 设 FEE78， 多 ， 自 ， 则 由 第 二 章 定理 1,8 知 ， 存在 

EI FF)，|fr| 所 |f|， 使 得 lim f+=f。 于 是 fs EL?， 


且 1f: 一 了 1? 寺 2?1f1?， 故 由 控制 收 全 定理 知 所 | 六 一 开 洒 一 小 
(n>co)。 证 毕 。 
#.8 定义 设 (23， 多 ,站 为 一 测度 空间 - 称 多 关于 4 可 分 
如 果 存 在 口上 的 一 可 分 or- 代数 Fs 合 得 FC CIS 这 
里 多 ? 表示 多 。 关 于 & 的 完备 化 。 
4.9 定理 设 (Q， 多 ， 4 为 一 测度 空间 ,k 为 0- 有 限 测度 ， 
则 下 列 断 言 等 价 ， 3 
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1》 多 为 -可 他 3 

(2)》 对 一 切 3 尖 1，Z(8，. 儿 ， 站 为 可 务 Banach 空间 ; 

《3) 存在 某 zzT 全 工 !( 吕 ，. 多 ， 办 为 可 分 Banach 空间 。 

证 1) 汉 (2)。 设 多 罗 凡 可 分 ， 令 多 济 员 上 的 一 可 分 
代数 ， 使 得 多 和 多 志 罗 1。 我 们 再 以 根 征 存在 吕 的 一 的 可 


数 划 分 ， 0= 4,, 使 得 4， 所 多 oo n= 1， 卫 y 


由 第 一 章 习 题 2.13 知 ， 存 在 一 代数 多 它 开 ，， 其 元 素 个 数 芭 多 
可 数 ， 使 得 c( 乡 )= 多， = EY, 7 和 1 全 


| Ya,, BE ,a, 为 有 理 数 ， 
2 
出 第 一 章 习 是 3.10 知 ， 对 一 切 p>1; 在 (8, )NNL?t9， 
多 ,A) 中 按 I? 范 数 稠密 ,从 而 由 引 理 4.7 知 , 因 在 KL?(8, ,1) 
璋 下 只 需 证 (3) 壤 (1)。 设 对 某 个 21，L?C8， 灾 ，p) 为 可 
分 ， 则 存在 L* 的 一 可 数 筒子 集 . 称 。 令 多。=a(. 头 ) ( 即 天, 为 
使 xi 中 元 素 为 可 济 的 最 小 o~ 代 数 )。 则 显然 ,为 可 分 o- 代 
数 ， 且 多 。c 多 。 现 变 4E. 氏 ， 且 MK)<co， 则 了 EEC 
六 本 于 是 存在 fn€26， 使 fT 特别 有 fT4. 邻 
B, =[ 志 <f,< 字 ]， 则 B, | 和 二 B82， AA cs, 一 | 


之 十 |， 获 有 p(Bs44) 一 >0(n>oo)， 即 15, 上 >T4. 于 是 存在 


子 列 (Br)， 使 Te 和 SI。 令 B= 1im Bo， 则 TIz= Ia.e. 


苑 nuBAA)=0。 由 于 BEFo， 上 成 AE 多 ss。 于 是 我 们 证 骨 了 如 
* 689 ， 


NS 


‘Fl 


Fl aE nile i i 


下 事实 ， 

.AES, nt(A)<ooAE FI, 
但 忧 假 定 ，& 次 0o~ 有限 浏 度 ， 故 最 终 有 . 实 呈 5, 这 表明 .多 为 
~ 可 分 的 。 定 理 证 上 毕 ， 

4.10 注 定理 中 关于 上 为 o~- 有限 的 条 件 不 能 去 控 ， 例 如 ， 
设 吕 =R，. 信 = 吉 (R)， 对 4EF， 令 jp(4) 表 示 A4 中 元 数 个 数 
( 荐 J 傅 无 穴 针 个 元 素 ， 令 jC4)= co0)， 则 工 (8， 守 ,gy) 不 可 
分 (请 读者 证 明 这 一 事实 ). 

作为 定理 4， 9 的 一 个 推论 ， 我 们 有 

4.11 定理 设 ( 员 ，. 舌 ) 为 一 可 测 空间 ,# 为 其 上 的 一 o~- 有 限 
测度 ， 藻 多 为 入 可 分 则 .多 的 任何 子 o- 代 数 也 为 此 可 分 。 

证 设 多 为 多 的 一 子叶 代数 ， 则 工 !(2， 多 ， 有 站 可 视 为 
FE1(8。 多 ， 站 的 子 空间 。 依 假定 ， 多 为 必 可 分 ， 故 由 定理 4.8 
知 工 1 总 ， 2 ， 上 六 可 分 。 加 此 ， 作为 它 的 子 空间 Lit®, YY ， a> 
评 可 分 ， 再 由 定理 4.9 即 知 久 为 广 可 分 。 证 比 。 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 定义 空间 L”(2， 多 ，j)。 

4.12 定义 ” 设 (8， 绒 > 站 为 一 测度 空间 , 令 FE G(Q， 多 )， 
称 上 为 本 质 有 界 的 ,如 果 存 在 非 负 实数 <, 使 得 EC 有 ce) = 0 
“我 们 用 天 (2， 多， 岂 表 示 本 质 有 界 可 测 函 数 全 体 。 设 了 EL” 
人 
f= inf{c>0! RCI>c) =0} 

下 一 定理 的 证 明 是 不 足 道 的 。 

.18 定理 | 1 是 总， 多 ， 上 的 范 数 ， 了 
按 范 数 |】 | 为 一 Banach 空间 ，。 

可 题 

4.44 设 [a， 妇 为 王 的 一 团 区 间 ，F 为 Le， 约 上 的 勒 贝 略 测 
度 ， 试 证 ， 对 任何 如: 1<tp<ecoFe ，8] 上 的 阶梯 函数 全 体 在 
Lr([asyb),n) 中 和 铬 密 。 册 此 进一步 证 明 [a,5] 上 的 连续 函数 金 体 
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在 工 7([z， 引 ，A) 中 稠密 。 
4.15 试 证 ， 简 音 可 测 通 数 全 体 在 2 (2， g, x 中 稠密 。 
飞 提 示 : We 记 0， 将 [一 swj 分 成 有 限 宪 个 其 长 度 小 于 用 


的 区 间 : Lavy Gils vs {Cans qr, 令 ff = 2 a 其 中 


:= f(baos at) As =f as-1s 8]): ki2), 


4.16 工 "([ey 扫 ,和 不 是 可 分 的 。 

4.17(Jensen 不 等 式 ) 说 ( 品 ，. 罗 ， 纺 为 一 梳 率 空间 ， gp 
为 一 连续 四 函数 ( 即 We!: 0<e 扫 1 YX3 和 ER， 四 (ax 十 人 E 一 如 
<op(xz) + (1 一 Og(y))， 叉 设 fEL!'1(Q，F，P)， 则 ql 了 ) 关 
于 了 的 积分 存在 ， 且 有 

PCD EP pO). 

《提示 : 令 or 表示 9 的 右 导 数 ， 则 Vx.yER， 有 
: oD" Cx rEp) ~ pl), 
于 是 有 

gy (CPCOOD CF POAD SE pf) ~ ptPE)) 
两 边关 于 了 积分 即 得 所 证 不 等 式 】) 


4.18 设 (9， 红 ， 也 ) 为 标 率 空间 ，1<b < ccey 则 | 有 


守旧。 此 外 ， 有 有 有 用 一 | 用 (zee)《 提 示 : 利 用 Hlder 不 - 


等 式 及 Jensen 不 等 式 )， 
4.19 试 证 ,|ifgl, 志 |fllsligll,。. 


”4.20CH61der 不等式 的 推广 ) (1) 设 1Cb，% 7<co, 二 + 


本 = 则 有 lfall-<lFilsllel . 


Ei 
(2) 设 1<pis psy Pro 这 2， 且 -+ 


+ 1 。 


ea RE ce EL 


1 
+ 小 -=1， 则 有 


ffalli lf pl Fallp,. 

4.21 设 (2， 天 ， 六 为 一 测度 空间 ， 六 E 开 :站 元 "。 试 证 ， 
f E 工 2 为伍 1， 坦 lim. fl» = 提示 pC 了 1 ?所 内 > 

.22 令 负 汶 (RR, 种 (R}))} 上 的 Lebesgkue 调度 , 设 1 所 pco， 
且 fEL?CR，(R)，4)。 对 每 个 x*ER， 邻 f(t)=f(t x), 试 
证 :xo 靳 RR， 有 . 
limllf:— fxillp= 60, 
半 当 下 


《提示 ， 和 用 4,14) 


$8 空间 L' 的 对 偶 


设 为 一 赋 范 线性 空间 ， 车 ff 为 全 上 一 有 界线 性 泛 消 ， 令 
il= ,Sup | fx} | 


称 [ 央 为 f 的 范 数 。 熟 知 ， 久 上 的 有 界线 仁 泛 函 全 体 按 上 太 范 数 
袍 成 一 Banach 空间 ， 我 们 称 它 为 了 的 对 偶 空 间 ， 记 为 X*, 本 节 
将 研究 工 * (2，F， A 的 对 偶 空 间 Li*(, 有 Ho : 


5.1 定理 设 1<<p，g<o0, 一 -+ 二 1 则 ?9 FD* 


与 工 ! (4，. 实 ， 六 保 范 线性 同 构 ， 其 同 构 庙 射 为 ; 设 gL*(9， 
天， Hys 令 , | | | 
TA =u(f8), FEL?Q, Fr, p) (5.1) 
翰 TiELIOQ， FF， gl 一 Ty 为 LT 了 (8， 下 ，) 到 工 ? (8， 
多 ， 站 * 上 的 一 对 一 瞻 射 ， 且 aly =|Tol。 
证 设 gELi(@，F，K)， 由 Helder 不 等 式 知 (5.1) 证 六 
了 Z*( 员 ，. 多 ， 和 上 的 一 有 界线 性 泛 函 荆 ,， 生 Toi 专 ig|l . 往 证 


* 2 s 


na 


| 下 = Je 不妨 设 |8 >0， 令 
= jel isgnCe), 
其 中 sgn(?) 为 * 的 符号 , 即 sgn(tx) = 了 ews 3 CX) 了 -my0) (x)。 
由 于 (gg 一 1)bp= gq， 故 有 ||f$ = gt， 从 而 
TAf=u (|8|) = |ells= Tallelels 
=|lgllellflls 
这 表明 | 了 Tg| 关 |gll。， 从 而 最 终 有 |To|| = gl, 。 显 然 时 = 了 vs 为 
( 品 ，. 多 ， 提 到 工 ?8， 多 5 中 前 一 对 一 线性 映射 。 剩 下 要 证 
明 它 是 清 射 , 
商 TEL?(N, 小 RY), 欲 证 存在 gg EIB， 0s 后 工 ， 
= 下。 为 此 ， 令 名 = {AE H(A4)< 之 oo}， 对 每 个 4E 容 ， 令 
TA = TD) fELI(R@, Fy) 
则 了 aEL?(Q， 多 ，j)*，. 且 和 Ta 所 上 TI。 令 
pA(B)= TT) =T(Iana), Wa(B)=u(ANB), BEGF, 


则 v4 为 ( 吕 ， 实 } 上 的 一 有 限 符 续 测度 ,日 VJ 才 j4x. 令 g4= 4 
则 显然 有 gal4c 0，a.e.。 下 面 证 gx EL (9 ,AH, 且 To, 
= 人 4。 为 此 ， 令 E,=[lg4a| 志 2] 个 4, 则 E44, 记 有 = gal,,， 
则 hE Lr(8， 名 ，j， 且 对 一 切 fELI8，， 拉 有 
Th (f= wfh, = ul feale = katgafle, ) 
=pyal(fTes} = Taltfle)? = Tanen tf} = Tn Cf} 
这 宸 明 Th = Trs， 于 蚌 有 
i, fhe = TR 1= Taal HT 
由 于 ~>ga， 放 由 Fatonu 引 理 知 |gdlls < 上 Tl， 从 而 g4E LCQ; 
名，K)， 于 是 有 
Tg (f= pC8af) = wat8af)} = va(f) = TAF), 
这 表明 Fei= 了 4， 特别 ， 我 们 有 gd = 上 了 路 。 下 而 我 们 将 证 明 


“" FP 2* 


a mH i 


时 JP 


re 


存在 8EIe(8， 儿 ， 有 四， 使 了 =T。 设 ACB，A，BE, 易 见 
TATsll, 日 gaia= ga a.e. 于 是 可 取 4A, E 多 ， 本 。 +， 使 得 
suplTant = suptllTills AEG}. 7“ 
令 8 limgara,e.， 由 于 ilgjails 专 |TI， 放 由 Fatou 引 理 知 &g 
EL FH), 现 证 T= 工 . 令 B= 人 4。， 出 对 性 何 fEE 
LH, ， Hs 我 们 有 
Tf)= pf8) = lim nfgsr) = lim Ta (f) 

旬 ,为 证 工 , = 了 工 , 只 需 证 明 T(t(fIs:}=0, VfELr(CD, Fs 
我 们 用 反 证 法 。 假定 存在 某 让 ET7(8，. 罗 ， 鼎 ， 使 得 了 (fo 
0. 令 D =| 1f> 寺 jn4c, 则 w(D。)<co， 且 由 控制 收敛 定 


理 知 fIp。 七 >f14*， 放 存在 某 mu， 使 (fros ) 敏 0, 即 Ton, (了 ) 
失 0。 于 是 Iron >0。 令 Cu = 4 UDn ， 则 
Tes hs = |gcs ls = lga, + gon, | 
= heanllit lgon, ls = Tanll? + HTon, 
(这 里 用 到 如 下 事实 ， A, ND = $8an + gono Berl ) 因 此 
有 suplTes |>sapll Tunl, 这 与 (4, ) 的 选取 矛盾 。 证 毕 . 


寺 述 定理 表明 ， 如 果 1<p，4g<oo » tt 我 们 可 


以 将 C2， ， 如 ) 视 为 ?QR， 名 ,pj) 的 对 候 . 下 一 定理 表明 ， 
如 黑海 呈 有限 测度 ， 则 LY(2， 训 ， 由 可 视 为 LB， 多, &) 
的 对 偶 。 

5,2 定理 设 ( 品 ，. 灾 ， 生 为 一 ，- 有 限 测 度 空间 ， 则 工 ! (9， 
多 ， 门 # 与 工 (8，. 多 ， 各 保 范 线性 同 构 ， 其 同 构 瞻 射 为 : 设 


了。 


.4 pd ti 8 A EP de et Ee rE i, 


EL (YF kK)， 令 
To(f) =p(fg), FEL'I(Q, FF， A 
则 了 E 工 -( 虽 到 8 为 一 对 一 满 射 ， 且 |gl。= [Tg 
证 设 &EL”(8， 多 ,站 ， 易 见 TEELLB， 和 sy 上 且 |7s 
志 | 星 。。 要 证 人 = [lg 不妨 设 | 是 ->0。 则 对 wei0c ec 
| gl 我们 有 ACE > 下) 人 0. 给 定 e>0, 取 4CLgI 人 el 
-5], 合 0<u(4)<%， 令 F= Tsga(g)， 则 了 E 工 (8 p), 
且 有 
| 用 = RCIFD = Ad 
Tf = (fa) = aCTsdg) > el ep A _ 
这 表明 IT 之 | gl 一 e， 由 于 s>>0 是 任意 的 , 故 有 IT, 宇 ||gll。， 
了 最终 有 HT,|= gh 
现 设 了 ET (8， 沪 ，J*。 要 证 存在 gEL 8 多， 站 ,使 
T=T. SG = {AEF, nA)Lo), 由 于 假定 “着 5” 有限 的 ， 
圾 在 在 4 多， 使 A, 十 吕 。 令 
vy .CBI= TT np)s ue = CA NB), Be, 


并 令 g。 = -2 ， 则 显然 有 gEL'(8， .9 ,4), 且 对 EEC9， 


多 ，&) 有 

Tantf) = TIT) = vf = mn fg) = plfgn}= Tg Cf), 
由 于 ||g, 上 i» 二 ga 8 a.e.s 避 gEL (tO, F, P)， 
且 有 有 

T(tf)= fe) = Him pdfey) = Hm TE) ID， 

凶 有 了 ,= 了 证 举 ， 

习题 

5.8 设 (@， 站 ， 办 为 一 测度 空间 ， 8 为 一 实 值 上 凡 可 积 重 
数 ， 在 工 ”( 恕 ， 深 ， 上 上 定义 Ty 区 下 : 


- Th 。 


re 


| Tu) = Ifgan. 
ely = sup{ Te CDT sf lss1}. 


S86 Daniell 积 分 


”积分 的 一 个 基本 性 质 是 线性 性 ,因此 积分 可 以 看 作为 工 !(2， 
< 多， 内 上 的 一 个 线性 泛 函 。 这 一 思想 可 以 用 来 给 出 积分 论 的 另 一 

途径 一 一 Daniell 积分 。 
6.1 定义 ” 设 9 为 一 抽象 集合 ， .2 为 中 上 的 一 族 实 值 函数 

”组 成 的 线性 空间 。 如 果 .和 满足 如 下 条 和 件 ， 

FE .5 人 1fEMN，FfATE. 产 (6. 1) 
旭 称 2 为 一 向 量 格 。 | z 
6.2 注 在 上 述 定义 中 ， 条 件 fE.3 坟 1f| EN 等 价 于 下 列 
条 性 之 一 ， . 
j, gE HII NSE NH: (6. 27 
f, gE NI VEN. : (6.3) 
”事实 上 ，| 朋 = 六 0+K- 让 YV0， 故 16.3) 僵 (6.1)。 又 由 于 


fAg= -于 大 上- 用 ， 故 (6.1D) 叶 (6.2)。 最 后 ， 由 于 jVg = 


ft+g-fA 八 8g 故 (6.2) 壤 (6,3)， 
6.3 定义 设 六 为 只 上 前 一 向 量 格 ， 了 工 为 .关上 的 正 线 性 

泛 函 ; 即 f ,gE or BERSI(CF + Pe) = coTCF 十 TI) fE 

J， fF>0 态 IT( 有 ) 守 0。 如 果 了 满足 如 下 人 条件 ; 

EM, fryONI(f)70 6.4) 

或 者 等 价 地 
' fn EK, fr tf EAHAIIN = 1imI(:) 


出 禾 了 沟 ,着 上 的 Daniell 积分 . 
。76 。 


《6. 5》 


站 


站 


6.4 例子 设 0 为 8 上 的 一 代数 ， 4 为 @ 上 的 一 测度 ， 


2 = { Da | i EL, HCA )<oo, i = 1 + ny 
n>1}， 则 op 为 一 向 量 格 。 设 = 了 a,14; 2， 令 


TI( 及 = Baud,) 


再 I 了 海上 的 Daniell 积分 。 

6.5 例 学 设 (2， 罗 ， 站 为 一 测度 空间 ， 今 =， 
FF I= (0f), f EH, 则 汉 为 向 最 铬 ， 了 为 闪 上 的 
Danieli 条 分 ， 

下 面 我 们 将 证 明 ，Danieli 积分 就 是 通常 关于 测度 的 积 好 ，。 
为 此 我 们 上 先 引 进 关 于 记号 。 

8.8 记号 设 . 知 为 如 上 的 一 向 量 糙 ， 令 
Hy= 人 FE 中 
Xt= fs fcEsrr， 使 证人 
GC =ICCR, TocH+} 

§.7 引 理 ”我们 有 : 

{1) EEC sb 0af + ds Etsf Vssf Nge at 

(2) 六 Et, fr tf EHF ， 

(3) 多 对 可 列 并 运算 封闭 ， 对 有 限 交 运算 寿 半 二 

(4) f EKAVIER, [f<<alEGs 

(5) f EMI Va0, Lf > EY 

8) ogo(E) =00F : FE NW). 

证 (1) 及 (C2) 显然 .(3) 由 (1) 及 (2) 推 得 ,下 证 (4)， 设 fE 
zEBR， 刚 (f- ae 和 =f- FE5rr。 伍 

Caf -oATt I , 


+ 17 


i a En 


Mis initio 3 
Et le ts Ba FP i pm ei ee: he ph rH 


故 7 ER, EFSaI EG, 
再 证 (5)。 设 FE MT， 令 记 EM ff tf 则 由 (4) 知 


fel= LLCf, >elEY, 


最 后 ，(6) 容 易 由 (4) 看 出 ， 证 些 。 

6.8 定理 (Daniell-Stone) 设 六 为 如 上 的 一 向 量 格 ,T 为 
6 上 的 一 Daniell 积分 ， 则 存在 .多 全 off : fEW) 上 的 一 测度 
KW， 使 得 3 二 L188， 实 ，p)， 且 对 一 切 f 了 EE 有 IC(OD= wu( 拉 , 
车 进一步 1 2， 则 这 样 的 测度 & 是 叭 一 确定 的， 且 为 有 
限 的 ，: 

.证 我 们 将 证 骨 分 为 三 个 步骤 。 

1°, 对 了 EY, 令 

I*tf)= sup{llI(e) t+ gf/, EE B+}, 
划 易 知 有 如 下 事实 
fn Et frt FIIO = lim1ICf,) 
fgE A a TOPI*Caf tbg) = as(f) + hI*(g) 
f» EH, fot F190f) = 1im Cf,) 
fgE +t, fog Ig), 
此 和 锥 ， 对 EA4， 有 (=I(1). 现 令 
HC) = IHC), CEG 
CAY= inf {OC 1 COA, CECEY, ACQ (6.6) 
《约定 inf $= +co)。 下 证 y 为 人 8 上 的 外 测度 。 


首先 ，je(g) = 0。 此 外 ， 设 C，E EE, 则 IU CnEG， 放 有 


n "(U 小 TCF re)- Frm.e,) z 


#4 FB。 


i Fh -ii 


= DC 
现 设 4.c8，4= 【1 4,， 为 证 (4) 所 这 yp*(4,), 不 妨 设 对 一 


殷 # 有 并 (CA,)<co， 这 时 对 给 定 e>0， 存 在 CE 多,Ci 二 A，， 
使 (CSAC) + 令 C= DC, 则 CE CHA 
县 有 

PODERCO 二 六 pa 人 Cs DcA) +e. 


由 于 。>0 是 任意 的 ， 敬 有 刀 (4) 志 jr (44)， 这 表明 1 记 为 外 


测度 。 

2” 邻 .A 为 1 可 测 集 全 体 , 答 证 多 和 .人 (从 而 有 以 各) 安 
.4 )。 首 先 ,由 第 一 章 引 理 4.5 人知: 

A*={ACD: VOCEE ,OAANO TA NO))}. 因 
才 ， 为 证 备 二 .b+#+， 只 需 证 ， 若 4 CE 客 ， 二 (C)<ce， 则 有 
HO AN COA NC), 《6.7) 

令 外 HWE4 售 g, tTancs 令 有 WH 全 有 + Ic， 则 对 园 定 
A 当 w>cc 了 时 有 

| (hn gt lc g, E+, 
令 所 =Tc-ge， 则 fyIc-Iarc=ITicnce 设 0<e<l1， 令 G， 


=Lf 之 1 一 6; 则 由 引 理 6.7.45) 知 GE 当 ， 县 有 Gs 屋 A 人 CC， 
ff(1-s)Te CCGrU (CANC)。 于 是 我 们 有 


CC AN CI SEG) < 


1 
TI) 


-1 来 _ | 


" TT 


; : EE 1 
ra ha 由 


| 


注意 到 JI(gs) ICTonc)= idnC)， 我 们 有 
OANO Slim A(G) < CC) 
CAN CO)), 
令 Ey10， 得 
lim pe(Gs) = CC) — pANC), 
但 有 局 (4CNnC)<pr(G。)， 故 (6,7) 得 证 ， 


3。 令 & 为 启 到 olB) 上 的 限制 ， 则 为 测度 . 往 证 定理 的 
缚 论 成 立 ， 设 E324， 今 


NI fF, E+, 且 f， tf 我 们 有 


FKP=limm(F)= lm- 二 ZA([ 这 去 


Time) ee), 


这 融 明 #4CIL CB， ，K)， 上 是 对 fE H+， 有 I(f)= 7), 再 
由 线性 性 推 知 对 一 般 fE€ WW， 有 7) = jp 让 。 


最 后 ， 若 16 人 +, 则 存在 f。 E+ 使 1 4 于 是 .> > 地 | 


人， 但 必 [f.>> 士 esiV 1 < 帮 &g 为 


o- 有 限 测 度 。 此 外 ， 设 上 为 一 测度 ， 使 得 
f= I(tF) = v(t) fet - 


+ 8 * 


: :ri tht Fo eee et 
ii i -1 HE Prada pee a re 


则 由 积分 单调 收 训 定理 推 知 !| gCf)=y(f)，WfE22。 特别 ，> 
与 4 在 当 上 一 致 。 由 于 多 是 二 类 ， 利 窒 在 C, EF， 使 Ce 
8，H{C,)<o0; 歼 与 ?在 0t 久 ) 上 一致: 见 第 一 章 引 理 4.6)， 
的 唯一 性 得 证 ，。 定 理 证 毕 ， 
6.9 注 在 定理 中 ， 记 果 不 假定 IE 但 要 求 测度 上 居 
满足 : 
Ed 一 inf {CC COA CES} AEG, (C6, 8) 
则 2 也 是 唯一 确定 的 。 事 实 上 ， 设 另 有 测度 ?y 使 对 一 切 fE 育 有 
I(f) = pk(f)， 且 满足 (6,8) (以 zr 伐 符 问 ， 则 对 VCE 人 名， 令 j 
< .着 +， 1Ic， 我 们 有 
必 C) = limyv(f, =limi(f.)= limp(f a)= nC) 
于 是 由 (6.8) 知 ， ?4 与 & 在 多 上 一 致 、。 
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。 第 四 章 ”乘积 可 测 空间 上 的 测度 
及 Fubini 定理 


§1 乘积 可 浏 空间 


1.1 定义 ” 设 遇 :、, 为 两 个 集合 ， 令 
QL X= (ol O02) 1 WI EQ ws EDs} 
称 如 1 Xs 为 昌 1 与 中。 的 潮 积 。 若 进一步 (1 名 1 由 及 (Rs 久 ,) 
为 两 个 可 测 空 间 ， 我 们 在 吕 , Xx 吕 ， 上 定义 如 下 oc- 代数: 
Fx Fs =0{A xX As AL ETL, 
A, EF ,} 
称 . 多 ,xx 多 :为 本 积 c- 代数， 并 称 (81 Xx 昌 ,， 了 1X 多 ,) 为 梯 
猴 可 测 空 间 .。 . . 


上 述 定义 推广 到 任意 有 很 多 个 可 洞 空间 的 乘积 是 显然 的 ， 下 


画 我 们 将 讨论 一 族 可 测 空 间 的 乘积 。 

1.2 定义 设 人 ai 站 isr 为 一 族 集 合 。 令 只 = U 品 i9 并 令 吕 ! 
表示 了 到 8 中 的 映射 全 体 。 我 们 令 
18, =foecg8craotiER，YicTJ 


1 二 工 


称 [[8, 为 (9i)ier 的 缆 积 。 此 外 ， 对 每 个 ET， 令 


jE 


再; 人》 = wt(i), 和 二， 
Fe 


称 卫 , 为 8; 到 吕 : 上 的 投影 (映射 )。 更 一 般 地 , 设 上 二 SCIT， 


二 和 人 


ee 


令 忆 为 [9 到 [18 上 的 投影 (映射 )， 印 令 
Hstm) = (w(t), 1 ESY, WE Ts， 


这 里 (wi)，iE5) 到 示 I] 9， 中 的 一 个 元 素 ， 它 在 指标 i 外 的 
取 值 为 wi)。 | 
设 (2,， 多 ier 为 一 族 可 测 空间 ， 则 在 1 91 上 定义 一 ~ 
-入 数 如 下 : 
IT 9， = (UH 1 (gr 1))) 


称 了 71 为 生 积 0- 代数 ， 并 称 (9Q; ,II ，) 为 果 积 可 测 空 


间 . 
显然 ， 乘 积 o- 代 数 是 使 每 个 投影 映射 五， 为 可 测 的 最 小 o~ 代 
数 . . 


1.3 定理 设 $*SCI, 则 了 Is 为 (JI9， IT z, ) 到 (II 
YE iEl {Eg 
9;，][ 绑 , ) 上 的 可 测 映 射 。 
f 在 澡 : : : 
证 由 于 多 ;=o(U D191;))( 这 里 开 宕 示 工 
i 丘 号 [时] 1 让 区 
只 ,到 品 ; 上 的 投影 )， 放 由 第 一 章 命 是 1.3 知 ， 只 和 证 5 


(11 )<H. 但 这 由 如 下 等 式 失 和 


五 ) -5( 红 ,= 了 《次 | )。 


i et -sa ii i ph HH EF ni se el i EE 有 


1.#4 定理 令 多 u( 相 详 地 E584 表 示 了 的 非 从 有 穷 ( 租 应 地 ， 至 
多 可 数 } 子 集 爹 体 ， 则 有 


(1) 可 济 和 矩形 全 体 
J ns (HL ): AiEgs, ics} 


为 开 仿 ' 上 的 一 半 代数 ， 且 ol 多 ) = I 


放下 于 


(2) 可 测 柱 集 全 体 
2=U mm (WF) 


对 蝶 号 


为 J] 上 的 一 代数 ， Bo(gy= Ea 


G Fm (Hr) 


首开 轧 


我 们 将 这 一 定理 的 证 明 留 给 读者 完成 、 
习题 


1.5 设 了 为 一 可 数 集 ，(21， 多 ， ) 为 一 族 酝 测 空间 ， 着 全 个 
， 芝 :可 分 ， 则 英和 也 斌 分 。 


1.8 设 (91， De 为 一 族 可 测 空 间 ， oi 为 多 的 子 类 ， 
i G1 着 对 每 个 iEl， oY = 1 则 有 IT 和 =o(UI 
EO 
$ ?乘积 测度 与 Febini 定理 


设 (X，sy， 内 及 (F， 留 ， 雪 为 两 个 o- 有 有限 测度 空间 。 本 节 
将 在 乘积 可 测 空 间 (XxY，x xX 绍 ) 上 定义 一 乘积 测度 xxv ， 并 


省 号 是 电 


Hd Pe opt he hat pa EL pr PP : nr 
rr oe Sd i ri pH 


讨论 关于 测度 pxv 的 积分 。 
2.1 定义 设 卫 及 了 是 两 个 集合 ， EE 是 和 XY 了 的 子 集 。 令 
E.={yEY : (x, HEE}, 
= {xEX1 (x, FEE} 
分 别称 豆 及 E*” 为 百 在 yx 及 y 处 的 截 口 . 设 f(x,， sD) 为 XxY 了 上 
的 一 国 数 ， 令 
了 的 = 站 和 


分 别称 及 六 为 了 在 x 及 5g 处 的 截 口 。 

2.2 引 理 设 (和 ,et) 及 (7， 鹤 ) 为 可 测 空 间 。 

(1》 若 EA X 如， 则 对 一 切 xEX，yEF， 有 BE 约 ，EY” 
E .ay。 

《2) 车 了 为 Xx 了 上 的 yf x 地 -可 测 函 数 ， 则 对 一 切 xEXr 
yeEY, f: 为 YY 上 的 细 - 可 浏 应 数 、 和 为 忆 上 的 wo 可 调 函数 。 

证 (1) 令 多 ={4xB: AE.w,BE 女 }。 则 对 一 切 BEY%， 

引 理 的 结论 显然 成 立 。 但 多 为 类， 且 c( 多 ) =.x XxX 绑 ， 故 由 单 
调 类 定理 (第 一 章 定 理 2.2} 知 ， 对 一 切 百 Ew X 入, 四 理 结 论 成 立 
《 令 留 = {EEW XB VxER, y EY , ECE, EE ww), 则 
多 为 村 关 )。 

《2) 容易 由 第 二 章 和 定理 2. 1 推 得 。 

2.3 引 理 令 ( 发 ，.w， 内 及 (了 ， 妥 ，1) 为 两 个 -有 限 测 度 
空间 ， 设 EBEmwx 党， 则 函数 x 一 y(B.) 为 -可 测 :， 困 数 扩 = 
8 五 2) 为 琛 -可 调 。 . 

证 ”首先 设 * 汶 有 上 限 测 度 . 令 多 = {dx3B AEw BEB}， 
令 久 = {EX 内 rry(B) 为 f=- 可 测 } 则 最 热 有 党 己 当 ( 因 
viadxB)) = TcxIv(B)), 且 萤 为 zr 类 ,多 为 本 类 。 旋 由 音调 类 
定理 知 多 二 o( 儿 ) = . 邓 x 豚 ， 即 宅 =. 双 xx 轨 。 现 设 y 为 o 有限 入 
度 ， 人 尾 取 了 的 可 数 划 分 { 卫 :}， 使 Ds EE 琅 ，Y (DJ <co，YB1 令 


4 S65 * 


pi Fh ht LE hi 2 Th she eh PE td 3 


7,(B) =3(BnMD)，BE 雪 ， 则 ww 为 有 限 测度 ， 且 ?= > rv，， 于 


(EB) = Dvn (Bs) EEA XB 


从 而 重 数 xz) 为 ozg- 可 测 。 同 理 可 证 画 数 y-xuCE*) 为 更 -可 
济 ， . | 
2.4 定理 设 (X， < pH) 及 (FY, 六 ， ?为 两 个 cz- 有 限 测度 
. 则 在 yf x 雪上 存在 唯一 的 测度 kxy， 使 得 
EXCAX BY= CAInR(B)Y, AE mm, BE (12.1) 
《从 而 上 xy 处 为 o=~ 有 限 )。 此 外 ， 对 任何 Ey x 深 ， 有 


(px w) (EB) = 人 ezonleo- fe vay (2.2) 


测度 xy 称 为 与 ?的 要 积 。 
证 ”由 引 理 2.3; 我 们 可 在 sg x 绍 上 定义 如 下 太 函 数 1 及 4 


.ALE)= facE dax), BE xX 乡 ， 


halB= | pCB dD), EEw xX, 


显然 ，1; 及 4s 均 为 测度 ， 且 有 
ALtAXB)Y= A AX BY=p(AIB), AE WA BEB. (2.3) 
令 儿 = (4XDB A4EW， BE 和 gg}， 则 包 为 半 民 数 ( 见 定理 1.4). 依 
假定 ，& 及 sz 为 o~ 有 限 测度 ， 故 满足 (2,1) 的 测度 在 多 上 也 是 or- 
有 限 的 。 因 此， 由 测度 扩张 的 唯一 性 ( 见 第 一 章 定 理 4.7) 知 ， 满 
是 (2.1) 的 测 座 是 唯一 的 ， 特别 ， 我 们 有 ,== 4， 念 4XY 1 1 = 4as 
扼 有 有 (2,2)。 证 毕 。 " 

下 面 我 们 研究 关于 又 积 测 央 的 积分 

2.5 定理 邻 (X，. 闻 ， 由 天 (了 ， 汝 ， 力 为 o 有 限 测度 空间 , 


= 836， 


: Pe fe i hit i 5 EE :EE Eiri rr i edb 


机 


f 为 Xx 了 上 的 非 负 .wx 绍 - 可 测 函 数 。 则 
(1 函数 z->| jrdv 为 wb- 可 滑 ， 丽 数 g 一 | Faz 为 8- 可 测 。 
《2》 我 们 有 
| ecxnD=| {| ya =| (farncas) 
2.4) 


证 不 妨 假 定 & 及 v 均 为 有 限 测度 ， 令 ZF = {AxXB: AEwW,. 


BE 入 }， 由 定理 2,4 知 ， 多 中 集合 的 示 性 函数 满足 定理 的 两 个 结 


论 。 故 由 第 二 章 定理 2.1 知 ， 对 一 切 有 界 的 .oz x 鹏 -可 测 函 数 户 


定理 的 两 个 结论 成 立 ， 因 此 ， 对 一 切 非 负 sz x 吉 - 可 测 函 数 户 结 
论 亦 成 立 。 证 毕 。 

2.6 系 在 定理 2. 5 的 假设 下 ， 六 / 为 非 负 可 积 函 数 ， 财 
pg{xs vf = 0 <rv{y: pCf’Y = 50}=0. 

证 直接 由 (2,4) 姥 出 ， 

下 一 定理 称 为 tbini 定理 。 它 使 我 们 可 以 用 登 积分 来 表达 
关于 乘积 测度 的 积分 . 

2.7 定理 ” 设 5 访 ， .wz， Apa 锣 ,?) 为 or 有限 测度 空间 ， 
为 工 X 了 上 一 .ozx 鹃 -可 测 丁 数 ， 若 了 关于 xz 可 积 (相应 地 ， 
积分 存 在 )， 则 有 下 列 结论 : 

(1 对 pe，2。 2 所 为 "可 积 ( 粗 应 地 ,关于 +v 积 分 宕 在 ); 
对 se。c。 8 7 为 所 可 积 (相应 地 ， 关 于 积分 存在 )。 

(2) 他 人 


_ = 一 著 所 为 广 可 积 (相应 地 。 积分 存在 》 
Ll 、 |， 其它 情形 


和 rap ， 车 户 为 扩 可 税 (相应 地 ,积分 存在 》 
9) ， 其 它 情形 


+* 87 。 


-一 = 


i 


铀 了 为 广 可 积 ( 相 应 好， 积分 存在 )，7 为 汪 可 积 ( 相 应 地 ， 积 
分 存 在 3， 且 有 


| ,Jex 只 = Treonuo- {cpr (2.5) 


证 首先 设 f 为 非 负 是 为 xXw- 可 积 。 则 由 系 2.6 知 结论 (1) 

成立 ， 县 有 

T= pf pa eo x 

J (8 = uCf) pa es ¥。 . 
于 是 结论 (2) 南 (2: 4) 推 得 。 对 一 般 六 分 别 考虑 他 及 广 ， 即 得 定 
理 结论 。 

注 由 于 如) 是 庆 a。 - 有 定义 前 ， K(f*) 是 va ee。 有 
定义 的 ， 所 以 通常 也 将 (2. 5) 写 成 (2 4) 的 形式 。 . 
”Fubini 定理 有 很 多 的 应 用 。 我 们 将 通过 下 面 的 习 是 向 读 者 
介绍 一 些 应 用 的 例子 ， 

习题 

2.8 设 为 实 直 线 ， 试 证 . 弛 (BR) x 党 (R) = 级 (R2) (注意 
对 一 般 拓扑 空间 X， 不 一 定 有 绍 (X) Xx 绍 (X) = BXXK), 一 般 
民有 (XYXBAICHBEXKN,. 

”2.9 设 (了 of， 人) 及 (Y， 多 ， ) 为 o- 有 限 测度 空间 ， EE 
-A XxX， 则 下 列 条 件 等 价 ，. 
1) (HX PICE) = O03 , 
人 MB?) = 0, Ja, e。 Hi 

(3) vB:) = 0， pe 和 

2.10 设 人 入 ，. 好 ) 及 (了 ， 绍 ) 为 可 咒 弃 i x 为 (Ky) 
上 的 o- 有 限 测度, 了 4; 及 vy; 为 (Y; 络 ) 上 的 o 呈 有 有限 测 度 。 若 v1 安 上 1 


三 
ee 则 ”1 ys xs 县 有 -cs, y) = 
-各 


| 学 如 井 


2.11 设 之 on 为 统 对 收敛 的 双重 级 数 , 试用 Fubini 定 理 


证 明 立 六 D> 立 


1 此 1 = m= 


10 室 惠 1 人 
2.12 试用 Fubini 定理 证 明 pp | _exe(- jxr1 


(is 0 (2 er 


2.13 设 ( 瑟 ，.og， 有 站 为 "- 有 限 测度 空间 ， / 为 六 上 的 一 非 负 
-~ 可 测 函 数 。 试 证 


J f(x) pax) = [ctf>yDay, 


《提示 令 1 为 (R ,从 ()) 上 的 Lebesgue 测度 ， 令 
 E={(x, y)EXXR: Op, 
出 4(B.) = fix),. ) 
.2.14 设 f(D) 及 g(2) 为 [0， -) 上 的 两 个 右 尖 续 增 二 煞 ， 我 
们 用 pf 及 2 分 别 表示 它们 在 50， 池上 话 呈 时 的 攻 度 (二 第 一 于 
定型 5.4)。 斌 证 :对 0<e<p Po， 有 


f(b)g(b) — Foala) = | fds) = fed, 


其 中 g(s-) = lim gt2)( 记 导 ts 表示 1 一 s:， 且 1 之 s)。 提 示 s 


聊 (a,51x (as58] 守 流 {x9): a<x 世 yb {Cr ys: ex 
二 bp} 并 分 别 计算 它们 的 py x po 测度 、。》 

2.15 《应 数 的 名 积 》 令 4 为 (及 , 涡 (RY》 上 的 Lebesgue 测度 ， 
设 1 及 8 属于 Li(R， 儿 (R), D, 则 

(1) (x4, Df DOD 为 BR 可 测 ， 且 属 于 LCR 
BBR), AXN): 


:的 


1 


-时 -J 


I- 


(2) 全 
化 fix— Dat di, 车 t->f(x- tg(t) 勒 贝 烙 可 积 


， 其 它 情 形 
Wf*gELI (RR, BRY, 41), 旦 有 I * gl ||¥ gh, (提示 ， 
利用 Lebesgue 测度 的 平 秘 不 变性 ， 邯 对 任 休 EECR},t1ER， 
邻 B+t1={s+t， 3sEB}， 则 AE+t#t)=A4CE)。 由 此 证 有明 


fr- ec daxH a =f ) 


《3》 阁 g 进 一 步 为 有 界 ， 则 fg 连续 。( 提 出 : 利用 第 三 章 
习题 4.22。》 

.46 cSteinhaus 引 理 ) 设 百 泊 展 的 一 Borel 子 集 ， 仿 D(FEY 
={xX 一 gy xX， gEB} 若 的 Lebesgue 测度 4(B) 宝 0， 则 D(CE) 
包含 一 含 原 点 的 开 区 间 。( 提 示 : 不 和 妨 设 XE) 之 co， 以 x+ 表示 
{r+ E}; 以 一 瑟 表 示 和 一 x*: xEB}. 令 F(lx}y = MEN(G+E)), 
则 F(x) = 了 gp 六 Telx), 由 2,15,《3) 知 (x) 连续 ,又 依 假 定 F(O0XY 
>0.) 

2.17 (Steinhaus 引 理 的 推广 ) 设 4，B 为 让 的 两 个 Boret 
子 集 , 令 D(G4,B)={y-x:yEA,xzEB}, 若 1(4)>>0, 且 1(8)>> 
0, 则 DtA,B8) 包 含 一 非 空 开 区 间 , (提示; 不 妨 设 i 机) 之 吕 ,4(B》 
之 00， 令 F(x)=14C4ANtx+B))， 则 (x)=T.a**Ta(x)、 且 庶 


、Fubini 定理 知 |PCx)4(d4) = 4(A)1CB). 于 是 存在 某 x, 使 F(x) > 
0。) 


wg(x) = 


2.18 设 f(x;y); 为 定义 于 玉 = (a，) xLc，) 上 的 一- 实 值 
连续 盘 数 如果 /满足 下 列 条 件 ，(1) 在 六 上 存在 且 连 续 ， 


(2) 对 某 个 xoE 《as6)， 六 [f(xos 9)] 对 一 切 yE Ce，d) 存在 


电 要 人 e 


et ae Fa "lil" EE TO 


. 5 


.02 of 
《3)- 友 大- 在 7 上 存在 有 连续 ， 则 -3 元 ， 号 在 F 上 存在 , 且 有 


62 0 , ， 
六 《提示 : 任 取 yoE tc，d)， 由 Fubini 定理 得 ， 


Ft， 及 一 f(xos yg) — f(T, yn) t+ fixo, yo) 
PP aa 
= OF Ox )axdy. 


《注意 ， 对 每 个 五 C (a,5), 了 部 (全 -)dx 为 y 的 连续 西数 .) 


3$3 由 c 有 限 核 产生 的 测度 

本 节 将 推广 $2 的 结果 。 

3.1 定 灾 仿 (X，. 好 ) 及 (了 ， 绍 ) 为 两 个 可 测 空 间 。 一 函数 
开关 x 鹏 一 [0，c] 称 为 从 (XX，9) 到 (了 Y， 多 ) 的 一 个 核 (Ker- 
pel)， 如 果 它 满足 下 列 二 条 和 忻 ， 

C1》 有 YX 和 号 ， 六 人 。，) 为 4 了， 嚼 ?上 的 测度 3 

(2) YY 了 GE 中 ,下 (- ， 了 8) 为 并 上 的 .o 一 可 测 函 数 。 


称 核 为 o~ 有 限 的 。 如 果 存 在 了 的 一 个 可 数 划 分 了 = 之 B。， 
使 得 B, EE 绥 ，#>1, 且 对 一 切 xEX 及 n 之 1, 有 K(x，Bs)<o0。 


3.2 命题 设 K 为 从 (X，.f) 到 (了 ， 多 ) 的 一 个 核 ， 4 为 
《X94) 上 的 -一 测度 ，f 为 上 的 一 非 负 绍 - 可 济 孙 数 。 则 有 


(1) 令 v(B) = | KG Buldx)，BE 绍 ， 则 & 为 (Y， 多 ) 上 
芍 一 测度 ， 

(2) xz-| FDCGn dg) 为 拭 上 的 一 sz- 可 测 函 数 ， 

《3》 我 们 有 


:91 。 


Sr ET , 一 


fcrcay) = {| |# cx, dy) Jacdx) (3.1) 


证 、(1) 显 然 。 为 证 (2) 及 (3)， 首 先 考虑 非 负 简单 可 测 函 数 
1， 热 后 再 利用 第 二 章 定 理 1.8,.(2)。 
”下 一 定理 推广 了 定理 2.4 1 

3.8 定理 设 天 为 从 (和 ，. 史 ) 到 57， 多 ) 的 一 个 o 有 限 核 ， 
下 为 5( 开 ，w2) 上 的 一 测度 。 

(1》 令 N(x，E)=K(x， RF.)，EE.f Xx 所、 则 N 汶 从 (站 ,2) 
到 ( 玉 XY，s X 洲 ) 的 一 个 o 有 限 核 。 

(2) 令 


nkK(E)= | Ks, Entdx), EEA x C3.2) 
则 kK 为 txX 绍 上 的 一 测度 ， 且 有 z 
nk(Ax B)= | Kx Bpldx), AE mA, BEB, (8,3) 


“(3》 车 & 为 om 有限 测度 ， 则 pK 亦 为 o- 有 限 测 度 ， 且 它 是 
(XY 了 ，sp X 蓉 ) 上 唯一 满足 (3.3) 的 测度 。 

证 (1) 首先 对 任何 xEX，N(t(x，，) 显 热 是 (XxY,， sy 
x 细 ) 上 的 测度 。 令 {B。,,>1]} 为 了 的 一 个 可 数 划 分 ,使 得 B, E 绍 ， 
1 这 1， 且 对 一 切 xEK 及 nl]， 有 K(x，Bs)< 之 co。 令 
涩 ,= 了。 站 级 ， 罕 。 es 2 CE }, 

YF, = {EE Xn: ， 世 ) 为 9 一 可 测 }。 

则 起 ， KB 上 的 不 -~ 类， 昌 让 用 全 显然 多 。 
为 了 XB 上 的 4- 类 ， 且 光 , 二 名, ，- 故 由 单调 类 定理 知人 多 ,= .好 
XX 雪 ,。 现 设 记 Ef X 如 ， 邻 E,=EN(XX Bn)， 则 易 知 EB, Ex 


x 鹃 ,， 且 五 = 少 ,E,。 于 是 我 们 有 


N(x, E)= PN(x, Es), XEX. 


I bt 


bh Pi ohh en lel .Whelan 


从 而 六 (，， 互 ?为 cp- 可 测 画 数 。 此 外 , 我 们 有 N(x， xB,) 
= 改 (z，B)<coo， 古 此 ， 入 为 从 (XX 40) 到 ( 革 X 了 了， X 女 ) 的 
cG- 有限 核 ， 

(2) 显然。 现 证 (3》。 设 疡 为 cr 有限 测度 ， 令 {4。 n 社 1} 为 
的 一 可 数 划 分 ， 使 得 4, EY，p(ds) 达 0， 这 1。 令 人 {Bn} 如 
《1) 的 证 明 中 所 取 的 了 的 划分 ， 再 令 - 

AAsart = ilERC: BOIINA,, m kr Ll 


则 对 一 切 £ 之 1， 我 们 有 An = 日 有 


pK(An'ist x Bi =|, Klx, Bi)Rdx)<eo。 


由 于 之 Awn't x Bs = XXY, 放 光 限 于 半 代 数 多 = {Ax B: 4 


EA，BE 女 } 为 o- 有 限 。 因 此 ,由 第 一 童 定理 4.7 知 ,满足 (3.3) 
”的 测度 二 是 唯一 的 。 证 毕 。 
下 一 定理 推广 了 定理 2.5。 
”38.4 定理 设 玉 为 从 ( 久 ，) 到 (YY， 女 ) 的 一 个 呈 -有 限 核 ， 
为 (了 ，.A) 上 的 一 上 ~- 有限 测度 ，f 为 三 XY 上 的 一 厘 员 .or x 乡 ~- 可 
测 通 数 。 则 


《13 ze yOKCx: 49) 为 Lf- 可 测 函 数 : 
《2》 我 们 有 : 
{acy = fie Wrox dy1 ecdx), .0 


证 (1) 令 多 = {4xB AE.w，BE 娘 ]， 不妨 假定 p 为 有 限 
测度 ， 且 对 一 切 x EX，KCx，，) 也 为 有 限 测度 (次 则 ， 分 别 取 XX 
及 了 的 可 数 划 分 {4,}) 及 {B,}， 司 得 Yx 世 六 1 全 1 有 K(x， 日 7?<< 
co，pCAd,) 二 oo， 并 在 每 个 4, xn 上 考虑 问题 ?。 由 命题 3.2 及 
(3.3) 式 易 知 : 对 多 中 集合 芍 示 性 函数 定理 的 结论 成 立 ， 故 由 第 


+ 友 辣 


rd He te br i rr ii rr “ 


二 认定 理 2 1 知 ， 对 一 切 有 界 的 .fx 绍 - 可 浏 陋 数 了 结论 成 立 。 最 

， 由 雏 分 的 单调 收 货 定理 撞 知 ; 对 一 切 非 负 sy x 雪 - 可 济 冰 数 f 
ey 证 毕 。 

下 一 定理 是 Fubini 定理 (定理 2.7) 的 推广 形式 ， 

3.5 定理 设 总 为 从 (X，. 好 1) 到 (了 ， 昌 ) 的 一 个 o 有 限 夸 ，F 
六 (了 ，.w6) 上 的 一 0 一 有 限 测度 ，pk 为 (3.2) 定 交 的 测度 。 若 为 
外 x 了 上 一 yx 绍 - 可 测 函 数 ， 它 关 于 妈 可 积 ( 相 应 地 ， 积分 存 
在 )， 则 有 下 列 结论 4 

C1》 对 pra。 ex 用 关于 Kx， * ) 可 积 (相应 地 ， 积分 存 
在 )。 . . ， 
(2) 令 

DK ao 车 关于 K(zy 。) 可 积 ( 相 


r(x)=4 应 地 ,积分 存在 》 
A 网 ， 其 它 情 形 


册 二 关于 上 可 积 (相应 地 ， 积 分 存在 )， 虽 有 
J fap | 7rCDORdO .3.5) 


证 贸 给 读者 作为 练习 。 . 

下 面 我 们 将 上 述 结 时 推广 到 尾 意 有 由 多 个 可 测 空 间 乘 积 情 

83.6 定理 设 (X,， 站 = 为 可 测 空间 ，Ui 为 (X1， 
WY 上 的 一 0 有 限 测 度 . 对 每 个 2 二 ?nn 设 K(x 1 
dx ) 为 从 (了 [X;， Hw ) 到 (Xi 1) 的 一 个 呈 -有 上限 核 ， 


j= 21. 


CD | Xi， I sj ) 上 存在 唯一 的 测度 is 使 得 对 一 切 可 


测 抢 形 41x …xA。E Twi 有 


站 到 让 


0 


i he AE ha Li "i 


AX XA) ho pd, Eee aa 


: ? | ,Klis 2 Hi don 0 
此 时， “是 oc- 有 限 测度 。 


(2) 改 7 为 (IIX， Dw)tt 上 的 非 负 可 测 画 数 ， 则 有 


?=1 


{fan= | pldzn) 人 Kx, ix 人 Kx me 


is 人 fre, wo IK, «es kat da) C3.7) 


证 《1 中产 的 存在 性 及 铺 论 (2) 容易 由 归纳 法 证 明 ， 的 玲 
一 性 由 测度 扩张 的 唯一 性 (第 一 章 定 理 4， 7) 推 得 (本意 本 矩形 
全 体 构成 尘 代 数 )。 下 

习题 

3.7 叙述 并 证 明 ? 个 可 放生 癌 条 积 情形 的 3.5, 


§4 无 穷 季 积 空间 上 的 概率 测度 
《 Tulcea 定 理 ) 


在 概率 论 中 ， 我 们 经 常 要 讨论 任意 有 限 多 个 试验 {不 一 定 相 
互 独立 )。 为 了 能 在 同一 概率 空间 中 考 虚 它们 ， 我 们 需要 在 无 穷 
冬 积 可 测 空 间 上 构造 概率 测度 。 下 一 定 划 解 决 了 这 一 问题 。 

a.1 定理 CTulces)} 令 (0 jy FF 1;), i=1, 2， … 为 一 列 可 


测 空 间 ， 品 = TI 8;, = i PP 为 (9 F, ) 上 的 一 粮 


j=1. 到 二 
率 测 度 。 设 对 每 个 ji>2，P(oi，…oi_i dp 为 从 (JI; 


+ 5 二 


; 本 
di eh 4 err 


II; ) 到 (8,， 包 前 一 个 核 ， 且 有 P(ol，…，o 21)= 
1。 则 存在 (8，.) 上 唯一 的 概率 测度 P， 使 得 对 一 切 wz1， 有 


P( Bx I 2))-= Pp, CB"), preETTF, 4.D 


其 中 PP 为 i 上 如 下 定义 的 慨 率 测度 ( 见 定理 3.6) ， 
PB ) -| P， (do 。 Po，， dos) 
. 人 0 Sp dm _ 1) . 


fs. Ta (1s wn ) Pl Ce als da) 


证 设 w>m 为 两 个 自然 数 , 则 品 然 有 ~ 
p(x TI 让 o)- Pe"), 
1 


于 是 按 (4. D 可 在 可 油 花 保 全 体 全 上 只 定义 一 集 函 数 了 . 今 .2 


=-{B"x II 0;: Be 让 >， b,c" 
= 多。 由 于 卫 限 于 每 个 灾 " 为 概率 测度 ， 故 卫 在 代数 多 上 是 有 
限 可 加 的 。 下 证 2 为 区 上 的 概率 测度 ， 为 此 只 需 证 了 在 空 集 由 
外 连续。 我们 用 反 证 法 。 假定 有 4。 EE 多 ， n>1; 444 使 得 
1im BR(4。) 之 0。 必 要 时 在 序列 (4, 首 项 前 添加 若干 项 2， 有 在 


两 个 集 4 及 如 + 之 间 适 当 重复 车 十 项 4,， 我 们 可 以 进一步 候 
定 4 = 因此 痛 4,=B"x TT 2j。 由 于 4i#1 忆 4A,， 我 们 


了 汉口 十 二 
9 


rd i HE i be i TE re th he he He 


有 B"+'C 忆 B” Xe+l， 此 外 ， 对 每 个 z >1， 
7 P(A)= bg! (Pldo), 
其 中 
Bx Cm} = 人 Po， do |, In" Co 站 
“1 | 
由 于 了 grtiCwry 7， On 《oO 对 国内 wi 
gt (oil) 单 调 下降 赵 于 某 极限 to)。 由 控制 收 敏 定理 ， 我 们 有 
fut ps oD = tin P(A4,)>0。 于 是 存在 wl E91， 使 有 (0!) 


>0, 实际 上 ， 必 有 f EB!, 否则 ， 对 一 奶 ”>1 有 a", D1 


= 0， 从 而 gz (of)= 由 这 导致 刀 {1) = = 0， 
. 现 设 站 2， | ， 

go 人 = | sos) Ps, A 

gj (os) = |。Pdol， was ds 


fo Trtof, ws 1 oI POE Oise Outs sos) 


如 上 所 证 ， 可 知 gf? 了 CO) 4ho(ws)。 由 于 gi 站 (C01) 一 有 (vw') 
>0， 琢 存在 @i 万 遇 ,， 梧 Cw@2)>0，。 如 上 所 证 ， 可 敌 (w!1 ,ww!1) 
€B’, 

最 后 ;由 归纳 法 ,可 得 到 一 列 点 Di D219 "ng 全 得 加; 抱 巡 ;9 


目 Cw!，…，w1)EB"。 因此 最 终 有 (C6!， wi 7 E 门 4 = 


m1 


这 导致 矛盾 。 这 样 ， 我 们 证 明了 三 为 代数 用 上 的 概率 测度 。 由 测 
度 扩 张 定 理 知 ， 它 可 唯一 地 扩张 成 为 多 =G( 作 ) 上 的 概率 测度 。 


» 日 7 。 


a ee dl i re | i EE hb dr Es st ob OE EE EE LE op 


| 


mr 


A 


4.2 系 (Kotmogrov) 设 (81 .Fj Pi) 为 一 到 概率 空 间 ，、 
令 Q=TIQi, = I 则 存在 (2，. 多 ) 上 的 唯一 概率 测度 


i-l1 


, 使 得 对 一 茹 tN 计 1， 对 一 切 A; EC. 多 1 7 ny 有 
zp(II 4rx 本 1 IlPias). (4.2) 


jt j=nti : 
， 习题 - 
43 设 (2 ， FP ) Ci ED 为 一 族 覆 率 空间 ， 令 多 | <D 才 
示 工 的 非 实 有 限 子 集 全 体 ， 由 在 (KL2，， I ) 上 存在 唯一 的 


概率 测度 P， 使 得 对 任何 SE 多 sl1)， 有 ， 
FIT4x II 8: = Pi ), A, EF ,, YES, 


FE i 


《提示 ， 利用 定理 1.4.(3)。) 站 
| 斌 定理 4.1 推广 到 任意 无 多 个 可 空间 和 各 外 - 


i EE 


第 五 章 “Hausdorff 空 间 上 的 
测度 与 积分 


$1 拓扑 空间 


-本 节 介 绍 拓 盾 空间 的 一 些 基本 娄 念 和 结果 ， 这 是 为 本 章 其 余 
各 节 作 准 省 的 。 这 里 我 们 已 假定 谍 者 康 严 肖 关 中 高 空间 的 概 礼 和 和 
基本 结果 。 
”1.1' 设 互 为 一 非 空 集合 ， 多 为 蕊 前 叶子 集 族 。 如 果 多 满足 
如 下 条 和 件 ， 人 

《1 pp- 人 四 亡 吉 i 

(2) 多 对 有 限 交 及 性 意 养 运算 封 ， | 1 
则 称 儿 为 工 的 一 从 手打 ; 称 序 铝 (7X，.9? 为 拓 拓 塞 间 。 当 拓扑 G 
” 肯 明 或 无 需 指 出 时 ， 直 接 称 互 为 拓扑 空间 ， 多 中 前 集合 称 为 站 
芍 开 子 集 ( 或 开 集 )。 设 FF 为 鲜 的 一 子 集 ， 若 其 补 集 F" 为 开启 
”再 称 王 为 闭 冯 。 我 们 用 多 囊 示 互 . 中 的 六 集 金 体 ， 则 史 测 有 限 
并 及 任意 交 运 算 封 闭 。 车 

1.2 设 fX， 多 ) 次 一 拓扑 空间 ， 二 为 多 y 的 于 站 如 果 多 中 
每 一 成 员 都 是 用 中 茶 踊 成 员 的 并 ， 则 称 多 为 拓扑 多 的 基 ， 若 集 类 


乡 中 成 员 的 有 限 交 全 体 多 a 为 拓扑 多 的 基 ， 则 称 乡 为 拓扑 9 的， 
子 基 。 


1.3， 设 (X， ) 为 一 拓扑 空间 ， y 为 天 的 一 -_ 子 集 ， 令 多 ya 
{G 站 7 ED}, 则 多 y 为 了 的 一 个 拓扑 ， 我 们 穆 ( 了 ， 光 y) 为 (ZZ， 
学) 的 (拓扑 ) 子 空 和 甸 ， 称 拓 朱 gy 为 由 拓扑 多 在 7Y 上 桥 导 出 的 
拓扑 ，。 


1.4 设 (X， 儿 ) 为 一 拓扑 空间 ， XEFCX。 称 了 为 x 的 一 个 


重 总 9 时 


邻 城 ， 如 果 在 五 后 家 ， 合 *xEDCT 称 下 为 xz 的 一 个 开 人 起， 如 
果 下 EE 学， 

1.5 设 (X， 多 ) 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 蕊 的 一 子 集 ， 征 包 合 4 
的 最 小 闭 集 为 4 的 闭 包 ， 并 以 A 记 之 ; : 称 含 于 4 的 最 大 开 集 为 4 
的 内 部 ， 并 以 4 记 之 ， 令 94= 了 /4， 称 4 为 4 的 边界 。 

1,6 设 (X， 多 ) 为 一 拓 半 空间 ， 点 xXEX 的 所 有 和 邻 域 构成 的 
集 类 称 为 点 x 的 邻 域 桶 ， 记 为 儿 .。 设 % :为 信 , 的 子 类 ， 如 果 对 
每 一 LE 多 :， 存 在 下 和 Ye 使 FCD， 则 称 为 点 地 的 领域 系 
的 基 ; 式 称 尝 点 x* 的 局 部 基 。 

1.7 设 {了 XK， 当 ) 为 一 拓扑 空间 ，4 为 总 的 一 .于 集 。 如 果 4 
= 和 ， 则 称 4 在 广 中 疆 罕 车 民有 可 数 笛子 集 ， 则 称 为 可 分 
拓扑) 空间。 

1.8 设 (X， 多 ) 为 一 拓 半 空间 ， 若 X 中 的 每 个 点 有 可 数 局 
部 基 ， 则 称 瑟 为 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 。 若 五 本 身 有 可 数 
基 ， 则 称 X 为 具 可 数 基 空间 或 满足 得 二 可 数 性 公理 的 空间 .显然 : 
满足 第 二 可 教 性 公理 的 空间 必 满足 第 一 可 散人 性 会 理 且 为 古人 分 空 
间 。 

1.9 设 sz 为 天 上 一 集 类 ,8 为 Xx 的 一 子 集 . 如 果 BC U sex4， 
则 称 ,y 为 B 的 一 个 复 黄 。 若 .为 可 数 或 有 限 类 时 ， 分 别称 ,wf 为 B 
的 可 数 或 有 限 覆 总 。 者 .oz 是 互 的 覆盖 ，.o:, 是 .1 的 子 类 上 也 其 
的 乔 访 ， 则 称 .ww 为 性 的 (关于 8B 的 ) 于 覆 装 。 

1.10 设 (X， 多 ) 为 一 拓扑 空间 ， 如 果 工 的 每 一 开 报 盖 都 有 
有 限 ( 相 应 地 ,可 数 ) 子 履 广 ,; 则 称 立 为 紧 空间 (相应 地 ，LindelSf “ 
空间 )， 胡 果 工 的 子 集 KK 的 每 一 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 ， 刚 称 集 . 
下 为 紧 病 。 如 果 工 葛 每 个 点 有 一 紧邻 域 ， 则 称 基 为 局 部 紧 空间 。 
如 果 开 可 表 为 紧 集 的 可 数 并 ， 则 称 碟 为 ge- 紧 空间 。 
1,11 设 ( 开 ， 久 ?为 一 拓扑 空间 ， 令 4 为 任 一 不 属于 X 的 元 . 

FE 令 及 4 = 蔗 U { 愉 ， 人 四， 其 中 | 
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哆 = { 瑟 二 瑟 人 2， XeNE 为 天 的 紧 闭 集 ] . 
出 ( 广 *， 多 4) 为 紧 拓 扑 空间 ，( 和 ， 多 ) 为 其 子 空间 . 我 们 称 (X 
欠 14) 为 (和 ， 容 ) 的 单 点 晤 化 。 
注意 ， 紫 < 空间 中 的 图 集 必 为 里 集 。 但 在 一 般 拓 扑 空 间 中 ， 紧 
集 未 必 是 闭 集 . 

1.12 设 ( 卫 ， 霓 ) 为 一 拓扑 空间 如 果 式 的 任意 徐 个 不 同 的 
点 YY 友 # 者 可 以 用 两 个 不 交 并 集 晤 及 下 分 开 ( 即 x EUs yEV; 且 
NF=8)， 则 称 革 海 Hausdorff 空间 . 在 一 Hausdorff 空间 
中 ， 紧 入 必 为 闭 集 ， 单 点 集 必 为 紧 集 (后 一 结论 对 一 般 扩 扒 空间 
记 成 立 ). 

如 果 所 是 Hausdorff 空间 ,上 且 任 意 两 个 不 交 闭 集 可 用 两 个 
不 变 开 集 务 开 ， 则 称 开 为 正规 空间 ， 

Hausderii 空间 亦 称 为 工 一 型 突 间 ， 正规 空间 亦 称 为 1 型 
空间 。 

1.13 设 (X， 多 ) 及 (Y，,) 为 两 个 拓扑 空间 ，f 和 -~Y 为 
从 天 到 了 中 一 映射 ， 若 广 !(.) 志 多 ( 即 开 集 的 原 象 为 开 集 ), 则 
称 了 为 到 了 中 的 连续 映射 

车 x 七 玉 ， 哩 fx) 在 了 中 的 任意 邻 域 厂 的 原 象 六 :Gy) 为 x 
在 互 中 的 邻 域 ， 刚 称 了 在 点 * 处 连续 . 

设 廊 XY 为 区 到 了 上 的 一 对 一 映射 ， 县 了 及 六 ' 都 是 连 
续 上 映射 ， 则 称 为 从 各 到 立 上 的 局 三 映 射 ， 

如 果 在 两 个 拓扑 空间 中 存在 同上 是 贞 射 ， 则 称 这 两 个 拓扑 空 周 
同 古 。 

1,.14 ” 设 了 为 一 拓扑 空间 天上 的 实 值 函 数 。 称 烷 合 {xEX!: 
f(x 二 0} 的 闲 包 为 的 支撑 ， 记 为 ssp 车 sup(f) 为 紧 集 ， 则 
称 为 具 支 撑 的 ， 

1.15 为 方便 起 见 ， 我 们 引入 下 列 记号 ， 

设 思 为 一 拓扑 空间 。 我 们 分 别 用 多 ,多 及 党 类 示 X 中 的 全 


让 了 于 本 


体 开 集 、 全 休闲 集 及 全 体 紧 集 所 成 的 集 类 。 我 们 用 多。 表示 久 中 
元 素 的 可 列 交 全 体 ， 用 .多 。( 和 表示 多 (5 交 ) 中 元 素 的 可 列 并 - 
全 体 。 多 。 中 的 元 称 为 多 ~- 集 , 灾 ,中 的 元 称 为 多 .一 集 。。。 中 
的 元 称 为 光一 集 (或 称 为 o- 紧 集 }。 此 让， 我 们 用 CX) ,CX》 
及 Co。(X) 分 别 表示 六 上 的 连 刍 半数 、 有 界 连续 函数 及 具 紧 增 捧 的 
连续 函数 全 体 。 

1.16 定理 (Urysohn 引 至 ) 设 飞 为 一 正规 空间 ， 斩 肪 玉 汶 无 
的 两 个 不 变 装 子 集 。 则 存在 总 上 的 一 连续 冰 数 f， 使 得 0<f1， 
瑟 让 在 互 上 取 值 为 0 在 互 上 取 值 为 1。 


证 令 忆 为 区 间 (0， = {lm 
2"5 赋 1:2,…})， 上 由 及 的 正规 性 ,存在 不 交 开 和 焦 U 1/ ,及 Lr 使 
ECD, ,sy, FOV i 由 于 Vi 为 闭 集 ， UV [i 
U,V CE 。 因此 我 们 有 ECU, ,CU ,CF"， 网 理 ， 
存在 开 集 Vi 及 Dar 使 得 

ECU, /ACU, /ACU, ,ss DCUam CU CF. 


由 归 妆 法 知 ， 存 在 一 族 开 和 集 { 口 ,} .eo， 使 得 
EcU.CD,cU, CO ,CF., r<s, r,s ED, 


令 . 
i - 多 XE Dv 


f(D) = im 1 x EU.), ¥E UY 


则 0 志 f 所 1， 显然 二 在 瑟 上 为 bg， 在 刁 上 为 1， 下 证 了 为 连续 桓 
数 , 设 0<a<l，0<B 气 1， 我 们 有 ， 


frr0,8) = Uv. 
fas1D) = 00D = (0N Vr) =(N ,yr 
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这 表明 广 1(F0,5)) 及 六 1(Cay13) 为 开 集 ， 从 面 对 0<a<<5 一 1， 
FI1CCay8))》 也 为 开 集 。 但 [0,8) (zy1] 及 (ep 这 三 种 类 型 开 集 全 
体 构 成 [0,1] 的 基 ( 即 [0， 门 作为 一 拓扑 空间 ,其 中 开 集 都 可 表 为 这 
三 类 生 集 的 并 ), 故 为 连续 函数 。 证 些 ， 

1.17 定理 (Tietze 扩张 定理 ) 令 义 为 一 正规 空间 ， 玉 为 到 
的 一 质子 集 , 如 果 ff 海内 闵 于 EE 的 一 有 界 实 值 连续 函数 (5E 按 瑟 请 
避 出 的 拓 盾 为 一 拓扑 空间 ), 则 存在 了 上 的 有 界 连 续 画 数 g, 使 g 在 
吾 上 的 限制 为 f， 且 使 sup| g(x)| = suplf (x) | ， 

证 ”不妨 慨 定 sup|ftx)|=1. 令 B=[f 和 -1/3],F!=[f 产 
1/3]， 由 Urysohn 引 理 ， .可 取 蕊 上 的 一 连续 函数 8g, 使 得 ~ 1/3 
安 & 鹤 1/3, 且 有: 在 召 上 为 -173, 在 下 上 为 173。 

这 时 显然 有 

[fitx)} ~ g(x) | E22/3, VXER 
信里 纳 法 ， 可 了 到头 上 的 连续 函数 84,8，…, 合 得 | | <2" /9 ， 
且 有 


oo 一 空 so1<dzjeyn VxEE 


令 g= 之 8!， 则 & 邯 为 满足 定理 要 求 的 连续 本 数 。 证 毕 。 


直面 我 们 研究 局 部 紧 Hausdorff 空间 的 性 质 。 

1.18 引 理 设 世 为 一 Haudsdorff 空间 ,天 及 工 汶 让 的 两 个 
不 交 紫 于 和 集 , 购 丰 在 有 四 两 个 个 训 开 子 集 了 及 F， 使 得 KCU, 
LCF, 

证 不 妨 设 及 工 组 非 空 ， 首先 任意 取 定 菜 xEK， 则 对 尾 
何 yEL, 存在 不 变 开 集 5， 及 了 了， 使 xEUyzEy7v， 由 于 工 为 


上 紧 集 ， 故 存在 中 1 使 Lc UVy,， 令 
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= Vy, mr= U ms 


风 7, 及 7 为 不 交 开 集 ， 且 xCU。 Cs。 对 每 个 xE 天 ,我 们 
可 以 找到 这 禅 的 一 对 开 集 。 由 于 天 是 紧 集 , 故 存在 xj， yxoEK。 


使 Kc TI Ue。 人 人 


v= Uv Y= A ys, 


则 KCU LCV， 且 UV 及 为 不 交 开 集 ， 证 中。 

作为 该 引 理 的 一 个 推论 ， 我 们 有 

1.19 命题 紧 Hausdorff 空间 为 正规 空间 。 

1,20 命题 设 基 为 一 局 部 紧 Hausdorffi 空间， 天 汶 瑟 的 紧 
子 集 ，U 为 包含 下 的 一 开 集 。 则 

(1》 存在 开 集 了 FT， 其 闭 包 为 紧 集 ， 便 得 

KCVFCV CU, 

《2) 存在 一 其 紧 支 撑 的 连续 函数 f.， 使 得 sup(f) CU, 且 x 
fT 

(3》 如 果 天 E 多 sy 则 (2) 中 的 了 可 取 为 在 K* 上 < 

(4)》 存在 竖 集 瑟 , 及 开 集 口 ,， 使 得 KE 多 ，，U 1 为 多 ;中 
紧 集 的 可 列 并 ， 且 司 KCUiCK,CU. 本 

证 (1) 设 *EE， 由 于 互 的 局 部 紧 性 ， 存在 x 的 开 今 城 入 
其 闭 包 为 紧 集 。 不 妨 设 太守 -对 了 紧 集 {x} 及 评 汶 TV 讼 用 引 理 
1,18, 存 在 不 交 开 集 TV | 及 VV，， 使 xEV ,WAW,CV，。 令 玫 .= 
VL.NW,。 册 于 六 , = Vs ， 故 易 知 疡 -IT =$， 肢 六 ,CU 显然 
XEV,。 且 下, 为 紧 集 。 册 于 是 紧 集 ， 款 存在 x%1，…, Xn 所 下 ， 


使 KC LV。 令 V= V4,, 则 术 为 紧 集 , 且 KcFcPcv。 


= 10， 


(2) 令 下 为 人 1) 中 的 开 集 . 作为 子 空间 广 为 紧 Hausdorit 空 
闻 ,从 击 为 正规 闷 间 。 出 Urysohn 引 理 , 存 在 严 上 的 连续 冰 数 8 
人 司 0 所 g 扬 1， 县 g 在 下 上 为 1， 在 VF\F 上 为 0。 令 
1 ECX)s xEF 
xEX\V 

则 f 在 访 上 连续 ， 在 XAF 上 为 0( 从 而 连续 )。 由 于 也 及 XN\Y 为 
闹 集 ， 且 放 UKNF) = 驻 ' 放 才 在 区 上 连续 。 显然 有 Ix 二 f<<1， 
Bsup() EV ov, 

《3) 令 了 为 (1) 中 前 开 集 ， 设 玉 E 乡 :， 则 存在 一 列 下 降 开 集 … 


Gy, 使 得 [】 6G， = 于。 则 由 (2)， 存在 连续 本 歼 妨 ， 使 9 委 六 


F(X) = 


1 且 在 K 上 为 1， 在 G: 上 为 0。 令 


f= Df 
则 f 为 连 线 函数 ，0 志 f 志 1， 和 1 在 K 上 为 ， 在 下 上 <1。 此 
四 省 supCPCV ccU, 
(C4) 由 (1) 不 妨 设 可 为 紧 集 ，- 全， 为 (2) 中 的 函数 ， 司 得 0 志 F 
< 所 1， 在 天 上 为 1， 在 VF 上 为 0。 令 


Ki =[f>1/2= 们 [f>1/2-1/o 


UT = Urf>l/2+1/a 


则 下 及 已 满足 (4) 的 要 求 。 

1.21 引 理 设 卫 为 一 Hausdorff 经 空间 , 开 为 无 的 一 蜂 子 集 ， 
TU 及 避 , 为 的 开 子 集 ， 使 得 KU1U5D,、 则 站 在 紧 集 1 及 
下，， 使 得 下 = KUK;, KCU, KCUs, 

证 全 了 工 = 下 NU L:=K\U:s 出 及 工 为 不 交 紧 集 ， 


“了 05 。 


< 内 引 理 1.18， 存 在 不 交 开 集 『， 及 了 :， 使 六, 二 5 ， 了 DT，， 
令 天 ,= K\V, K, = K\V,, 则 易 捞 下 ， 殖 政 。 满足 引 理 要 求 。 
1.22 命题 设 久 为 一 局 部 紧 HattsdotrftT 空间 , f EC.(X)， 


Di ys。 为 天 前 开 子 集 ， 使 得 sup(f) 二 J;. 则 存在 CX) 


中 的 函数 了 ,…,f。， 使 得 f=f1+…+fss 且 sup(fi})CUi, 1 所 
i 扩 n。 进 一 步 ， 著 站 非 负 ， 则 每 个 了 , 也 可 取 为 非 灸 ， 
证 ”由 妇 纳 法 ， 只 需 考 虑 #=2 情形 。 由 引 理 1.9, 存在 紧 集 
Ki 及 K,， 使 sup( 有 =KiUKs，KicU1，KsUs。 册 命题 
1,8(2)， 存 在 六 ,2 Cs 使 得 
lr, hi Tg Sp (hICU;, 1=1,2 . ” 
今 gi 二 有 2 二 请 一 A 作 吉 2)， 则 8g， 及 gs 非 货 , 其 支撑 分 别 合 
于 Ui 及 U,,， 自在 sup( 有 上 ,g1(X) +g3(x) = h(x) Vk tx) = 1, 
-最 后 ， 令 fi = fa: ， ff 三 1]， 2, 出 f= +fs, str cy 
了 =1,2. 证 毕 。 
1.23 命题 设 蕊 为 一 局 部 坚 Hausdorfi 空间 , 民 ，…，* 天 ,为 
革 的 不 交 紧 子 集 , a1，…sas 为 实数 。 则 存在 一 具 紧 支撑 的 连续 范 
数 廊 使 得 
《1) ftx) = 如 yy 如 时 xwEKi, ?= 二 1s" 
C2) 用 Fl = maxt{ fei ss 1a:l}. 
其 中 fe 例 su81 fx》1， 


证 ”由 引 理 1。 18 不 难 用 归纳 法 证 明 ， 存在 不 交 开 集 T，…， 
Wh 酉 及 1: 二 UD,， 1 < 由 命题 1， 20, (2), 对 每 个 i， 存在 


f,ECAK), Ofi<l, 使 得 It<f, < ， 令 f- 2 f,; 则 


满足 命题 要 求 。 证 上 毕 ， 
1.24 系 设 久 为 一 局 部 紧 Hausdorft 加 间 ， 玉 及 工 浆 区 的 


=。 106. 


nef pi ch he tal tt 本 2 0 


两 个 不 交 紧 子 集 ， 则 存在 两 个 不 交 的 开 防 .~ 集 U 及 下 ,使 得 六 喧 
Fr7， 了 二 下 。 

证 ”由 命题 1.23， 存在 fECo(X), 使 0<f<1,， 且 ff 在 K 
上 为 1 在 荆 上 汶 0。 令 | 


则 UU 及 TT 为 开 一 集 ， NV=$, 且 UU 二 上 ， VIL。 证 指 ， 
1.25 引 理 设 总 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 玉 为 天 的 一 . 


紧 子 集 ，D,…,D。 为 X 的 开 于 集 ， 使 得 KC TJ U1,。 如 果 KE 


多 ，,， 风 存在 紧 多 , 集 K1,…,K。， 使 得 KiCU,，1<i<p 且 
K= LIK,. 

证 ”由 归纳 法 知 只 需 对 n=2 情形 证 明 引 理 结论 ， 令 工 ,= EN 
Ui La=K\Us; 则 工 及 Ls 为 不 交 蜂 和 集 。 由 系 1.24 知 , 存 在 不 
交 开 多 一 集 V1 及 Vi, 使 VL， VLs。 令 = KAN 
玉 , = KA\VJ， 则 玉 ! 及 Es 满足 引 理 要 求 。 证 毕 ， 

习题 

1.26 证 明 1.11。 

1.27 谈 开 及 了 的 为 两 个 拓扑 空间 。 了 为 和 到 了 中 的 连续 
足 射 ， 素 为 下 的 紧 子 集 ， 则 (kK) 为 了 的 紧 子 集 。， 

1.28 试 证 ,(1》 紧 空间 中 每 个 闭 集 为 紧 集 ; (2) Hausdorff 
罕 间 中 的 紧 集 为 闭 集 (提示 利用 引 理 1.18); (3》 含 于 一 紧 集 的 
闭 集 沟 紧 集 ， 

1.29 设 久 为 一 紧 空 间 ， 了 为 一 Hausodrff 空间 ， 送 了 为 


- EN = 


叉 到 了 上 的 一 对 一 连续 映射 ， 则 了 为 卫 到 了 上 的 同 肤 讽 射 ， 
1.30 设 X 及 了 为 拓扑 空间 , 令 了 1,…,P; 为 了 前 闭 于 集 ， 
使 得 区 = 1,， 没 为 文 到 了 中 的 一 个 映射 ;车 f 限 于 得 个 开 ， 


为 连续 ， 则 了 在 蕊 土 连续 。 

1.31CDini 定理 ) 令 和 为 一 紧 折 扑 空间 ， f, 为 世上 的 一 列 
非 负 连续 函数 ， 且 了 40， 则 太一 至 收敛 于 0。 

1.32 证 明 1,.11, 并 证 明 ， 为 要 一 拓扑 空间 为 紫 空间 ， 必 
须 且 只 需 单 点 集 { 入 } 是 单 点 紧 化 和 UN 中 的 开 集 ， 

1.33 设 怠 为 一 局 部 紧 口 ausdorf? 空间 ,证 为 六 的 一 亲子 
和 集 。 则 作 泥 卫 的 子 空间 ，F 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 

T.84 (Linde15{ 定理 ) 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 为 
Linde15f 空间 。 - 

1.85 设 碟 为 一 虑 痪 空间 ， 则 为 要 闷 满 足 第 二 可 数 性 公理 ， 
必须 且 只 需 革 为 可 分 的 。 

1.36 Linde15f 距离 空间 必 为 可 分 空间 。 

1.87 具 可 数 基 葛 局 部 紧 Hausdorff 空间 必 为 or- 紧 2 衬 间 ( 提 
“ 示 : 利用 Linde15f 定理 )。 
1.38 设 芒 为 一 o~- 紧 的 局 部 紧 Hausdorftf 空间 ， 则 祥 一 列 


名 取信 玉 ,， 合 KCK nn 这 1， 是 六 = Ug,.. (提示 ， 利 


用 命题 1.20. (4)) 
1.89 (Urysonb 雹 入 定理 ) 具 可 数 基 前 正规 Hausdorff 空间 
必 同 肥 于 Hiibert 空间 RY™ 的 基 一 子 空间 。 这 里 Rh” = {{x1,xX2, 


oy) i 瑟 员 ,了 1 他 i<<o0}, 它 按 如 下 内 积 (x, 埠 成 为 一 再 1 一 


. Pbert 空间 ， 


0 = 


TT 


(X38) = pa 


“提示; 分 以 下 三 步 又 证 有 明定 理 ，1° 设 C 为 工 的 可 数 基 (假定 由 全 
CO。 令 A= iT 3, FEC， 吕 CV}， 将 的 成 员 排 列 为 ， 

(Ti Fi (D297s),…s 由 Urysohr 引 至 ， 对 每 个 i2>1 存在 连 ， 
续 映 射 : 六 ~>[L0y1]， 使 下 在 U 上 为 0， 在 了 ”上 为 二 2 在 六 


上 定义 一 映射 ，FCx) = (有 Fo fo ) 证 明 六 


为 五 到 R” 中 的 一 对 一 连续 上 映射. 3 证 明 对 改 的 每 一 开 集 W ,太古 ) 
是 了 (X) 的 开 集 》 
1, 40 呈 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorf{{ 空间 及 忆 交 可 中 化 的 (有 央 
其 拓扑 可 忆 出 一 距离 引出 )。( 提 示 ， 六 的 单 点 紧 化 五 U {入 } 仍 县 
可 数 基 )》， 
1.41. 设 半 为 一 折 扩 空间 ,5 为 天 的 开 子 空间 ， 天 为 VU 的 一 
子 集 。 则 要 使 关 为 也 中 紧 集 ， 必 须 卓 只 需 政 为 下 的 监 集 。 


$2 Hausdorff 空间 上 的 测度 与 Riesz 表 现 定 理 


本 节 主 要 应 用 Daniel! 积分 研究 局 部 紧 Hausdortf 空 间 的 
Ce(X) 上 上 的 正 线性 泛 画 前 积分 表 条 ( 即 所 谓 的 Riesz 表现 定理 )， 
这 里 所 用 的 方法 比 通常 教科 书 中 的 方法 有 改进 ， 这 一 改进 允许 我 
们 将 所 得 和 结果 推广 到 一 般 Hausdorff 空间 情形 。 

首先 , 我 们 研究 拓扑 空间 上 由 某 蔚 集 类 生成 的 o- 代 数 肥 它们 
之 间 的 关系 。 

2.1 定 党 设 美 为 一 招 扑 空间 ，Ce() 为 具 紧 支撑 的 连续 画 
数 全 体 。 则 .Coc(X) 为 一 向 量 阁 (第 四 章 定 义 6.1)。 令 

本) 一 {ff ECcCX),, 使 f， + f}, 

Ooe= {CCK! IoE Ce 


~ T0090 


kh i hh 


0 


型 称 @e 中 的 元 为 Ce(X)- 开 入， 由 第 四 章 引 理 6.7 知 ， 我 们 有 
oF =o(CcN)). 

类 似 可 定义 CCX)~ 开 集 及 Col)- 开 集 . 

当 玉 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 时 ,下 一 命题 给 出 了 Cc(X)- 
开 集 的 一 个 刻画 . . 

”2.2 命 题 设 玉 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 。 则 一 集合 为 

Celt 了)~- 开 集 ， 当 和 了 且 奴 当 它 鸭 开 尝 -一 集 。 特 别 ， 我 们 有 ct 开 党 。 
一 集 》 = feet X77 

证 设 避 沟 Cel(X)- 开 集 。 依 定义 ,存在 Cel 下) 中 一 列 非 什 
疝 数 ff; 单调 上 升 趋 于 Isc。 于 是 我 们 有 


G= U Ef.>0 - U [Pr> 志 | Ys, 


反之 ， 设 局 为 一 开 % 汪 集 ; 即 G= LJK, ,其 中 ,为 紧 集 ,nn 之 1. 


n=™=l 


由 命题 1.20,. (2), 对 每 个 1， 存在 了 全 Ce) 0 扫 天 过 1 使 了 
在 天 ,上 为 1,， 且 sup(f,}CG。 仿 g = Vfi, 则 g.€ Ce(lX), 


gn Te， 于 是 吕 为 Ce) 一 开 集 。 证 毕 。 

2.3 命 题 设 卫 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 则 oCCe(X)》 
= 二 0( 楷 多 ,一 集 )，。 

证 设 fECc(X)， 则 对 一 切 aERR， 


[f>a] = N [f>0 eg, 


六 


故 [ 演 四 ] 为 紧 多 so 党 ， 从 而 oCCcCXO))CCo( 紧 多 :一 集 }。 反 之 , 设 
玉 汶 紧 煞 ;~- 染 ， 册 由 命题 1.20.(3)， 存在 fECctX)， 使 KK= 
[f=1]， 故 有 o( 紧 多 ,- 集 )Cal(CclX))。 证 毕 。 

2.4 定 穴 设 沪 为 一 拓扑 空间 由 全 体 开 集 生成 的 0 代数 称 


* 11i0* 


rT rT Lt sit - : - ee 7 


为 Borel o- 利 玫 , 记 为 他 (CX) 多 (ZX) 中 的 元 称 为 Borel 集 ， 由 

全 体 紧 多 ,-- 集 生成 的 o- 代 数 称 为 温 Baire o 代 数 , 记 为 雾 。( 开 ) 

光 ,( 革 ) 中 的 元 称 为 强 Baire 集 。 合 全体 连 续 酒 数 为 可 济 的 最 小 0 

-代数 称 为 Baire 0 代数 ， 记 为 绍 ,( 六 )。， 稼 ,(X) 中 前 元 称 为 

Baire 策 。 

| 2.5 命 题 设 XX 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 风 撩 个 紧 强 
Bairs 集 为 多 ,~- 集 。 

证 设 C 为 紧 强 Baire 集 ， 由 于 入 (X) =o( 紧 多 :一 集 ), 故 
存在 一 列 紧 多 。- 集 (C。) ,使 C=o(C1;Cs，…)( 第 一 章 习 题 2.9). 
由 命题 1. 20.(3)， 对 每 个 x， 存在 fECc(X)， 使 0 志 f, 所 1, 且 - 
Cu =[fs=1]。 爹 


drs = D0) -f(D). 


则 4 为 XX 上 的 仿 距 离 (d(x,y) =0 不 一 完 昔 会 x= 的 ， 对 每 个 xE 
蔬 , 仿 FLx] = {yE Xt dx,y) =0}, 则 [CxJ 是 x 的 等 价 类 ,其 等 价 关系 
是 ，x~-# 当 且 仅 当 dx,#) =0. 令 忆 表 等 价 类 全 体 ， 在 x 上 害 义 
距 高 6， 
| tLxj, Ly = d(x y), 
则 (多 ,8) 为 距离 空间 。 令 n(x)= [x]; 设 7>0, E={[y]: 8([yj， 
[zr aE)= {ys: 4d(yyx)<7) 为 . 工 中 的 开 集 ( 因 d(. ,x) 
沟 节 上 的 连续 孙 数 )， 故 为 蔗 到 全 上 的 连续 五 数 . 由 习题 1.27， 
#《O) 为 站 的 紧 子 集 . 由 于 X 是 距离 空间 ,z(C) 为 天 中 的 多 zi 一 集 ， 


即 (C= 站 侣 ,其 中 每 个 训 . 为 全 的 开 子 集 。 令 D。= 1(0G) 


则 DO, 汶 及 的 开 子 集 ， 且 C= Nn 0, 即 C 为 多 s- 集 。 证 毕 ， 


下 面 我 们 研究 Ce(X) 上 的 正 线 性 江 汕 的 积分 表示。 为 此 , 我 
ll 


” 全 了 


们 先 回 项 Danie1l 积分 的 定义 ( 见 第 三 章 定 义 6。 ai 设 卫 为 一 拓 
扑 空 间 ，Cc{X) 上 的 一 线性 江 卫 了 称 为 正 的 ， 如 果 FE Ce(X)， f 
汪 0=>1( 有 ) 关 0。 Cel 了) 上 一 正 线性 泛 画 工 称 为 Daniell 积分 ， 
如 果 : 

f ECcCR), fn>0, fq olimI(f,)=0. 


2.6 引 理 设 闷 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,IT 为 Ce(X》 上 的 
一 正 线性 泛 柳 ， 则 了 为 Ce(X) 上 的 一 Dariell 积分 。 

证 设 f,ECctX), 抽 守 0,f440, 令 S51=supp(f1);s 则 supp 
《f) 5,， 由 Diai 定理 f 在 S$, 上 一 致 趋 于 0， 从 而 在 X 上 一 
致 灯 了 于 0。 因 此， 对 铁定 >0， 存 在 自然 数 N， 使 当 n 之 入 时， 
fs CX)<e， 对 一 切 xEX 成 立 ， 另 一 方面 ,由 命题 1.20.(2), 存 在 
gECc(X)，0<<g 所 1， 使 g 在 S, 上 为 1。 于 是 当 #>N， 我 们 有 
f， 所 cg; 从 而 有 I(f,) 所 eI(g)。 由 于 e>>0 是 任意 的 , 故 limI(f,) 


.过 0 这 表明 I 为 Ce(CX) 上 的 Danieli 积分 。 证 毕 。 ， 
2.7 定义 设 玉 为 一 拓扑 空间 ， 一 子 集 4 称 为 有 界 的 ,如 果 存 
在 一 紧 集 玉 ， 使 下 二 4。 称 4 为 o 有 界 的 ， 如 果 存 在 一 列 紧 集 


(Kn)s 使 A [EK,， 

下 一 定理 是 所 谓 的 Riesz 囊 现 定理 。 

2.8 定理 设 碟 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 了 为 CeCZD 上 
的 一 正 线性 泛 函 。 则 有 下 列 结论 ， 

(1》 存 在 络 (X) 土 的 唯一 测度 zi 满足 如 下 条 住 ; 

{i ColR)CLI(KR,BIX) HK), 对 fECeCXY， 有 I(fF) 
.=x . 
(ii》 对 ce- 有 界 开 集 0O， 有 有 
KH1C(O) = sup {pCK) : KCO, KEX}, (2,17. 
- 112 。 


a ee ip pp EA phi : 


对 一 切 Borel 集 4 有 1 
H(A) = in : OD, 0 为 有 界 开 集 }. (2.27 
此 外 ， 对 任 一 紧 集 K, :有 jE} 之 co。 i 
(2) 存在 级 (和 ) 上 的 唯一 测度 kg, 满足 如 下 条 人 性， 
(i Ce RICLICE, BOXY,u)， 且 对 fE Ce(lX), 有 5 
天 区 
(ii) 对 任何 开 集 0、 有 


WatO) = sup{us (RK) : ECO, KE NA), (2.3》 
对 一 切 Bored 集 4，,， 有 : 
Rd = inf {p20) :ODA OE g}. C2,.4) 


此 外 ， 对 任 一 紧 集 有 js(K)<<oo。 
证 ”我们 分 别 用 浓 , 及 多 ， 安 示 0 紧 开 集 及 o- 有 界 开 集 全 
体 。 显 然 有 当 , 己 当 1,， 且 多, 及 多 | 对 可 列 并 及 有 限 交 封闭 令 
OF = sup{I(f) 1 FE CCX), OEfEl, stp(P EON 
口 忆 壤 ， 
uA = inf{pr (0) 04 OE YG 1}, ACX. 
现 还 懂 为 X 上 的 外 测度 、 设 O: € 多 9157 = 12， “车 1ECelX) 


0f 和 1]， 县 suptf)C Uo 则 存在 Rs 使 suptf}C U Oe 


族人 1， 22 ， 存在 站 E Ce KY), 1 所 ?过 n ,使 得 0 < 上 
“十 1.，3 且 suptf ) Oi. 因此 我 们 有 


= 0, (O;), 
I(f) 六 ro< Sa ) 拟 < ) 
于 是 有 
Do, )< 之 Hi1(01), 
由 于 多 , 对 可 到 并 封闭 , 故 由 第 一 章 俞 题 4.3 易 知 Hi 为 了 上 的 外 
,118+ 


a nd a ep i .Ho Pe a i ee Er nd et ge 


测度 。 


再 证 每 个 Borel 集 为 -可 测 集 。 为 此 ， 只 锋 证 每 个 开 集 为 
一 可 测 集 。 设 TP 为 一 开 集 ， 由 第 一 章 引 理 4， 5 好 |， 洲 征 下 为 一 
可 浏 集 ， 只 需 让 对 一 切 OE 多 ,， 有 
OONT) ra tONF'), (2.5) 

下 面 证 明 这 一 事实 。 不 芒 设 记 ( 中 )< 之 co， 从 而 庆 (ONV) oo 
由 于 ONVE 久 1,， 依 定义 ， 对 给 定 >>0， 存 在 f1€ Cc(X)，0 专 
fi sup(f19 CONT, 使 得 I(f) 守 (ON 下 -8, 令 玉 = sag 
《f1)， 则 ON KE 多 ,， 收 存在 f, ECcCX), 0 所 1 所 1, supt1,) 
CONKS, 使 得 I(f.y>wTONEKS) 一 as。 由 于 ONK* 了 ONT', 
苍 T(fD)>pt(ONVO) -ee 令 f=f) +f, 则 7E Cc(X), o<} 
<1, 县 sp En 因此 有 

OETA ITF) tT)PAONTI + HONVS) -28 
不 等 式 (2 5) 得 证。 

现 令 gi 为 刀 在 B(X) 上 的 限制 ; 事 证 对 ECc(l(X), 有 了 (fF) 
=j(f)。 首先 ,由 Daniell-Stone 定理 (第 四 章 定理 6， 8) 知 , 存 
在 ofec(E)) 上 的 出 庆 pw， 使 对 一 切 了 Eee( 世 ,有 开放 =A 廊 。 
下 面 先王 对 一 切 Ce(X)- 开 集 0, 有 Mu(O) = p140). 设 0 是 Co) 


开 集 ， 风 存 在 f,€ Ce(X) ,nl 全 0<f410, 于 是 Ks 会 [f, 之 


二] 40,K, 为 紧 集 。 册 全 是 20. (2)， 存在 g,ECo(X), 使 Is， 
gn lo, 有 suptei) 0. 子 是 有 一 

nO) = supy (Ka) Esup plgn) = supIllgn) pitO) = HO) 
《注意 ，OE 9 , 忆 多 1 另 一 方面 ， 由 所 的 定义 易 知 ni(0) 志 
#(O),。 散 jCO)==p1CO)、 现 设 fECc(X)4， 全 
144。 


a i i i 


六 -> [>> 到 ] -去 之 芽 户 去 2 1 


风 所 1f， 上 且 [f> 才 - ] 为 CecX)- 开 集 ， 于 是 我 们 有 
TD = = immedf) = im Bi 人 之 


-lim 二 Dn (> Dn 全 = limp fs) = pf), 


现在 证 明 (2.1), 设 OE 多 1 令 让 ECc(I)0 和 SFs1，sup(f 
CO， 网 了 = pg(f) 志 pg.(sup( 了 有 ))， 故 (2,1) 得 证 . v 
最 后 证 明 满 足 条 件 (i) 及 (41 的 测度 的 唯一 性 。 设 另 有 测 放 * 
庄 足 (1 及 (1 期 对 六 ECeCX)， 有 
vf = If 一 到 人)。 
设 Oe 多,, 则 对 任何 紧 集 XO, 存在 fe ColX)， 使 严 短 1 和 Tor> 
supt 廊 玫 DO。 访 有 
vO) = sup{vt RK) :+ KCO, KE HEsuptr ff ECeE), 
Of<1, sup(f) SO} = sup{I(f) + f ECelX), oof : 
< suptf) CO Eun(O) 1. 
= sup{luxi( RK) ECO, KC} | 
sup{u (fs fFECc(XY, 0<f<1,sup(f) CO 
= sup{y(fY # FECcARI OE El, sip EEO} EO). 
于 是 有 ?CD) = gO 从 而 由 但,2) 知 ， v(A)》= gi1(A4) ;对 一 切 4 到 


细 (X) 成 立 ， 唯 一 性 得 证 .最 后 ， 设 下 为 一 紧 集 ， 由 命题 1.20.(2》 ， 


知 H(t 下) 00。 

综 上 所 证 ,. (了) 证 毕 。 (2 的 证 明 沈 全 类似 (在 定 久 py 时 用 多 
代替 多 ,)， 

2.3 注 由 由 及 由 的 定义 易 知 ; 我 们 有 Wi hee 此 外 , 虹 
命题 1.20.(4) 知 ，(2.1) 及 (2.3) 分 别 等 价 于 1 


eti5ew 


RM 人) = sup CR) CO， 攻 为 紧 多 oo 集 ) 《了 工 2 

Ke (CO) = suplys (KK) 1 有 CO,，K 为 紧 多 so 集 } - (2,.3)7 
最 后 ， 洛 互 为 or- 紧 的 ， 则 本 1 二 上 za 

2.10 定义 令 和 为 一 Hausdorif 空间 ， 鹃 (区 ) 为 其 Borel 
0 代数 ,2 为 天 上 一 o- 代 数 且 .cf 二 细 (X)。 访 上 南 为 上 一 测度 。 
称 点 为 内 正则 的 ， 恕 果 对 每 个 开 案 〇 有 HAD) = sup{x(K): 太 
CO，K 为 紧 集 }。 称 jg 为 外 正则 的 ,如 果 对 每 个 4Eszv， 有 上 凡 A) 
= inf{gCO): O 二 4A, O 为 开 集 }, 既 内 正则 又 外 正 别 的 测度 称 为 正 
则 测度 . 震 进 一 步 对 一 切 非 负 1 CelX), 有 ttf) 之 吕 , 则 称 上 为 
Radon 测度 ， 

由 定理 2.8.(23) 立 刘 推 得 下 述 定理 。 

2.11 定理 设 玉 为 一 局 紧 Hausdorff 空间 , 则 绍 (X} 上 的 
及 adon 测度 与 Ce(X) 上 的 正 谎 性 汇 函 之 间 有 如 下 一 一 对 应 关系 ， 
设 让 为 小 (X) 上 的 Radon 测 庶 ， 令 


册 工 :为 Ce(X) 上 上 的 正 线性 泛 画 。 反 之 ， Cre() 上 的 正比 人 性 泛 范 
必 具 有 这 种 形式 。 

下 面 ， 我 们 将 Riesz 表现 定理 推广 到 一 般 Hausdorff 空间 
情形 。 为 比 ， 先 引进 局 部 紧 开 集 这 一 重要 凡 念 。 

: 2.12 定义 设 互 为 一 Hausdorff 空间 ， 三 为 天 的 一 开 子 

和 集 。 如 果 对 每 个 xEU， 丰 在 * 的 紧邻 域 K, 使 KCU， 册 称 三 汶 
” 局 部 紧 开 集 。 

显然 ， 为 入 的 一 开 于 集 U 是 局 部 紧 开 集 ， 必须 且 只 需 了 和 作 . 
汶 革 的 子 空间 是 局 部 紧 的 (参见 习题 1.41)。 浊 外 ,和 由 所 有 局 部 
紧 开 集 的 并 是 王 中 最 和 的 呈 部 紧 开 入 我 们 称 它 为 工 的 局 部 紧 
部 分 ， 并 记 为 蕊 o。 

福 党 ; 一 般 说 来 ,局 部 紧 Hausdorff 上 间 中 的 开 集 总 必 是 局 
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部 紧 开 集 ， 
2.18 引 理 谱写 为 一 Hausdorff 宇 间 ， f ECe(K), , 则 对 任 
何 we 衬 0， [| fed 为 局 部 紧 开 集 ， 且 为 交 oo 一 集 。 
证 设 xErjfl>oq， 则 存在 Bey* 使 fc)|>>p。 由 于 [jH| 
字 扑 一 sup( 方 ， 故 [| 用 衬 的 为 < 的 紧邻 成 。， 且 有 有 工 | 州 SS 上 及 
ea]， 故 [ [ 玉 六 qj] 为 局 部 紧 开 集 。 此 外 { 


EL 加 


引 理 证 毕 ， 

下 一 命题 推广 了 命题 2.2。 

2,14 命 题 设 匡 为 Hausdorff 空间 ,GG 为 五 的 开 子 集 ， Xo 
为 区 的 局 部 紧 部 分 ,. 则 下 列 靳 言 等 丛 ， 

《1) 如 为 CotX)- 开 集 ， | 

(2) 局 为 局 部 紧 开 集 自 淄 弟 ,~ 集 ; . 

(3) 为 弟 。- 集 ， 且 GCX,。 
特别 , 我 们 有 olCetX)) = 5( 售 于 Xo 的 开 世 各 = 局 部 和 
汪 o 党 )。 

证 《1) 僵 (23) ,参见 命题 2,2 的 证 朋 并 利用 引 理 2。 13. 

(2)=<3(3) 显然。(3)=>(1) 的 证 明 与 命题 2.2 类 似 。: 

- 下面 两 个 命题 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 ， 

2.15 命 十 设 庆 为 一 Haiusdorff 空间 ， 瑟 。 为 其 局 部 紧 部 

分 。 则 olCelX))=ot 仿 于 Xo 芍 紧 浓 o- 集 )。 (参见 命题 2,3.) 
”2,15 命 类 设 筷 为 一 Hausdorff 窒 间 ，KEo(C。(X)), 若 

KK 鸭 紧 集 ， 则 下 为 多 ,~- 集 。( 参 网 命题 2.5.} 

下 一 定理 推广 了 Riesz 表现 定理 (定理 2.8)。 

2.17 定理 设 和 为 一 Bausderff 空间 ， 开 为 其 局 部 蜂 部 
分 。 设 了 工 为 CefX) 主 的 Daniell 积分 ， 出 - 

(1》 存在 绍 (X) 上 叭 一 测度 zi 满足 如 下 条 件 ， 
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(i Ce(X)CLI(X, BX), jp 且 对 一 轨 fEColX), 和 有 
CE 
《ii 对 一 切合 于 马 n 的 o- 有 界 开 集 0, 有 
p10O) = sup{p1(K) :+ ECO, KE %), 
对 一 切 A4E 女 (X)， 有 

paid = inf {p11(OFOCA OCX, 日 为 呈 有 界 开 集 } 。 
此 外 ， 对 每 个 含 于 X, 的 紧 集 有， 有 pr(K)<co， 

(2)》 存在 绍 (X) 上 唯一 测度 x 满足 如 下 条 件 ， 

{Ci} Co(RICLICOK, BX), 4)， 且 对 - 一 切 fECc(X)， 
有 朋 I(7) = of)s : : 

Qi 对 一 切合 于 蔗 , 的 开 筷 ,有 : ': Li. 

3 (0) = sup{fpi( KY + KCO, KE XA), 

对 一 切 4AE 霓 (及 )， 有 
HstA) = inf {gs (O) # OD A, oc 已 为 开 集 }， 
此 外， 对 每 个 合 于 天 ,的 紧 集 正 ， 有 Ps)< oos 
3) 我 们 痛 Li1 产 ;。 若 半 为 o 紧 的 ，: 则 Hi 三 只 ss 

证 与 定理 2.8 的 证 明 完全 类 似 ， 在 正明 中 要 用 到 引 理 2.13 
人 14, . 

2.18 注 CD 对 一 般 Hausdorff 空间 ， 二 (7 上 的 正 组 性 
乡 函 未 必 是 Daniell 积分 。 形 几 ， 在 定理 2: 17 的 叙述 中 ， 我 们 
必须 假定 了 工 为 CLK) 上 汐 Danie!ll 各 分、 - 

. (2). 虽 热 对 每 个 了 EC。 (XY) [If1>0I 售 于 x 的 属 部 紧 部 分 
党 os 但 一 般 未 必 有 ue SK, 因此 ， 定理 2. 17 不 能 直接 由 定 
理 2.8 推 得 ， 

下 一 定义 推广 了 内 、 外 正则 测度 概念 。 

2.19 定义 设 冯 为 一 Hausdorif 空间 ， 2 为 基 含 中) 的 
一 0 代数 ，2 为 .上 一 测度 。 令 为 工 的 局 部 紧 部 分 。 如 果 对 
每 个 会 于 芋 ,。 的 开业 10， 寄生 
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(03 = suptg(k)s kf, FEY), 
则 称 关 污 准 内 正 轩 测度。 车 对 每 个 过 反 .w， 有 
KA) =inf {pa(0): 0 二 4，0CE，0 为 开 集 ]， 
则 称 z 为 准 外 正则 测度 . 若 测度 疡 既 准 内 正则 又 准 外 正则 ， 则 称 
# 为 准 正则 测度 . -: 若 进一步 ，: 对 每 个 非 外 fECoAX)， 有 pC 朱 之 
co， 则 称 & 为 准 Radon 测度 ， 
显然 ， 车 开 为 户 吏 紧 Hausdorff 空间 ， 则 准 夫 《起 正则 链 
就 是 内 (外 > 正则 性 。 
定理 2.17(3}) 次 明 C。 OD 上 的 Daniel1 和 分 与 和 00 上 的 闪 
Radon 测度 之 间 有 一 一 对 应 关系 。 中 . 
， 2.20. 0 设 为 一 白 提 空间 ， eteeoy=ekceGD)co 
多 ;- 集 )， i 
2.21 设 下 沟 一 Heusdorff 空间 ， .为 包 会 光 ( 下 ) 前 一 o 代 
数 ， 为 2 上 一 淮 内 正则 测 庆 。 令 臣 o 为 下 的 局 部 虹 训 分。 
(1) 对 每 个 含 于 匡 。 的 开 集 D， 有 ,| 
AGO = dupln(tfYs 了 EC。 CCD， 0RfF1， tpo (DO 
=suplx(f) f EC,(X), "ss 世 扩 
{提示 ， 利用 命题 1.20.(2))， 
《2) 令 贸 1 = {QO: 口 为 全 于 ,的 开 集 ， 上 且 且 aO)= 0， 状 人 0 
为 家 :中 全 体 集 各 的 并， 刚 nC(0) = 0,( 注 ， 落 瑟 为 局 部 紧 Haus- 
dorff 空间 、 通 常 称 U? 为 4 的 支 返 , 记 为 sup[Lp3.》 
”2.22 设 革 为 一 Hausdorff 空间 ,sf 汪 煞 (了) 为 一 v0- 民 数 ， 
上 为 上 一 o- 有 限 正 则 测度 。 则 sf 忆 莹 CE)"。 这 里 a RD 表示 
青天 于 站 的 完备 化 。 
2.23 设 卫 为 一 紧 Hausdorff 空间 ， 为 Baire o- 代 烙 
名 ,(X)y 上 的 一 有 限 测 度 ,， 则 可 以 唯 一 扩张 成 为 银 (X) 上 的 正则 
测度 。( 提 示 : 用 及 iesz 表现 定理 ,7 、 i 
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2.24 设 蕊 为 一 局 部 紧 .FHatusdorfif 空间 ，& 为 朋 () 上 的 一 
正则 测度 ， 则 为 要 jt 为 Radon 测度 ， 必须 且 只 需 对 一 避 条 集 kK, 
有 (KD), 


$3 测度 的 允 近 与 正则 测度 
. 本 节 首先 研 究 正 规 拓扑 空间 上 的 测度 :的 性 质 ， 然后 研究 
ausdorff 空间 上 前 正则 测度 。 
“83,1 定 琴 设 五 为 一 拓 盾 空间 ， 多 及 多 涤 示 了 革 的 开 集 类 和 
河 集 类 。 人 恨 设 每 个 开 集 为 多 。- 洁 ， 令 产 为 需 (ZE) 上 一 or 有 限 测 


度 ， 则 对 每 个 刀 E 表 5 人 )， 有 
ECd) = sup{u( FY FEA, FEF}, -3.1> 


车 进一步 # 为 有 限 测度 ， 出 对 每 个 AE 鄂 ( 玉 )， 还 有 
i RAY= inf{utG) GD CE} : 3.9) 


证 由 于 4= 风 ， 放出 第 一 训 定 更 6 3 及 命题 6， 4 推 得 定 
理 的 结论 。 证 毕 。 

8.2 了 系 设 . 站 为 一 下 离 空间 ， 上 为 多 (X) 上 的 一 有 限 测度 ， 
” 蔓 对 一 切 4AE 久 (OO: (3,1) 及 (3.2) 成 立 ， 

证 由 于 距离 空间 中 每 个 开 集 为 了。 ~- 集 ,、 故 出 定 到 3.1 立 得 
聂 的 刍 论 。 证 毕 。 ， .…… 

-833 定理 设 为 一 正规 折 提 空间 ， 六 (为 Baire o~ 入 
粹 ，& 为 细 ,(X) 上 的 一 oo 一 有 限 测度 . 

1) 刻 , (下) = ol 闭 多 ,- 集 }， 2 

(2) 为 要 @G 为 开 多 v- 集 ， 必须 且 只 项 存在 一 非 负 有 界 连 续 
王 数 六 使 得 6 =[f2>0]) 

《3》 对 一 切 4AE 卿 ,(X), 有 
pfn(t8): B44 BB 为 六 名 1- 集 }， C3,.3) 
洪 进 一 步 & 汶 有 限 测 度 ， 则 对 一 要 ' 上 EE 绍 ,(X3， 还 有 
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PLD) = inf{(G)，G 二 .4，G 为 开 红 。 集 ;5。 (3.4) 
证 (LI》 设 FECCE)， 网 对 ecR， 有- 


[jso= N [fart] 


从 而 [f 志 4] 为 闭 多 ,- 集 ， 帮 有 涡 , (XI}Co( 周 字 :- 集 })。 反之 ， 设 


五 为 诸多 ，- 集 ， 即 下 = 门 G,、， 其 中 每 个 G，, 为 开 集 , FF 为 闭 集 。 
由 Urysoha 引 更， 存在 jECCX) ，0 雯 天 二 1， 使 在 F 上 为 
0, 在 G8 上 为 1。 令 f= 立 3-" 访 ， 则 让 为 连续 函数 ， 且 下- 


[f=0J]， 于 是 FE 吉 ,(X)， 因 此 最 终 有 朗 。(X) =a( 闭 多 ;- 集 )。 
(2》 充分 性 显然 ， 洗 要 性 由 C1) 的 渗 明 扒 再 得 (注意 开光 。- 和 集 
将 余 集 为 闭 多 ，- 集 )- 
(3》 令 名 为 关中 闭 光 -人 梨 全 位， 则 多 = 名。 显 扼 多 对 腿 
并 运算 封闭。 另 一 方面 设 4E 多 。 则 4 汐 开 多 = 集 。 由 (3) 
有 后: 存在 一 非 负 有 界 连 续 函 娄 f， 使 得 4* = [全 人 于 是 我 们 有 


pom U [> 十 但 
pe 


页 A*E 多 。。 因 此 参 满 足 第 一 童 定理 6. 3 的 条 件 ， 内 而 得 (3， 3)。 
此 外， 由 第 一 章 命 题 6.4 得 (3.4)。 证 毕 ， 


3;4 定理 设 开 为 一 其 可 数 基 的 局 部 紫 Hausdorff 空间 ，K- 


为 鹏 () 上 的 一 测度 。 
(IT) 设 4E 纪 (XZ)， 且 4 为 ko- 有 限 集 ， 则 
pCA) = sup{ip(K): KC EE K€} 
C2) 若 对 每 个 KE%， nCK) 06, 则 “为 正则 测度 (从 而 为 
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Radon 测度 )。 
“证 (D 设 G 为 中 的 一 开 集 ， 则 由 习 题 1 33 及 1.37 知 、 
为 ,~- 集 ， 攻 由 第 一 章 定 理 6.3 立 得 (1) 的 结论 。 

《2) 由 于 瑟 中 每 个 开 集 为 光 。- 集 ， 故 产 为 内 正则 的 ， 现 证 上 
的 外 正则 性 。 由 习题 1.35 知 ， 存 在 一 列 开 集 Gr， 使 得 G, 为 紧 


集 ， 有 UG, 已。 于 是 ， 对 每 个 有 KG )<=。 令 


| CA) = ANG, )， 和 2 并 
则 gp 为 及 (区 上 揭 有 限 测度 ， 故 由 定理 3.1 知 js 是 外 下 出 的 。 
设 AE 玫 (区)， 对 任 给 s>0, 下 在 开 和 一 才 ， 使 得 gt6， NY 


>u(ANG, ) +e/2"， 全 Ue fF )， 则 ro4, 且 有 


HVE DG NV A) Se, 


有 从而 MCAR(C4)+e 站 的 外 正则 和 广 得 证 。 证 毕 。 
一 是 再 发 昌 Hausdortf 宇 间 上 的 亚 则 测 卉 有 坎 强 的 内 下 
则 性 。 
3,5 定理 设 六 为 一 Hausdorff 空 问 ， 左 。 汐 区 局 部 紧 部 
分 ，. 好 为 包 售 需 人 () 的 一 0- 代数 ， 令 为 好 上 一 测度 。 
(1) 设 # 为 下 则 测度 。 车 4E.og， 且 2A4)<co， 风 有 


HCA) = sup{u( KY): KTCA, KEX}. 《3.5) 
(2) 设 4 为 准 正则 测度 ， 若 4E .we， 且 (4)<cc， 则 有 
RCAY = sup{at EE): KCANX,s 下. 和。 C3.6) 


(3) 设 为 有 限 测度 ， 涝 对 一 切 4E wyY 有 (3.5) 咸 亦 , 则 4 为 
正则 测度 。 

(4) 设 为 有 限 测 度 ， 为 要 (3.6) 对 一 切 4E 2 成 立 ， 必须 
且 只 需 ?为 正则 测度 ， 有 w(KEY) =0。 

证 (1》 对 任 给 e>>0, 存 在 开 集 Vo4, 馈 V)Cp(A) +e. 
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戎 紧 集 ES ,使 克 玉 AP - es 由 于 AAA<ey 放 有 开 集 人 
DTFN\4， 和 使 打 克 )<e。， 令 下 = 了 本， 则 天 为 肾 集 ， 开 一 4， 且 有 
HKY = 人 下) 人 KK 人 一 2¢, 

人 获 有 (3.5)。 

(2) 的 证 表 与 (1) 完 全 类 似 ( 将 上 述 下 ， 刺 取 为 含 于 下,)， 

(3) 03, 5) 北 合 4 的 内 正则 性 . 对 村 应 用 (3， 1) 便 得 & 的 外 
正则 性 。 

4) 充分 性 由 (1) 扒 知 ， 必要 人 狂 直 (3) ) 推 得 (注意 (3.6) 效仿 
《3.5}}. 

注 车 ntA}=00， CA) = sup{utB)s BcA, BE， 
(BB) 之 0}， 风 (3,56) 及 03.86) 也 成 立 。 

下 面 讨论 符号 测度 的 正则 性 。 : 

.83.8 定义 . 设 下 为 一 Hausdorff 空间 , 为 包 合 网 《 态 ) 的 
一 o- 人 代数， 为 如上 的 一 符号 测度 。 如 当 & 的 变 差 测度 lx 是 正 
风 的 ， 则 称 上 是 正则 的 。 … 

下 一 命题 给 出 了 有 有 限 符号 测度 正则 性 的 另 -一 等 价 挤 述 。 
”83.7 命题 为 要 一 有 限 符 号 测度 :是正 妈 和 的， 必须 且 只 需 w* 

及 疡 是 正则 的 。 这 里 pj 及 j 记 分 别 是 & 的 正 部 及 负 部 。 

证 充分 性 显然 。 现 证 必要 性 。 设 Jut 为 正则 测度 ， 令 4 
A £0, 取 并 集 U 守 4， 全 lg (DY < es 则 志 oa 
夺 |n|1(DNA)< 之 ze， 从 而 

a = A) tH OA CCA) + es 
#7 的 外 正则 性 得 证 。 广 的 内 正则 人 性 证 明 类 仇 。 同 理 可 证 的 正 
画 性 ， 证 毕 。 

3.8 命题 设 天 六 一 Hausdorfi 空间 ， .2 为 包 会 名 (X) 的 
一 o~ 代数，& 为 0 圭一 符号 正则 测度 。 令 4E.w4， 若 nC4) 为 有 
限 值 ， 则 对 和 任 给 :2>0 ， 存在 紧 集 cA， 使 对 任何 满 尼 KCBE 
上 生 的 BE 有 |ntAd) 一 (CB)| < 
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证 出 |4] 的 正则 性 及 定理 4.5 知 ! 存在 紧 集 EcA， 使 
ix 人 Ky 之 ee， 于 是 对 任何 满足 玉 己 BC 二 4 的 BE4， 有 

Jt AY ~ BY = IA BRI CN BIS |g| CA\K) Le, 

3,9 记号 设 因 为 一 Hausdorft 空间 ， 我 们 用 纲 (X,( 芭 》 
用 示 归 {X) 上 的 有 限 符号 测度 侈 体 ， 用 姑 ,(X, 电 (XX)) 表 示 弛 (X) 
上 的 有 限 符 号 正则 测度 全 体 . 

由 第 三 童 3.24.(4) 知 : 骂 ( 匀 , 绍 { 卫 )) 技 符号 测度 的 全 变 莽 范 
数 || 由 rar 为 一 Banach 空间 。 另 一 方面 易 知 哇 ,(X, 纵 (XX)) 蚌 
R(X,B(X)) 的 茹 线 福子 空间 , 故 这 ,XX， 多 (X)) 按 范 数 | vo。1 软 
一 Banach 空间 。 

下 面 我 们 研究 关于 正则 测度 的 不 定 积分 为 此 先 证 明 一 引 理 ， 
8.10 引 理 设 X 鸭 一 Hatisdorff 空间 ，.f 为 包含 绍 ( 了 XY) 的 
一 上 -~ 代数，& 流 上 的 一 正则 测度 。 设 BE 且 jC(B) 之 coo。 令 
yA) = pCBN4)， AE.A， 则 yy 为 st 上 的 正则 测度 。 

证 由 定理 3.5， 对 性 何 4E .sf， 我 们 有 一 

vA)=u(BNAY = sup{u(K): FCBNA, KEXY} 
= sup{y( KY: KCBNA, KEY)} 
故 有 | 
z pA = sup{r (KY: KCA, KEX} 
从 而 由 定理 3.5 知 v 为 上 的 正则 测度 。 证 此 。 

3.1] 命题 设 革 状 一 Hausdorff 空间 ，& 为 肆 tX) 上 上 的 一 
正则 测度 。 若 了 ELI(K, 各 (7X) 四， 出 { 关于 & 的 不 定 积分 £ 
是 符 导 正 岗 测度， 

证 令 y= 记 2 由 于 jy| = [fl ,ns 故 由 符号 测度 正则 性 的 定 
六 ， 为 证 正则, 不妨 设 了 非 负 。 首 先 设 了 = ITs, 其 中 BE 女 (X)， 
旧 HB)<ce。 令 2V(04=HAdnB)，4E 朋 (人 )， 则 由 恒 理 3.10 
是 正则 测度 。 对 一 般 的 非 久 jr 可 积 首 数 ; 令 ff， 汐 非 负 简 单 函数 ， 
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使 ff， 则 有 . 
fp felrar = | Of- fdr0, noo, 


由 妹 ,( 玉 , 吉 ( 玉 的 完备 性 知 了 rE.( 了 XK, 启 (X))。 证 毕 ， 

3.12 命题 设 蕊 为 一 Hausdorff 空 间 ， 为 静 (E) 上 一 
Radon 测度 ,> 为 统 (X} 上 一 有 限 符 导 正则 测度 , 则 下 列 断 官 等 价 ， 

(1) 7 为 某 EILI(X, 细 ( 了 了 ) ,4) 关 于 .4 的 不 定 积分 ， 

(2) vn . 

(3) 设 玉 为 紧 集 ， 日 nCK)=0， 则 有 v(K)=0， 

证 显然 有 (了 一 (2) 一 (3)。、 下 证 (3) 一 (2》。 设 (3) 成 立 ， 设 
4E 雪 (XX)， 且 jp(A) =0， 则 对 一 切 紧 集 下 一 4， 有 ntK)=0。 往 
证 24) = 0。 搬 定 |jx(4)| = e>0， 则 由 命 是 3.8 知 ， 存 在 紧 集 


KC4， 使 CD -7(K)1< 2 .特别 有 ?CE) 拼 0, 但 有 ;HK(K)=0， 


这 与 (3) 矛 盾 。 因 此 ， 必 须 有 (4) = 0， 这 表明 vip。 
下 后 证 (2 号 人 1) 。 设 (2 王立 二 由 |p| 的 内 正 刚性 ， 存 在 


一 列 紧 集 K。， 使 supl?1(K。) = [91 (CX), 令 Xe=[] K。。， 则 有 


YX) = 全 po 人 di= gCANAXoO, 则 因 RCK,}<o0， 敬 
to 为 o- 有 限 测 度 , . 且 ?< 匀 po 。 于 是 由 Radon-Nikodym 定理 知 ， 
存在 fo EL 有 , 涡 () spo)。 使 Y=joopo。 令 f= 了 olxo， 则 站 E 
上 iC, 纹 (X) ,Ww)， 且 Y= 了 .kK。 还 毕 。 

习题 

3.13 证 明 毁 ,XX, 综 ( 寻 )) 是 观 ( 六 , 绍 ( 下 )) 的 闭 线性 子 空间 . 

3.14 给 出 系 3.2 的 一 个 直接 证 明 (提示 ; 令 儿 表示 委 (X) 中 
满足 (3, 了 1) 及 (3,.2) 的 集 4 全体， 显然 4E 谷 全 44E 贸 。 为 证 留 = 
地 (3)， 只 需 证 多 对 可 列 并 运算 封闭 ， 且 欠 一 人 各,)。 

3.15 设 成 汶 一 Hausdorti 空间 为 名 (XX} 上 的 一 Radon 
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测度 。 令 骂 ,Cp) = EMRCT, 洗 (XD): 7p ， 则 了 -> 了 up 为 
工矿 , 妇 ( 叉 ) ,1) 到 现 , (1) 上 的 线性 保 范 同 构 颈 射 (提示 ,|[[f.#y。: 
= fzicpy), 


$ 4 强 内 正则 测度 与 Riesz 表现 定理 的 新 版 本 


本 节 将 利用 上 一 节 的 结果 给 出 Hausdorff 空间 上 Daniell 
积分 的 Riesz 表现 定理 的 新 版 本 。 汐 此, 我 们 首先 引进 半 有 限 浏 
度 及 准 有 限 测度 的 攻 念 ， 它 们 秃 别 推广 了 o 有 限 测 度 及 有 限 测 
度 的 概念 。 2 

4.1 定义 设 疡 为 可 测 空 间 (Q,og) 上 的 一 测度 。 如 果 对 一 
切 使 得 kt4) = eco 的 4d4E.o， 有 了 6.oz，BC4， 恒 得 0<2(B) 必 

co， 则 称 为 半 有 限 测 度 。 如 果 
sup{nutB)}: BEY, A(B) 0} oo0, 
则 称 & 为 准 有 限 测 诗 。 如 果 对 每 个 4ExY， 或 者 "4(d) = 0， 或 堆 
AEA) = co0， 则 称 j 为 0-~co 测 度 。 
-下 一 定理 表明 ， 任 一 测度 (相应 线 ， 准 有 限 测 度 ) 可 以 分 解 为 
一 半 有 限 测 度 (相应 地 ， 有 限 测度 ) 与 一 0- 测度 之 和 |， 
4,2 定理 设 点 为 可 测 空 间 ( 昌 .9) 上 的 一 测度 ， 
(1》 如 果 && 为 半 有 限 测 度 ， 且 4Ewz，pnfd) =o0， 则 


.sup{u(BYs BEA, BE HB) Le0} = eo, (4,1) 

(2) 对 本人 oz， 今 | 本 
vA)= SuPTRCBBJ BCA.BE LB) 0} (4,.2) 
wlA) = sup{nt BY ~ vy(B): BOCA) s BE Beoj， 


,3) 
则 7 为 半 有 限 测度 ，w 为 0-co 测 度 ，' 且 有 P+ 夫 = je 

证 《1) 设 (4,1) 不 成 立 ， 即 . 
“0<sup{p(B): BCA,BEm HACB)YL Oo) = a oo0, (4.4) 


" 工 宇 什 。 


ed haa hed a i nak hh ce . 


则 存在 BE，Bc4， 证 2B)I=e 于 蚌 Ada)= os。 依 假定， 
上 是 半 有 限 的 ， 帮 存在 CE 4，CcC 小 B， 书 0<8KC)y<oo， 这 时 
BUCTA, Hn(BLOCO)=K(B)+H(C)>a 这 与 (4. 4) 和 矛盾. 因 
丝 (4, 人 成 立 。 

(2) 设 (4， ) 为 中 一 列 两 两 不 交集 ， 若 存在 ”， 使 ?4。 ) = 


co 则 以 袜 4。) = ce， 从 而 "(4 )= 之 ?4， ) 。 更 设 对 每 


个 ?1，3K )<eo。 出 易 知 ; 对 丝 个 4 尝 负 存在 BB, 全 HB, 
C4,， 使 p(B5) 二 YC4,)， 于 是 对 一 切 m 字 1， 


"(U 4， )="(> 4 )>n(> 8 .= ns, )= Su ) 
从 而 (之, 4 )> 之 "4.). 另 一 方 面 ， 着 CE ， 且 KC)< 


oo， 期 v(C) =p(C) ， 于 是 对 任何 使 k(B)<co 的 BC 六 4， 我 


们 有 i 
B= DnBNA) = DABNAD SE DOHA) 


故 由 (4.2) 知 : v( 了 4)< 之 ?4 )。 因 此 ，，” 为 一 测度 。 此 外 
由 (4.22 知 ，7 为 半 有 限 测度 。  . 

现 证 ” 海 9- 测度 。 设 AE , 目 ww(A4) 守 0, - 则 由 (4.3) 知 ， 
存在 BE.sf，BC4， 合 VB) 芝 wm 且 jtB) 一 vy(B)>0 。 因 此 必 
须 有 utB) = ceot 否则 将 有 2KB) = ju(B))， 从 而 wid) =co 。 这 表 
有 明 w 至 多 取 什 0 及 oo。 现 设 C4) 为 至 中 一 列 两 两 不 交集， 若 对 
每 个 加 wda)=.0, 则 由 (4， 3) 知 ， 我 们 有 1 一 

BA,, BES, vB) oyu B) = vB), 
由 此 推 知 ( 因 上 及 2z 均 为 测度 ): 
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BC > 4，BEg，y(B) 忆 co 全 KB)=a(B)》 


故 有 w( 人 4 =0. 车 存在 2 使 wtAdAn)= co ， 则 z( >, 4, )= 


co， 这 表明 w 为 测度。 定理 证 毕 ， 

4.3 注 将 测度 4 表示 为 一 半 有 限 测 度 与 一 0-oc 测度 .之 和 
的 分 解 不 一 定 唯一 ; 但 我 们 将 由 (4.2) 及 C4.3) 定 义 的 v 及 w 分 别 
而 做 z 的 半 有 限 部 分 及 0 部 分 。 若 站 是 准 有 限 测度 , 则 上 述 分 
解 是 唯一 的 ， 旦 2 为 有 限 测 度 ， 我 们 称 ”为 上 的 有 限 部 分 ， 

下 一 引 理 给 出 了 准 有 限 测度 的 一 个 刻画 及 其 有 限 部 分 的 另 一 
4.4 引 理 设 上 为 (8,.%) 上 一 测度 . 则 为 要 是 准 有 限 的 ， 
必须 目 只 需 # 有 如 下 分 解 ， 
此 到 ?十 襄 | 
其 中 ， 为 有 眼 测 度 ，w 为 0-co 测 度 。 此 外 , 设 为 准 有 限 测度 ， 
令 晶 sp 后 (R00)= sup{p(B); BE p(B)<oo},MW vd) 
= 04AN HAE WY. i 本 

我 们 将 这 二 直 理 的 证 明 久 给 读 者 完成 ， 

下 一 引 理 是 显然 的 ， 故 证 明 从 上 略 。 

4.5 引 理 设 & 为 (9). ) 上 的 一 测度 ,5 为 其 半 有 限 部 分 ， 
风 对 一 切 FEL (MN, K), 有 [fau= [fdr, 


.为 了 给 测 Riesz 央 现 定理 的 新 版 本 ， 我 们 需要 中 进 强 内 正 
风 测 度 的 概念 ， 

4.6 定义 设 己 为 一 Hausdorft 空间 ， yf 为 包 售 纺 (2X 的 
一 代数 ，& 为 .9 上 一 测度 ， 令 四。 为 六 的 局 部 紧 部 分 。 如 术 对 
一 切 AE%， 有 

Rd = sup{ln(K): KCA, 为 会 于 六， 的 紧 集 } ，(4,5) 
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则 称 “为 强 内 正则 的 。 

4.7 注 对 强 上 内 正则 测度 上 ， 显然 有 x(X5)= 0( 进 一 步 结 果 
邦 习 题 4.I1.)。 此 外 ， 由 定理 3.5 知 ; 强 内 正则 的 让 限 测 度 为 正 
则 测度。 

下 一 定理 是 导致 Riesz 表现 定理 新 版 本 的 关键 性 结果 。 

4.8 定理 设 总 为 一 Hatsdorff 空间 ，. 好 为 包 舍 青 (CX)》 的 
一 咏 代 数 ，# 为 oz 上 的 一 淮 正 则 测度 ， 则 吧 的 半 有 恨 部 分 ， 是 强 
内 正则 的 。 

证 今 X, 为 了 的 局 部 紧 部 分 ， 设 翌 E.ozg， 且 <B) 二 co 则 
由 定理 3.5 知 (注意 CK)<co9v(E)=p(CK)) 

p(B)= sup{jCK): KCB，K 为 会 于 廊 o 的 紧 集 } 

= supiv( 尺 ) CB， 上 为 食 于 六 ,的 紧 集 }. 
故 由 (4.2) 立 刻 推 知 v 满足 (4,5)， 证 毕 ， 

下 一 定理 是 及 iesz 老 现 定理 的 新 版 本 ， 

4.9 定理 设 X 次 一 Hausdorff 空间 ，， I 六 CctX》) 上 的 
Daniell 积分 ， 则 存在 乡 (X) 上 唯一 强 内 正则 测度 ,使 得 Ce(X) 
CLIX, 轨 (X),1)， 且 对 一 切 fECe(X)， 有 IC()=K 有 ,此 
外 ， 令 瑟 p 沪 XX 的 局 部 紧 部 分 ， 则 对 一 访 食 于 Xo。 的 紧 集 4&， 有 
nA(R)<o0., z 

证 令 &s 为 定理 2,17 中 所 定义 的 用 (7) 上 的 准 Radon 测 
度 ， 令 为 其 灶 有 限 部 分 ， 则 出 定理 4.8 及 引 再 4,5 知 :4 为 渍 
足 定理 要 求 的 强 内 正则 测度 ， 此 外 ， 对 一 切 舍 于 的 紧 集 K, 
有 (Kyo0。 

，” 现 证 满足 定理 要 求 的 测度 # 是 唯一 的 。 今 儿 表示 会 于 XxX， 的 

紧 多 。- 集 全 体 . 则 由 命题 1.20. (4) 易 知 ! 对 强 内 正 风 测 度 ks 有 
nu( A)= sup{ut KY: KCA, KEL) (4.6) 

设 玉 EJ, 则 由 命题 1.201(2) 知 ， 存 在 fECcCX), 使 0 所 f 专 1， 
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一 二 一 ~ 1 1 
且 K= [7= 1], 于 是 有 K= 们 [1>1- 汪 ]. 令 6.=[f>1- 士 ]， 
则 G 为 Cel(X)- 开 集 ( 见 第 三 章 中 理 6.7.(4)), 自 4(Gs) 所 27(F) 
co， 芍 ptKK) = limx(G,)。 但 由 于 对 一 茹 ff SCe(X)，(f)= 


ntf)s 放 上 在 CelX) 一 一 开 集 上 的 值 由 了 唯一 决定 ，。 因此 ， 在 站 
上 由 了 I 唯一 决定 。 最 终 由 (4.6) 知 满足 定理 要 求 的 测度 “是 唯一 
的 ， 证 毕 ， 

镍 为 该 定理 的 推论 我们 有 

.10 定理 设 瑟 为 一 局 部 紧 .Hausdorff 空间 ,了 浆 Cc(X) 
上 的 一 正 线性 泛 函 ， 风 存在 涛 (X) 上 的 唯一 的 测度 gp 满足 如 下 条 
性 ， 

(a) Coe(X)ICLICX, BX), 1) ， 且 对 一 切 FE CeOD， 有 
itf) = tf); 

《b) 对 一 切 AE 绍 (XY)， 有 

nCA)= sup{pCK): KcA, KEX}, 

对外， 对 一 切 KEX, 有 多 se。 
4.11 设 基 为 一 Hausdorff 空间 上 为 细 (X) 上 的 一 强 内 正 
则 测度 。 令 


X= 1 {EJf1>0. f ECe(X), nLlf!>0)>0) 


则 呈 为 访 部 紧 开 集 ， 时 kn( 庆 5) =0。 (提示 用 反 证 法 并 利用 命题 
1.20.(2) 
4.12 设 守 汶 一 Hausdorff 空 闻 ， 了 及 。 为 其 局 部 紧 部 分 ， 令 
= {rs 4 为 多 (ZY 上 的 强 内 焉 则 淹 唐 ,有 对 每 个 非 负 了 ECc( 久 ) ， 
有 (站 之 oo}, 对 KEM》 令 Li() = | fdw fECc(X)。 则 映射 
tL 建立 了 源 与 Cet 了 X) 上 的 Daniel# 积分 之 间 一 一 对 应 关系 。、 


» 130 = 


85 空间 C,(X) 的 对 侦 


设 革 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 久 上 的 一 实 值 连 续 函 数 
f 称 为 在 无 穷 远 处 为 零 ， 是 指 对 任 给 >0, 存 在 紧 集 使 在 Kr 
上 有 |f(x)|<<s。 我 们 用 Go(X) 宪 示 在 无 穷 才 处 为 零 欧 连续 函数 
全 体 , 本 节 将 证 明 纲 , (下 , 织 ( 卫 可 以 视 汶 Co(Z) 的 对 全 ,此 上 处， 
我 们 还 将 这 一 结果 推广 到 一 般 Hausdorff 空间 情形 .这 时 CCNY 
葛 征 总 将 作 适 当 肯 或 ( 见 下 面 的 定 辟 5.4) "但 与 局 部 紫 Hausdorif 
空间 情形 的 定义 易 合 。 

设 fEColX)， 令 . 

fi = sup{ | ftx)|: sR 
则 CCoCXY, 为 赋 范 线性 空间 ， 

5.1 引 理 : 设 羡 为 一 局 部 紧 Hausdorif 空间 ， 网 鼠 ( 瑟 ?为 
一 Banach 空间 , 且 C ec) 在 Cn (2 中 畏 密 。 Ce(Z) 为 具 紧 支撑 
连续 函数 全 体 。 

证 设 (f,) 为 CC。 (2) 申 一 革 本 列 , 划 对 短 个 EX， (fn (x)) 

为 一 实数 基本 列 , 放 有 极限 (x)。 显 然 f 在 蒜 上 人 一致 收 化 于 六 
敬 了 7 海 X 上 土 租 连 继 函 数 , 现 证 f 在 无 穷 远 处 汐 零 。 任 给 6&0， 
先 取 一 自然 数 使 对 一 切 xwE 五 有 1x 一 C0) 之 e。 由 于 下 
Co(X)。 故 存在 紧 集 下 ， 合 |j, (x)|<s， Vx SSK。 于 是 有 

~ FOODT El Oe) — fr Cx | + Ff Cx | 2e, xEKE 
恢 定 义 ; fEColx)。 这 天 骨 Ca 天 ) 汶 一 日 anach 空间 。 

再 证 Ce(X) 在 Co(X) 中 稠密 。 设 fE Co(X)， 对 任 给 5 六 0， 
存在 紧 集 尺 ， 使 WxEK° 有 1fCx) | 所 Ee。 另 一 方面 ， 由 命题 1.20， 
存在 gECctX)， 使 I 所 g 所 1 邻 =gfF; 则 上 ECcltX), 且 有 
上 =- 天 <s。 这 表明 Cel 臣 在 Co 中 稠密 。 证 毕 。 

5.2 引 理 设 民 为 一 局 部 紧 Hausdorift 空间 ， 工 为 CCX) 
上 的 一 连续 线性 泛 函 ， 则 存在 Co(X) 上 的 两 个 正 连 续 线 性 泛 冰 
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t+ 上 了 工 ， 使 王 = 了 一 工 -。 
证 设 EGG) 日 Fe20( 简 记 汶 了 EEC) )， 
L(tf)= suplLlg): gECR), < 委 有 < 安 于 《5 .IT 
- 则 易 克 1] 委 二 有 则 形 。， 基 中 | 吉事 示 大 的 函数 。 此 外 ， 显 然 
有 工 { 依 宇 0， 上 对 本 本 x 宇 0。 有 工 (taf)》 = wp 下 请 证 啊 ， 
Wiisfs ECo (XK)4s 有 ! | 
Ltfit+fs)= LF) + Lda). 5. 2} 
由 (C5. 了 1) 不 难看 出 ，IL,(f1) + 二 (Ff ) 守 Li1(f1 +f2)。 为 证 相反 的 
不 等 式 ， 令 gColR)， 司 0 所 g 所 f+f,， 令 
8g1= BA 2 =g8— 81s 
Wg gr ECoK), OEgISEf, 0E8, SRE, 于 是 有 
Lig) = L(g) Ft Lg EL (fi + Ltfe)s 
由 此 得 Li(f +f2) 所 (fF1) + Lr(fs)。 故 (5.2) 得 证 ， 
设 fECo(X),， 令 四 
Letf}= L(tf 7- Litf ) 
虽 元 :为 如 0) 上 的 线性 这 范 ， 且 有 
[LA ELAF OO VL ELH, 
于 是 工 :为 连续 线性 泛 医 。 最 后 ， 令 工 -=E+ 一 工 则 工 -为 连续 
线性 泛 画 ， 并 出 (5,1) 知 对 EC,(X)s, 工 - (1) >0, 从 而 元 -为 
下 的 。 引 香 证 毕 。 
5.3 定理 设 荆 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 、 令 疯 .《X， 
鹏 (IT)) 表示 霓 ( 了 X) 上 的 有 限 符 号 正则 测度 全 体 ， 对 &E 好， 站， 


BED, SILAN= Jd Eco (XK) ， 则 4 为 RX, 


纪 ( 六 )) 到 Co(X)* 上 的 保 范 同 构 上 映射 。 
证 设 yEMN.(X, 引 (XX))， 显 然 有 Lr EC， XK), 县 
Le hs fs FECo(X) 
于 是 有 lL 所 lzllysr。 往 证 等 号 成 立 。 设 =D+D* 为 的 
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Jordan 分 和解 ( 即 所 (C4)= ptdnD)?， (4 和 = ~AdnDc))， 对 任 

给 2 之 0， 由 岂 及 六 的 正则 性 及 定理 3.5 知 ， 存在 紧 集 KK:cDD 及 
紧 汪 下 ,CD*， 司 得 

HRD- HK)= IICRI UE IA XN) -es llys:— 8, 
男 一 方面 ， 由 命题 1.23， 存 在 fECclX),， 使 | 州 。= 1， 且 
flx ilg, Tr- Txk,s 
于 是 我 们 有 . 
[E25 = Jae= Ir, vx, dnt fTer vecdh 


PAKD -AED) -uCKIUK) OI: - 28, 

由 于 e>0 是 尾 意 的。 发 有 | 荆 , 关 il es 因此 有 4 = ully。;. 

现在 证 明 有 映射 jl->L 是 喷 , (XT, 妇 (XX)) 到 Co(X)* 的 注射 
沟 此 ， 设 上 ECo(X)*， 即 设 工 为 Co(X) 上 的 一 连续 线性 泛 函 ， 
由 引 理 5.2, 存 在 Co(X) 上 的 两 个 正 连 续 线 性 汉 函 工 | 及 工 ., 使 得 
工 = 工 + 一 工 -，L+ 及 工 -限于 Cc(X) 为 正 线 性 泛 函 。 放 由 Riesz 家 
现 定理 (定理 2.8，(2)) 罕 在 绍 (XX) 上 的 Radon 测度 pi 及 ww:， 使 
得 对 一 切 fECc(), -有 上 1(f) = | fan Ldp) = | Fem 。 习题 
2.21 蕴含 
HI1CXI= sup{Li(f) FECeAKR), OfE1}E|L< 
同 go 之 00, 故 j=j1 一 2 马 疯 (了, 绍 ). 显 灼 我 们 有 工 = 工 ,， 
定理 证 毕 ( 映 射 pg,->L; 的 线性 性 是 显然 的 )， 

下 面 我 们 着 手 将 上 述 结 果 推 广 到 一 般 Hausdorff 空 间 情 形 ， 
汐 此 我 们 先 修 改 Cl 到 ) 的 定 闵 ， 

5,4 定 灾 设 苹 为 一 Hausdorff 空间 ， 1 为 其 局 部 紧 部 
分 。 巧 上 的 实 值 连续 函数 了 称 为 在 无 穷 远 处 为 零 ， 如 时 对 任 .给 
>0, 存 在 紧 集 KX。, 使 |f(x)|<Ze 在 K“ 上 成 立 ,我 们 用 CCX) 
表示 在 无 穷 远 处 为 从 的 连续 函数 金 体 。 

显然 有 Ce(ZDOcCo(ZE)。( 对 FEcc(i， 取 天 =[IF|Se]。) 


+ 1] 人 3 =。 


此 外 , 当 久 为 局 部 紧 Hausdorff 空 闻 时 ,我 们 有 66(X) = Co(X). 

由 定义 知 ， 车 fECo(X)， 则 ff 在 Xf 上 为 0， 

下 一 引 理 给 出 了 CCX) 中 元 素 的 另 一 刻 面 。 

5.5 引 理 设 基 为 一 Hausdorff 空间， 和 ,为 其 局 部 紧 郭 
分 。 令 了 为 和 上 的 一 连续 通 数 ， 刚 为 要 三 E C(tX)， 必 须 且 只 策 
[1fi 污 0] 为 局 部 紧 开 集 ， 且 对 任 给 e>0， 存 在 肾 集 K, 使 1fx)| 
< 之 在 KC 上 成 立 . : 

证 必要 性 ， 设 fC Cl 了), 则 对 和 釜 个 4, 存 在 紧 集 KK, 二 XX，， 


使 f(z)! 之 二 在 Ks 上 成 立 . 令 Ge = [If 之 二 ] 刚 Gs cEK,， 
可 . 4 


此 外 ， 设 xEG, ， 则 存在 某 a> 二 -， 使 |F(x) |~>g， 于 是 |f| 之 


gjcG,， 且 [| 用 产 a] 为 x 的 紧 伟 域 ([ | 有 之 a] 的 紧 性 是 由 于 | 
>>a]c-K,)， 这 表明 G， 为 局 部 紧 开 集 。 因 此,[1fl>0J= TT 6， 


为 局 部 紧 开 集 。 引 理 中 药 另 一 条 件 显然 成 立 。 

充分 性 ， 设 了 渍 足 引 理 中 的 条 件 。 尾 给 es>0， 依 假定 , 存在 
紧 集 玉 ， 使 了 症 K 上 有 ] Fox1<es ， 令 页 := 玉 门 [1F[ 关 e， 则 
K, 为 紧 集 ， 下 [用 全 0 开县 有 | 在 上 成 立 ， 
玻 fE CX), 

下 一 下 理 推 广 了 引 理 4.1。 

5.6 引 理 设 总 为 一 Hausdorff 室 间 ， 册 CCX) 按 一 致 范 
濑 | 1 为 一 Banach 空 间 ， 且 Cr(Z) 在 位 (CE 中 福 密 ， 

证 ，C,(X? 的 完备 性 前 证 明 与 引 理 5.1 完全 类 似 - 现 证 Cc 
(XX) 在 ColX) 中 稠密 。 设 广 ; 为 天 的 局 部 紧 部 分 , 令 六 ECu(X)， 
对 任 给 e 守 0， 存 在 紧 集 天 乞 久 ,，。 使 1 F(x) [< 之 在 K” 上 成 立 。 令 
gECc(tX)， 全 Ik 所 g 志 1, 且 stpp[8]C 志 玉 o (命题 1.20)， 并 令 # 
gf， 则 .hESCoekX), 上 且 有 | 六 -Ri<t。 这 表明 Ce(X) 在 CotX) 


”~ 13d + 


站 稠密 ， 证 毕 。 : 
与 月 部 长 Hausdorff 空间 情形 类似 我 们 诊 如 下 引 理 ， 法 


证 明 同 引 理 5.2， 

5.7 引 理 说 下 为 一 Hausdorff 安阳 ， 工 为 对 CX) 上 的 一 连 
练 线性 泛 画 , 则 存在 CCX)? 上 两 个 正 连续 线性 泛 范 工 及 L.， 使 
L=I+—LL_, - 

下 一 定理 推广 了 定理 5 3。 

5.8 定理 设立 为 一 Hausdorff 空间 , XX 为 七 的 局 部 紧 部 
分 。 令 

折 ,(X， BR)) = {EMAK, BK)) 3 |plX5) = 0} 
对 jE 器 ,(X, 吉 (X))， 令 
LCf) = Jr f EC CX) 
出 di-> 工 ， 为 骂 ， (X, BX NOX) 下 的 保 范 同 构 映射 。 

证 设 AE 六 ,XY， 入 (XX))， 与 定理 5， 3 的 证 明 完 全 类 似 , 可 
证 工 ， ECs XR) alL, 和 =]alzev < 注意 此 时 要 考 碟 X， 关于 
4 的 Jordan 分 解 ， 然后 对 X。 应 用 命题 1.23， .| 

现 证 WL 为 席 ， (x, BX)) YC, (X)* 上 的 满 射 ， 为 此 ， 
设 工作 (Z)*。 出 引 理 5.7 .存在 CLCX) 上 的 两 个 正 连续 线性 泛 
矣 i 及 ae 使 得 工 = 二 ai 及 工 : 限于 Ce() 为 Daniejil 
积分 ， 故 由 定理 4. 9 知 ， 存在 鹏 (X) 工 的 强 肉 正则 测度 1 Rs 
使 得 对 一 切 ECc(tX)， 有 


Li(f) = Na j=1, 2 


往 证 pi 及 jj， 为 有 有限 测度 为 此 ， 设 忆 为 含 于 Xi 的 紧 棠 。 由 命 
题 1.20。(2)， 邦 在 fECc(XY, 使 得 Ix 志 fTxo。 从 而 有 


pCR) = | edn <|fan = Li ELiN, f=1, 2. 
裤 上 出 1 芒 , 的 强 内 正则 和 社 知 ， RitRIE | 省 : f=1;, 了 因此 
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Ki 左 Wz 为 有 限 测 度 。 由 上 比 扒 知 yr 及 js 为 正则 测度 { 殉 定 理 
3.5)。 令 Ap= 和 一 起， 则 4E 乱 ,CE ， 朋 CE))， 且 有 

Lastfy= L(tf), YiECc(RY 
由 于 Ce(X) 在 CC) 中 稠密 ， 故 有 工 = 工 ,。 最 后 ， 映 时 p>， 
的 钱 性 性 是 显然 的 。 证 毕 。 . 

5. 和 9 系 芝 基 为 一 Hausdorff 空间 ， 则 地 CR， 
Banach 空间 ，。 

5.10 注 设 瑟 汶 一 Hausdorff 至 间 , #4 为 儿 (X) 上 一 有 服 . 
测度 , 则 为 要 & 是 强 内 正则 的 ， 必须 目 只 需 4E 电 ， (XX, BR), 
《( 见 定理 3.5. (4))， 

习题 
5.11 设 并 为 一 局 部 紧 计 ausdor 这 空间， 令 买 < 为 式 的 弟 
点 紧 化 ( 见 1 12), 对 XX 上 的 函数 f， 令 

| fo ex 
/ f alx) = { ,eh : 
则 为 要 /EC(X)， 必 须 且 只 需 的 

5.12 设 六 为 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 刚 Co (XY》 
为 可 分 Banach 空间 。 《提示 :. 先 考虑 匹 为 昆 空间 情形 ， 然后 利 
用 5.11，)， 
$.13 设 X 为 一 Hausdorff 空间 ， 祷 o 汶 芯 的 局 部 紧 部 分 ， 

= U {LIF >0], FfECc{K)), 

则 芒 | 为 局 部 录 开 全， 县 狼 ,(X， 细 (XY) = {EMAX, BX: 
KC = 0 紫 外， Xt 不 包含 非 空 局 部 紧 开 子 集 ， 上 理 避 "二 六 1 
5， 14 . 设 针 为 一 Hausdorff 3 空间 ,X。 为 双 的 局 部 紧 部 分 ， 

今 CY) = {f ECe(X): Sup CX }» 出 CCX) 在 人 2D 中 

梨 密 . 
5.15 利用 5.14 给 出 定理 5.18 的 嚼 一带 明 。 
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5.16 设 鲜 为 一 距离 空间 ， 令 Cs( 时 ) 表 示 六 上 的 有 界 连续 
函数 全 体 。 对 EC)， 令 
| sup [f(x} 1， 


则 CoCX) 按 范 数 || | 为 一 Banacth 空间 ， 且 其 对 侦 空 闻 Ce)* 与 
DX, 各 (XX) 同 构 。 这 里 竺 ( 玉 , 绍 ( 久 表示. 纪 ( 玉 ) 上 有 限 得 号 测 
庶 全 体 ， (提示 : 利用 Daniell-Stone 定理 。) 


836 用 连续 函数 逼近 可 测 函 数 ， Lusin 定理 


在 许多 情况 下 ， 连续 函数 比 可 测 函 数 容 易 处 理 ， 本 节 介 绍 有 
关 用 连续 表 数 退 近 可 测 函 数 的 一 些 续 持 ， 

让 一 定理 的 一 个 特殊 情形 见 第 三 章 习 题 4.14。 

6.1 定理 设 扎 为 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， .为 包含 坟 
《1) 的 一 or 代数， 为 . 屯 上 的 一 Radon 测度 。 伶 1 去 <p 之 co， 则 
CelX) 罕 工 (X，.o， 生 中 番 辣 。 

证 显然 Ce(X)cL?(X， zi py。 由 于 工 亿 闷 ， jz， 站 中 的 
简单 榴 数 在 工 *(XE，.o8， 好 中 稠密 ( 抑 第 三 章 引 理 4.7 ) 故 为 证 
定理 只 需 证 明 如 下 事实 ， 若 4E.wz，p(4<co， 风 有 了 ECe()， 
使 |T4 =- 州 * 任意 小 。 为 此 ， 设 e 守 0， 由 的 外 正则 人 性， 先 取 开 
集 上 二 4， 使 1(U)<p(A) + E， 再 由 定理 3.5， 取 一 紧 集 Kc4， 
使 KR)>j(4) 一 2. 邻 fFECc(X), 使 Ix 志 ff 过 TL.( 命 题 1.20(2))， 
则 TI4 一 站 筷 Ir 一 Tx， 吉 有 

a fs Trlls = RtU— Ey! tae) 
定理 证 上 毕 。 

下 一 年 理 是 定理 6.1- 的 推广 形 式 , 雌 证明 留 给 读者 作为 习题 ， 

6.2 定理 设 久 为 一 Hausdorfi 空间 ，wy 为 包含 孵 (X) 的 
0 一 人 代数， 为 .好 上 的 谁 Radon 浏 度 。 令 1 志 p 之 ceo， 则 Ce CN 
LX, 7， 把 ) 在 Le(X, 2， 用 中 炙 团 。 
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下 一 定理 称 为 Lusin 定理 。 

-8.8 定理 设 工 为 一 Hausdorff 空间 ，.ot 为 包含 级 (2 的 一 
oo 一 代数 ，p 为 上 的 一 正则 测度 ,下 为 瑟 上 的 一 .wy 可 测 实 和 值 函 
数 。 如 果 4E 好 :0<aCD<cee , 则 对 任 给 e>0, 存 在 紧 上 党 天 Cd 
使 ntA\K)<e， 且 限于 连续 。 若 进一步 ， 半 为 局 部 紧 , 则 存 
在 8ECc(X)， 使 与 在 天 上 -- 致 ， 且 使 

supftg(x) | xERXIEsup{l!f (x)|: xEA}, (8.1) 
证 首先 设 了 只 取 可 数 密 个 值 ， 即 
. f= Yaila,. 


其 中 好 1 产品 jy 1 fy AiN AA;= 中， 了 本， 且 福 4, =X. 取 正 整数 


as 使 得 网 4n( 立 4 )】)<e/2， 由 定理 3,5, 存在 4N 41 
4n4, 的 紧 子 集 K， KK， 使 得 袜 ist Cd4TLNKD<e/2. 


仿 E= 了 Ki， 则 KK 为 4 的 紧 于 集 ， 且 有 


pCA\K) = 人 afi( 立 4 ) )+ DR NAD\K;) 


< 于 + 

由 于 了 限于 每 个 天 ;为 常数 ， 从 而 人 恨 于 天 为 连续 ( 苑 习 题 

1.30), 

' 瑰 设 了 为 尾 一 实 值 .sf 可 测 隙 孝 ; : 令 
四 二 

1 者 2 AAA PE 

中 前 所 证 ， 对 每 个 xz1 存在 紧 集 Ks 二 4 使 ACAKs)<ef/2"， 


188 。 


k=0， 土 1， 土 2, 
: 


rp kh | Ae hE i he le. 


且 六 限于 天 ,为 连续 。 令 互 = 了 4K, 则 由 于 了 是 (f;) 的 一 臻 极 


限 ， 故 了 限于 EK 连续 ， 此 外 有 
HA nAK, )<e, 


最 后 证 明定 理 的 第 二 部 分 。 假 定 耻 为 局 部 紧 Hausdorff 空 
间 ， 令 X* = 久 U {A) 为 X 的 单 点 紧 化 ， 则 X* 是 正规 空间 《 见 合 
题 1,19)。 破 由 Tietze 扩张 定理 ,存在 六 * 上 的 连续 冰 数 入, 使 
ji 在 五 上 与 下 一 纹 , 且 使 sup{jh*Cx)|! xE€} = sup{| f(x)|: 
x*EK}。 取 PECc(X)， 使 得 Ix 气 p 所 1《 见 命题 1.20. (2))， 并 令 
8g=ph， 其 中 斑 汶 在 区 上 的 限制 则 gECel(X)，g 与 在 下 
上 一 致 ， 且 使 (6,1) 成 立 ， 证 毕 ， 

习题 ' 
6.4 设 卫 为 一 Hausdorff 空间 ,Y 为 包含 乡 (X) 的 一 o 呈 代 
数 ，& 沪 上 的 一 有 限 正则 测度 ， 为 下 上 的 一 实 值 孙 数 。 则 下 
列 三 断言 等 价 ; 

(1) 为 Wer 可 测 ( 即 腔 5CX)“- 可 测 ， 见 习题 2.22)， 

(2) WAE A, ¥ 8>0, 存在 紧 集 KCAd4， 使 RCA\K)< 之 e, 且 
限于 天 连续 


(3) 存在 式 的 分 解 ， 开 = Brn, 其 中 每 个 KK, 为 紧 集 ， 
NN 为 付 测 集 ， 使 得 限于 每 个 ,为 连续 。 

6.5 设 f 为 R 上 的 实 值 孙 数 。 上 且 对 一 切 a,，5ER, 有 
Fe+py= f(a) + 了 (DD), 试 证 ,C1)Ff 连续 当 且 仅 当 它 在 一 点 连续 ， 
(2) 若 了 为 Lebesgue 可 测 , 则 连续 提示， 利用 Lusin 和 窍 理 )， 

37 条 积 拓扑 空间 上 的 测度 与 积分 
本 节 研 究 的 中 心 问 题 是 ; 给 定 两 个 局 部 紧 Hansdorff 空间 
130 。 
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区 和 了 及 其 上 的 两 个 Radon 测度 上 和 加 站 和 何在 乘积 拓 扑 空间 
了 XxX 了 上 焕 造 一 Radon 漠 度 gxv， 使 其 在 五 及 了 上 的 边缘 测 洲 
分 别 是 上 及 9? 进一步 ， 是 否 有 相应 的 Fubini 定理 ? 这 时 站 天 
的 困难 是 ，& 及 ?一般 并 非 o~- 有限 ， 百 史 ( 了 ) x 过 (7) 一 般 严 格 
比 煞 (XxX 了) 小 。 因 此 ， 第 四 章 的 结果 不 再 适用 。 为 了 克服 这 一 
困难 ， 我 们 要 求助 于 Riesz 表现 定理 。 

下 面 首先 研究 哲 扑 空间 前 乘积 。 

7T,1 定义 设 (四 1/， 才 1)，，(Xn， 光 ,为 拓扑 空间 , 令 硫 
二 大 1 多 到 XXX . 

-=U XU xxU UC i=1,， 2, 二 

则 委 对 有 限 交 运算 和 对 闭 。 以 绍 为 基 的 招 盾 多 称 为 工 的 沫 积 拓扑 3 
{下 ， 多 ) 称 为 (XL， 多 1)，…，(X，， 多 ,) 的 汪 积 拓扑 空 间 ， 

令 玫 1 = TREE 1); Uc, 1=1, 2 "y, 天 二 其 中 li, 
为 下 到 久 ; 的 投 映 射出 易 见 娘 。 为 图 移 子 基 ， 有 昌 多 是 使 每 个 投 
影 映 时 为 连续 映 时 的 最 小 拓也 。 


7.2 定理 。 设 (Xs, 多 a E 八 为 一 族 拓 扑 空间 , 令 X= 了]X。， 


设 多 为 了 上 使 每 个 投影 映射 卫 。 为 连续 的 最 小 拓扑 ， 称 (和 ,9 ) 为 
《X， 欠 。，ac 人 的 蜡 积 拓扑 空间 。 
令 静 ,为 人 的 非 空 有 旁 子 集 全 体 ， 令 


8= 1 {ni ( Tvs ) UICY,, ic 中 


则 零 为 折 扑 留 的 基 。 

关于 乘积 拓扑 空间 ， 我 们 有 如 下 重要 定理 : 
”和 3 定理 (Tychonoff 定 理 》 设 (区 ,多 。) 为 一 族 紧 拓扑 空间 ， 
则 其 了 乘 积 拓 扑 空间 { 瑟 ， 多 ) 亦 为 紧 折 扑 空 间 。 

关于 该 定 趣 的 证 明 ， 痰 者 可 以 参看 任何 一 一 市 月 关 点 集 拓 补 的 
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下 面 我 拉 研 究 素 积 拓扑 空间 上 的 Borel o 代数 。 为 方 情 起 
加， 我 们 只 讨论 两 个 拓扑 空间 冬 积 情形 。 关 于 集合 和 症 数 的 截 口 
概念 见 第 四 章 第 二 节 ， 

7T.+4 引 理 设 及 YY 为 Hausdortf 空间 ,天 x 了 为 其 困 积 拓 
扑 空 间 { 它 也 是 Hausdorff 空间 )。 则 | 

(1) 我 们 有 嘱 {} x 过 ( 了 ) 二 壤 (XxY 了 ). 阁 五 及 了 都 有 可 数 
紫 ， 则 蓉 (X) XB) = BY XY), 

《2) 设 互 二 沈 (XXX 了 )， 则 对 得 个 *E 王 及 每 个 3EPF， 有 
EE BT), EYEB(X), 这 里 BE.= {yEY: (的 EE}, EY’ 
= {xEN: Cxy Hy) EE}; | 

(3) 设 了 为 x 了 上 的 多 (XxX 了)- 可 测 务 数 , 则 对 每 个 EY 
太 yET， 下 为 YY 了 上 的 妇 ( 了 )- 可 测 丽 数 ， 拉 为 卫 上 的 女 (XX) 一 可 
测 画 数 。 这 里 产 及 广 分 别 是 了 在 * 及 # 处 的 截 口 ( 见 第 四 章 定 
义 23.1)。 

证 (1) 第 一 部 分 显然 。 珊 设 多 及 乡 分 别 为 了 及 的 可 数 
基 ， 令 = {0 XV DUE， VE 多)}， 则 5 为 了 Xx 了 的 可 数 基 。 
由 于 CC 纪 (X) XB(Y), 且 久 的 每 个 开 集 为 5 中 元 崇 的 可 列 并 ， 
放 有 绍 ( 了 X7)C 细 (XR)X 绍 (7)。 从 而 有 久 (XXY)= 凶 (X) X 
Piss 

(2) 设 zEX， 令 8 的 = 拉 ， 则 8g 为 了 到 玉 xY 了 上 的 
连续 函数 ， 从 而 关于 雳 (了 )》 及 鹃 (和 xY) 可 测 。 但 B= g-1(B), 故 
也 .GE 级 人 7)。 则 理 可 证 BY EB(X)。 ， 

(3)》 注意 : Cf 10B)= (1(B)) (PICB) = (F710(BY)?， 
磷 (37 由 (23 掉 得 ， 

-F-- 引 理 前 证 明 留 给 读者 完成 。 

7.5 引 理 设 3 及 了 了 洲 拓扑 罕 间 ,T 为 紧 空 间 . 令 了 为 9X 了 7 
上 的 实 值 连续 函数 。,: 则 对 任 一 soEs 及 任 一 s>0， 存 在 的 一 
开 邻 域 口 ,使 得 对 一 切 s EU 及 一 切 1 ET, 有 |f(s, 1) 一 f(sost)| 
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A 


< 

7.6 命 看 设 玉 及 了 为 局 部 紧 Hausdorff 空 s 闻 ， 上 及 2 分 
别 为 芒 及 了 上 上 的 Radon 测度 ， 令 了 ECc( 玉 XY 了 )。 贡 

《1) 对 任何 xEX,， ye 了， 有 EEC) f*ECcCX); 

(2) 函数 zr>| Fx， DvCadw) 及 y=| fx 的 dd) 分 别 属 
于 Ce(XZ) 及 Ce(Z) 


3) | fie, reapecar) = | | fx, utdr)dy). 

证 (1) 令 玉 = supp(1), 设 区, 及 玉 , 分 别 为 下 在 和 及 了 上 
的 投影 , 则 下 ， 及 玉 , 为 紧 集 。 显然 有 在 了 上 连续 , 且 supp(f) 
CEK,, 故 ff ECclY)。 同 理 站 区 Ce 

《2) 分 别 对 瑟 x 正 。 及 六 ,x 说 应 用 引 理 7,5 即 可 推 得 (2) 的 
结论 (注意 ?(K2)<o0，j(KD<o0)， 

(3) 对 任 给 s>0， 由 引 理 7， 5 对 每 个 xEK,, 存在 x 的 
开 邻 域 U,， 使 对 一 切 wx Ex 及 一 切 vEK。， 有 有 | fCx’ ， 有 一 
flx,g) 1 <e, 出 于 乓 1 为 紧 集 ， [i Ux) "sy U 名 瘟 上,. 


令 41，。…，As 为 两 两 不 交 的 Borel 集 ,使 得 :CCUy, ,li 
. 且 之 4 二 下 1 仿 
g(x» WD fris 2374 (2 


则 容易 验证 
jee, yp Cdr vdy) = {gc pvadg) nuldx) 


-> nC A fi, Wray . 
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刘 外 ， 了 及 吉 在 天 XK 下 ,的 余 集 上 为 0， 且 11 ~-g|< 之 s。 于 是 有 
[ffs wuldx)rdy) ||, ee 


< 9- "B(x, uaan| 


+ |ff ores 9)- gx Davypdx 
en(kK, )v(K, )。 | 
得 于 5 之 4 症 任 意 的 ， 议 (3) 得 证 ， 
命题 7 了 .46 导 莪 如 下 的 
7.7 了 7 定义 设 上 及 了 和 分别 为 局 部 紧 Huusdorff 罕 间 着 下 了 
.上 的 Radon 测度 、 由 命题 7， 6C3) 知 "我 们 可 在 Ce(XXY) 上 是 立 
一 正 线性 泛 衣 工 : 


1(f) = [fi udedy) = {fx rAdy) pdx) 


由 于 证 x 了 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 获 由 Riesz 表现 定理 知 ， 
有 下 xXY 了 上 唯一 的 Radon 测度 与 本 对 应 。 我 们 称 此 Radon 测度 
为 4 与 ?的 及 adon 雪 积 ， 记 为 上 xy。 
下 面前 任务 是 要 证 明 与 Radon 乘积 测度 Xv 有 关 的 Fubi~ 
ni 定理 。 为 此 ， 我 们 需要 有 关 下 兴 连 续 沙 激 积 分 的 一 个 结果 ， 
7.8 定义 证 五 为 一 打 补 空间 ,函数 f; Xi>(- co，+co] 
称 为 下 半 连 续 的 ， 其 果 对 每 个 实数 4，[ 六 > 4 为 开 集 ， 称 函数 
ft XX 一 [一 00，+ 0) 为 上 尘 连续 的 , 如 果 - 了 为 下 半 连 续 、 
显然 ， 琶 下 半 和 连续 又 上 半 连 续 的 谱 数 为 连续 函数 . 反之 亦 然 
此 外 ， 一 族 下 半 连 续 丽 数 的 上 端 为 下 半 连 续 艇 数 ， 下 半 连 续 画 数 
汐 Borel 可 测 、 
7.9 引 理 设 玉 为 一 局 部 紧 Hausdor: f 2 闻 ， .tb 为 包含 
入 () 的 一 o 绕 数 ,为 吧 上 的 一 及 adon 测度 。 设 站 为 一 族 非 贷 
于 半 壬 续 隐 数 ， 合 德 - 对 任何 :ji .hizEwGP， 存 在 8#E. 洲 ， 满 是 
童星 久 


Wine i od i hd er . - 1 - re =p RE 


hh Va,, 令 
f(x) = sup{h(x): hEA}, xER, 


则 [fap= sup{ fade hE 小 
证 显然 对 icp 有 [ze<| for 为 证 引 理 ， 只 需 证 ， 对 任 


一 实数 4< dw， 存在 hE, 使 4<| eau。 为 此 , 先 用 简单 函数 
表 近 f。 令 
Do | 


3 nT—1 


"= LS 计 人 | 

Hal poe 
”网 所 为 Borel 可 测 ，f。 4 放 有 |frdp + [de。 于 是 存 站 自然 
数 N， 便 |fnaxe>4。 

则 于 jnse= 让 六 wp， 故 由 4 的 正则 钵 ， 存 在 Uy, ; 


的 紧 子 集 EK; ，i= 1，2.…，N2*， 使 得 去 DAK )>>4. 令 8= 


-吉之 于,， 则 对 每 个 xE UK 有 
gr) fntx) f(x). | 
于 是 南开 的 定义 ， 对 每 个 ze kK; ， 存 在 加 EH， 使 8(+) < 


有 (x) 。 由 于 -机 .一 g 为 下 半 连 续 ( 见 可 题 7， 12), 故 存在 x 的 一 开 邻 
城 可 ,本 对 一 雪 zy CE, 有 hy{y) 一 (20 更 取 Uxis"" 和 如 二 


* 生 划 站。 


让 


Fm ei | - 1 


使 LU。 UK 并 取 有 E22， :使 各， hx,， 则 jg， 从 而 


Em=l bi 


有 
< 吉 5: uCKi) = jos 


引 理 证 毕 。 
7.10 命题 设 并 及 了 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，， 上 及 了 J 人 妇 
别 是 和 及 了 上 的 Radon 测度 ，p x» 为 其 Radon 和 对 积 。 令 令 T 为 
义 xY 了 的 开 子 集 ， 则 
(1》 函数 z->z(PFs) 及 va(U>) 为 下 闪 连 续 玖 数 ， 
(2) ux 1)D) = 上 vp dx) = | HU Yd), 
证 (1) 令 ~ 
a fe fECAKRXY): DFT 
"= {fr FECeCXXE): 0&f Tu} 
则 .办 CCe(F)》，3yCCe(X)， 且 和。 RK’ 清 足 引 理 7 9 的 条 
性。 让 由 引 理 7,9 得 


ve oa 人 fudy FE 中 i {7,1) 

na(U?) = sapf Pa f” Eap y : (7.27 
但 由 命题 7.6， 和 |fvdy 及 妇 一 |j?dp 是 连续 画 教 ， 放 Wy(U》 
及 yat0?) 是 下 半 连 续 应 数 ， 


{2)》 今 . 闪 = {f ECoAXXY) OSEf SL,), 则 相继 由 习题 2. 31 
引 理 7.9 及 (7?7,1) 式 得 


CHRXPIT) = shp | facn Xp) 
EN TXT 


= 了 4 


， . | 4 1 rr ob 1 
可 bE rh cir ernie 站 


5 sp 直人 大 Xe yady) (dx) 
= |( sup|f; dv )uCdx) 


= | wt nan). 


<2) 的 第 一 部 分 得 证 。 同 理 可 证 (2) 的 另 一 半 ， 全 是 证 毕 ， 

下 一 定理 是 有 关 Radon 乘积 测度 &X7 积分 的 Fubini 定理 . 
了. 11 定理 设 和 及 了 为 局 部 紧 Hausdorif 空间 ， 上 及 YY 分 
别 湾 了 及 Y 上 的 Radon 测度 ， uxv 为 其 Radon 先 积 . 设 了 E 
I1( 且 XY 了 ， 绍 (时 XY ),4Xv), 且 存在 分 别 关 于 jp 及 ”为 o 有 限 
掀 Borel 集 六 ， 及 了 。， 使 六 在 天 xn 的 条 集 上 为 0， 风 | 

(1) 对 je-a,exs fe EL! (FY, BY), y)， 对 Va ¢. 2 
”ELICX, BN), Ms 


(2》 令 z 

了 7 (xz) = {J er BY), py), 
其 它 情形 . 

Ty) = {Je dj， 着 帮 E (EN, HK), ys 
其 它 情形 。 


手 Ti Er (XK, BBR), KITELI(FT, (YY, v),HB 有 
freexp=freouao=frPprtp 


.证 首先 假定 瑟 E 堆 (人 XZ)， 并 假定 存在 4E 过 ( 和 ) BE 汐 
<《Y)， 使 KK4)<eo， xy( 卫 )<oo， 且 瑟 C4x 了 3B。 往 证 
C0) 函数 >y (Ex ) 及 gp(B?”) 为 Barel 可 测 ， 


8) (ux) (E) = fecan) = [accan. 


由 上 及 ”的 外 正则 性 ， 存 在 开 千 U24 及 开 集 VB, 使 Kt 如 ) 之 
os VY)<oo, 令 W=UXY, 令 


-4 


= [万 E 雪 (和 xX7): DCW, D 满足 性 质 (0) 及 (5)}， 
出 易 见 9 为 也 上 的 条 类，。 另 一 方面 ， 由 命题 7,10 ， 爷 的 一 切 
开 子 和 集 属于 名， 故 由 单调 类 定理 (第 一 章 定 理 2.2)， 多 = 细 (WW) 
= 素 几 元 (全 )( 后 一 等 号 见 第 一 章 习 题 2,7)。 特 别 EE9， 

由 上 所 证 ， 容 易 推 项， 设 瑟 EE 纷 (了 x 了 )， 假 定 存在 ko 呈 有 
痕 集 45 儿 (X) 及 vo- 有限 集 BE 刀 {了 了), 使 EAxB， 则 吾 禄 
足 性 质 (a) 及 必 )。 于 是 ， 用 过 各 的 方法 从 简单 函数 过 渡 到 非 负 可 
浏 沙 数 ， 即 可 推 得 定理 的 结论 . 证 毕 。 

习题 
?7.12 设 天 为 一 拓扑 空间 ， 4 为 的 一 于 集 ， 册 为 要 14 为 

下 尘 连 续 函 数 ( 相 应 地 ， 上 学 连续 函数 )， 必须 且 愉 策 4 为 开 集 
《相应 地 ， 闭 集 )。 
7, 13 设 玉 为 一 拓扑 空间 ， / 及 为 下 半 连 寺 隙 数 ， 财 + 
”为 下 半 连 续 函 数 。 

7.14 设 蚁 了 ,js yy 及 pxy 如 定理 了 ,11. $f 为 XY 
上 的 非 负 下 半 连 续 函 数 ， 则 

(1>》 王 数 se| Fe gvtay) RK si fo, 3 汐 Borei 
可 测 ! 

(2) [facnxr) = ff dy adr) = Jc, VDRCSX) 


HKC8Dv 
7,15 诉 总 及 y 为 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 yw 太 
7 分别 为 和 及 了 上 的 Raton 测 度 . 则 # 及 ?为 o 有限 测 度 ， 
鹃 (和 xZ)= 轨 人 () x 震 (了 )， 且 绍 (XxY) 上 通常 意义 下 的 莱 积 
测度 kXy 就 是 Radon 腰 积 浏 度 ， 


38 ,Polish 空间 及 有 眼 测度 的 正则 性 
”Polisb 空间 古 概 率 论 中 经 常用 到 的 一 类 拓扑 空间 本 . 节 只 
Ts 


介绍 Polish 空间 的 基本 人 性质 ， 演 关 这 类 空 亲 的 进一步 讨论 可 参 
看 Donald L,Cohn*Maeasure Theory "np, 281—296, 

8.1 定义 设 佛 汶 一 Hausdorff 空间 。 如 果 在 旷 上 在 本 与 
拓扑 相 容 的 蚂 离 0 使 (X， p) 为 一 可 分 完备 距离 局, 则 称 和 为 
. Polish( 滤 兰 ) 空间 . 

这 里 ， 称 下 离 空 间 是 完备 的 ， 如 时 空间 中 了 的 基本 列 皆 收 钱 。 
完备 性 概念 不 是 折 扑 概念 : 一 个 先 备 距离 空间 可 以 或 同 以 一 一 等 价 
卡 离 变 成 非 完 备 的 。 

8#.2 命 三 设 和 注 一 Polish 空间 ,， 玉 为 基 的 闭 子 集 ，U 为 
芒 的 开 子 僻 ， 则 作 鸭 外 的 子 空间 ,FF 及 局 都 是 Polish 空间 ， 

证 设 。 为 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (和 X, 9p) 为 一 可 分 完备 距离 
空间 ， 显 热 ， 作为 蕊 的 子 空间 ， 《五 ， 6 ) 为 可 分 上 且 完 备 的 ， 就 为 
了 Polish 空间 ， 


下 面 证 明 芝 性 Polish 空间。 为 此 , 设 V 非 空 且 不 等 于 全 到 

谭 。 在 UU 上 朱 义 polx， 扩 如 下 
Palx, A + ey pg Dy s 
其 中 
ptx, UF)= inf{p(xs 2):' RE 人 Cj。 

容易 着 出 ，os 是 江上 的 一 距离 , 且 UV 中 序列 {x， } 接 p， 收敛 
于 局 中 的 点 x 等 价 于 {Xx} 按 。 收 合 于 x， 这 下 明 ; 距离 po 与 U 
欧 拓 扑 相 容 。 特 别 ，〈D; pf) 是 可 分 的 。 

现 证 (Uo。) 是 完备 肛 帘 空间 ， 设 {xs} 是 加 中 序列 , 且 按 po 
为 医 本 列 。 依 oi 前 定 羡 知 ，ixa1 按 并 疮 。 亦 为 基本 列 , 故 由 (X， 
0) 的 完 务 性， 存在 *EX， 使 p(z,，2 切 一 0 (1500) ,x 必 有 属于 也 ， 


因为 和 否则 秀 话 。， 有 limp(xs, U")=10， 这 将 导致 lim pofx。 :Xm) 


co， 这 与 假定 化.} 关 于 os 劣 基 本 列 矛 着: 芭 然 +EU， 则 由 
二 


站 i 
4 = mh mb Hh bt Fe pe ph pr i 和 
- me ee = 


(pxn, 光一 站 推 告 Do tTns 和 让， «HE, Po} 的 完备 性 得 证 .因此 ， 
5 为 Polish 空间 ， 证 毕 。 

8.3 命题 ”只 可 数 基 的 局 部 晤 Hausdorff 空间 是 Polish 空 
问 。 

证 设 瑟 为 一 具 可 数 基 的 局 部 基 Hausdortf 空间 , 令 久 :为 
其 单 点 紧 化 ， 则 X* 为 具 可 数 基 的 紧 Hausdorff 守 间 。 从 而 存在 
及 * 上 一 与 拓扑 相 容 的 距离 p， 使 (了 *，p) 为 可 分 肾 距 离 空 间 ( 见 

习题 1.40)7。 人 得 紧 距 离 空 间 最 然 是 完备 前 ， 帮 和 为 Polish 空 
间 。 但 下 是 XX* 中 的 开 子 集 ， 故 让 命 其 6. 2 知 ， 卫 为 Poiish 空 
间 ， 证 毕 ， 

8. 化 题 设 下 1， 和 为 Polish 空间 的 有 限 或 可 激 序 
列 ， 则 其 乘积 空间 了 X, 为 Polish 空间 

证 设 d, 为 XX, 上 的 与 拓扑 租 容 的 距离 ; 局 (X。 sd， ) 为 可 分 
完备 皮 离 空间 。 不 妨 设 对 一 项 zx 3 人 大 6 有 dt 和 殷 挟 1 否则 
令 d(x y) = dn (x yA 人 Nl1, 出 ds 与 df 等 价 ， HX,, 42) 仍 完 
备 )。 令 

dx = Zrdn(zoy 加 


其 中 xy gE 及,， 则 易 见 4d 为 [天 , 上 与 拓扑 根 容 的 距离 ， 且 


(TI[ X。，4) 为 可 分 完备 距离 空间 ， 因 此] X。 为 Polish 空间。 


证 毕 。 

下 一 命题 推广 了 命题 8. 2。 

8.5 命题 设 久 为 一 Polish 空间 ， 7 为 天 的 二 子 空间 ， 财 
了 为 Polish 空间 ， 当 且 仅 当 它 是 乡 集 ， 这 里 多 由 示 X 的 开 于 
集 全 体 ，。 . 


* 工匠 


， . i. 加 re 
ee 二 由 Ld 


-证 亮 分 性 。 设 了 = 门 U,， 其 中 每 个 U, 为 玉 的 开 子 集 。 


由 于 每 个 口 , 为 Polish 空间 (命题 8.2), 故 ]TT UV, 为 Polish 空 


所 (命题 8.4)。 令 
A={uE Hiw.: HU Tf it 十 


出 A 为 [Ur 中 前 闭 集 ， 从 而 为 Polish 空间 (命题 8.2)， 令 


-t= (Ch Yr Ye tv, = 


出 +- 为 了 到 的 加 胚 映射。 帮 了 是 Polish 空间 ， 

必要 性 。 设 了 为 下 的 Polish 子 空间 。 令 及 do 分别 是 关 
好 工 上 的 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 使 (E，@ 民 (7，do) 为 可 公 完 备 
距离 空间 。 设 了 为 了 的 子 集 ， 我 们 用 do(7F) 素 示 T 在 d, 下 的 直 
径 , , 即 qo(F) = sup. ,do gg) 洽 . 


y= u{Ww: WEY, WNYz, JW Ne 1), nl 
出 每 个 下 . 为 开 集 。 下 证 
T=7Y nn 了 小 8.1) 


由 于 4 与 ds 在 了 上 请 导 同 一 拓扑 , 攻 易 见 YCY (7,) 再 
证 煌 反 的 包含 关系 . 设 xE 了 N( 人 了, 则 由 人 ,的 定义 知 ， 对 每 
个 4 存在 * 的 江 邻 域 玉 ,, 使 到 NYz9, 有 do CW. hs- 一， 


不 妨 设 ( 玉 ,) 是 单调 下 降 的 集 列 。 另 一 方面 ， 对 每 个 5 存在 x 的 
* 150 。 


kr hi. ht ner HE “ “ 1 
EE I | rl En. TT - 4 r a 


开 邻 域 G,， 合 dG， ye -3 不 妨 设 (G， ) 也 是 单调 下 降 的 ， 由 于 
XE 了， 故 G,NY#$。 令 U.= WNG,, 则 对 每 个 ns 有 
TEU Us NY eg, a )< 十 ,， do CET, nD<1. 
由 于 (Y，d，) 完 备 ，U .由 Y 单调 下 降 ， 故 存 在 唯一 章 yEY， 使 
门 ,= {y}(Cantor 定 玩 )、 这 里 F, 为 UV;NY 在 了 中 的 闭 包 。 
务 一 方面 ， 由 于 (X， 是 完 务 的 ， 了 单调 下 位 ， EE 
n> 1 攻克 -人 但 曼 然 有 F.CU， NY 因 后 者 是 了 中卫 


集 ， 有 包含 U.NY); 故 yE nD， 从 而 = 特别 ; xEY. 
因此 ， 我 们 证 明了 了 YN( 站] 了 .EY 。(8:1) 得 证 ， Ht, 4 知 ， 


Y 为 9s- 集 ( 因 了 作为 距离 冠 间 中 的 闭 集 是 多 ;- 集 ， 站 TF" 也 


是 多 ji 集 )。 证 替 。 
8.8 定理 设 开 为 一 Poiish 空间 ， 为 罗 (X) 上 的 一 有 限 测 
度 ， 则 4 为 正则 的 。 
证 令 o 为 X 上 与 帮 扑 想 容 的 距离 ， 使 (多 ，p) 为 一 可 分 完 
备 距离 空间 。 为 证 的 正 测 性 ， 只 需 证 ， YAE 妇 (XX)， 有 
nCA) = sup{p(K): KCA，K 为 竖 集 }。 C8.2) 
〈 见 定理 3.5,043),) 设 {x。} 为 XX 的 可 数 黎 子 从 , 令 B(x,6) 表示 以 


x 为 心 半径 为 8 的 开 球 。 由 于 X= UU B(xs， 下 )， 帮 对 任 给 
:>0， 存 在 正 整数 ， 使 


se 1]S1.* 


A U B(x;; 一 )) >vep - 喜 #1 


令 为 全 有 界 集 站 vu B(x1，- 王 ) 的 闲 包 , 则 次 紧 集 ( 因 (X， 
为 完备 的 )。 我 们 有 


uxo< BA U s(x 二 让 )< 袜 去- Ey 


即 有 pCK) p(X) 一 2。 但 6>0 是 往 意 的 故 (8.2) 对 44= 交 成立 
现 设 4E 深 (7) 对 任 给 o>0, 先 取 紧 集 ， 使 KC(KS)<e, 此 外 ， 
出 系 3.2 知 ， 存在 4 的 闭 子 和 集 巨 穗 j(F) 之 ph(A) 一 5。 令 玉 ， 
= 下 站 王 ， 岗 天， 为 紧 集 ， 天 ,CC 机 且 有 gCK1)>pu(4)-2e， 蕉 
《8.2) 得 证 。 定 理 证 刻 。 
避 题 

“7 了 设 开 为 尺 中 无 理 娄 全体， 则 瑟 按 中 诱导 贞 的 拓 扑 为 

Polish 空间 ， 


-= 2。 


第 六 章 ”测度 的 收敛 


本 章 研 究 有 关 测 度 序列 的 收 合 性 问题 ， 其 中 包括 抽象 可 济 空 
订 上 丰 限 测度 的 收敛 ， 上 距离 空间 上 有 限 测度 的 弱 收 敏 及 局 部 紧 
Hausdorif 空间 上 Radon 测度 欧 小 收 人 误 。 


§ 1 Vitaii~Hahn-Saks 年 理 


下 一 定理 称 为 Yitali-~Hahn-Saks 定理 ， 将 我 们 在 下 -一齐 给 
出 这 一 定理 的 应 用 。 

1.1t 定理 设 (9， 实 ) 为 一 可 测 空 间 ， Cp ) 为 其 上 的 一 - 列 有 
限 符号 测度 ,4 为 一 有 限 测度 ， 使 得 对 一 切 z3>1， 有 gn 安 4( 这 样 


的 测度 4 恒 存 在 ， 例 


pep， 其 中 un | 表示 


的 全 变 差 ， jp | 为 Rs 的 虚 着 测度) 姑 果 财 每 个 4E 光 ， 极限 
HA) = im 人 4 存在 且 有 腿 ， 册 


(2) op el es | 


(3) 对 任 给 *>0， 存 在 1>0 使 得 ， 
4AE AA) supl i | Cd) 所 se, 


证 令 中 表示 L198, 祈 ,她 中 由 , 实 - 可 测 集 的 示 性 函数 等 价 奖 
所 成 的 子 集 ， 则 引 是 财 梨 。 从 画作 为 子 空间 ,有 为 完备 距离 空间 。 
设 4E. 江 ， 令 4 表示 是 所 相应 的 等 价 类 ， 我 们 用 多 表示 天 中 元 
到 等 价 类 人 全体 ， 则 (多 ,dg 为 完备 距离 空间 ， 其 中 
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dA, B)= 4AAB), 
设 >0, 令 
Li={AES, Vnj, mf, Iu (CA) — pn Cd) cl 


出 于 冰 数 4i->i 人 4) 在 .和 上 连续 , 故 工 ; 为 闭 集 ,显然 Jr = 区 


《办 对 一 切 4E.Y ,po( 有 4) 收 合 )。 出 Baire 定理 ， 椰 在 某 17; 司 工 ; 
有 一 内 点 4， 即 对 某 有 >0， 有 ， 
BEF SBAA) ER |p (BY -wntB) | Ea Vi 7 Ym 
取 0<1< 之 h， 使 得 ( 坝 第 三 章 习 题 3.19》， 
CE MC En 1 (Oo, i=1, 
对 nn 闻 f 我 们 有 
le CO EIp CAUCO — pn CA + pa CANC) ~ pn Cd)! 
S| (AUO -pAUO T+ lu AUC) 
— giCAYT + i CA) — pdd) | 
二 [pg (A\C) -RitA\C) | 十 las (AN\ CY 一 Hi 4) 
+ |gi CAY ~ ps Cd)| 
于 是 MACErn>suplp (CO 入 6d。 从 而 由 第 三 章 习 题 3， 23 知 : 


A(C) EH supl ps [中 所 120。 由 此 立刻 推 得 (3) 他 a= efl2)., 


下 面 我 们 证 明 (2)。 我 们 将 空间 9 分 为 有 限 多 个 如 测度 
的 原子 及 有 限 多 个 和 -测度 志 # 的 集合 ， 出 于 [ps1 才 4， 玫 4 的 原 
子 必 为 每 个 jar| 的 原子 。 从 而 在 4 的 原子 集 4 上， 有 有 lxn1(4) = 
[end4)1， 有 从 而 -suplm1(C4)<ce。 也 此 并 利用 前 段 的 结果 推 得 


2) 的 结论 。 … 加 sl 
最 后 ， 4 上 器 多 是 有 交加。 现 设 EE， Te 


故 是 有 有 限 符号 测度 。 证 毕 ， 
，154 。 
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习题 
1.2 设 (2, 和 天,P) 为 一 概率 空间 ，5 E 工 KK8, 纪 ,P)， 若 对 一 


茹 4E. 并 ，| 瑟 @ 的 极限 存在 且 有 穷 ， 则 存在 唯一 的 ELK!(8， 
于 ,P)， 合 z : 
Lim| 8 dP=| dP, AEF. 


$ 2 距离 空间 上 有 限 测度 的 弱 收 化 


设 忆 为 一 距离 空间 (或 可 距离 化 的 拓扑 空间 )，Ce(X) 表 未 站 
上 有 界 连续 函数 全 体 。 由 习 稻 5.16 知 , 坟 (X) 上 有限 符号 测 并 全 
栖 可 视 为 Cs(X) 的 对 偶 空间 。 因 此 ， 我 们 自然 引进 如 下 的 定 义 : 

2,1 定 光 设 ( 了 XK ，0) 汶 一 距离 空间 ，ksnisks9'" 沪 作 (X) 上 
的 有 限 测度 。 如 果 对 一 切 ECetX)， 有 


- 中 | Fan = | ya 


训 称 (pw) 弱 收 合子 KR; 记 为 pp hs 
显然 ， 羽 收 伊 的 极限 是 唯一 的 。 此 外 ， 由 于 CCX) 只 与 的 
拓扑 有 关 ， 所 以 测度 亏 收 敏 轿 念 并 不 依赖 于 候 离 的 送 取 。、 
下 一 引 理 允许 我 们 将 有 限 测度 的 弱 收 敛 归 铺 为 概率 测度 的 弱 
站 敏 。 
2 .2 定理 话 ( 革 ,Dp) 沪 一 距离 空间 ， Reiistas "(XIE 
的 有 限 测度 。 令 


A) 
PAAY= ex) Pr(d= CR): AEBE). 


| 说 
(C1) Hn 


3 了 5 


(2) Pa— >P, tn (KX)->nut KX). 

证 显然. 

2.3 定义 设 久 为 一 折 扩 空间 ，& 为 纪 ( 玉 ) 上 一 测度 ，A 
BX) 坷 04)=0(64= 不 A 为 4 的 边界 )， 则 称 4 为 je- 连 
续集 ， . 

下 一 定理 给 出 了 测度 弱 收 化 鸭 若干 刻 泗 。 

2.4 定理 设 (X,p) 为 一 距离 罕 间 ， fs Ks He “为 加 (XX) 上 
的 有 限 测 度 ， 令 多 。( 义 ) 表 示 六 上 关于 6 一致 连续 的 有 办 了 数 全 
体 ,，( 从 而 交代 p(X) CCe(Y)) 则 下 列 条 件 等 价 ， 


Ww 
(1) po 
(2) VfEW,(X), Lim fdr = |#ar: 


(3) Y 闭 集 P, limpn(F)<A(F), 有 lim p(X) = (XY)s 
(4) WV 开 集 G6， lim pn (G)>1(G)， 且 1impn (X) = p(X)s 
(5) 对 任何 -连续 集 4€ 绍 (X)， 有 lim po (4) = (4)， 
证 《1) >(2) 显然 下 证 (2) 之 (3)， 假设 (2) 成 立 。 证 三 为 


1 A 站 
半球 ， 令 fo(X) -ToGE) ) ，"*>1; 则 疡 和 和 (CE)， 且 
fs 4 lps 故 有 
pF)= lim fde= lim [iin (fede |> Vim (F), 


然 。 由 下 起 看 出 ， 
lim kn CA) SE lim Ha AYEn( A) = HA SLim Hs C4) 
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大 上 中央 CA), 


剩 下 只 需 证 (5) 之 (1), 设 (5) 成 立 . 令 fECe (X), 给 定之 0， 
选取 N 入 .及 实数 41， as" sdN-1» 使 得 | 
-1= a “<aN- 1aw= | fl +1, 
县 合 suptai 一 ai- De Rh ALF= 4) =0, 1<i<N— 1， 这 里 
A= supl f(x)1, 令 B,= [Car ef er j= 1,2，… 和 NN， 出 


(B81) 两 两 不 相交 ， DB -x, (81) = TEEEN, 此 外 ， 
对 一 切 *E 碟 ， 有 fo ~ De Fei (0 |<e. 于 是 
Hm| [fd ~ fa i 
可 2 
<limCps (XI + HK)e + 4 | 之 wmsaoe -0 : 


(KE 立 o 枉 p(B jn ol -90 


出 于 ~->0 是 任意 的 ， 所 (1) 成 立 ， 定理 证 学 
从 现在 起 ， 我 们 只 讨论 概率 测度 的 弱 收 伍 。 - 
2.5 引 理 ” 设 天 为 距离 空间 ( 开 ,py 到 另 一 距离 空间 (了 上 ， 力 中 
的 映射 ， 令 D( 和 ) 表 未 的 不 连续 点 全 体 ， 则 DO) 为 X 中 的 
Borel 可 测 集 ，。 
证 令 ， 


dv= {EX 存在 yx 人 EX， 使 pxs 扩 之 一、 
1 1 
PX A) dh sh) ) Rm= 112 
则 4 为 嘉 的 开 子 集 。 显 然 有 | 
Dik) = Uf[1d,,. = 
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融 万 (和 为 六 中 的 Borel 证 测 集 。 
2.6 定义 ” 设 (X,p) 为 一 虐 离 空间 ,了 为 多 (X) 上 一 概率 测 
讼 ， 记 为 (XX,p) 到 田 一 距 况 空间 (了 了 , 引 ) 的 映射 .如 果 PLD(8)) =0， 
册 称 产 为 PP 连续 的 ， 
2.T7 命题 设 ( 瑟 ,py 机 7， 了 为 两 个 距离 空间 ， PPisPss 机 
为 儿 (X) 上 的 概率 测度 ,为 人 到 了 中 的 Borel 可 测 映射。 如果 


Ps 一 >P 且 为 P 连续 的 ， 则 有 Prh! 一 >Ph-!. 这 里 Ph-! 为 
由 到 在 (了 , 静 ( 了 ?上 导出 的 丢 率 测度 ， a Ph* CYP (OC)), 


证 设 石 为 了 中 的 闭 集 ， 则 有 - 


WiCF)Y CD UR ICE). (2.1) 
于 是 由 假定 PCD 了》 =0 知 PCh 1CF)).= PCh"1(F)), 表 贝 候 定 


五 ， 一 >P 及 定 琴 2. 4 知 ， | 
Jim Ph (PY 下 iF) | 


i 


一 me 上 时 一 


limp FT I SPEED) 


性 一 


“= POh TUF = Ph IFY) 


这 表明 了 ,8 :2 py- !( 兄 定理 2,4)。 证 内 

下 一 命题 是 上 一 一 命题 的 重要 推论 ， 它 使 我 们 对 测度 的 弱 收 襄 
有 了 更 进 -- 步 的 认识 。 

2.8 命题 设 ( 卫 ，p) 为 一 距离 空间 ， P,P1,.Pss 为 8(X) 


上 的 壬 率 测度 。 若 P, 一 >P， 划 对 一 切 P- 血 续 的 有 界 Borel 可 
洲 实 秆 函数 f， 有 


lim | fdP, for. 
~ 158 ， 


i 


证 设 丰 为 蕊 上 的 有 界 Borel 可 测 冰 数 ， 风 存在 e>0， 全 
fi 所 a， 于 车 为 (名 (XZ)) 色 ([ 一 #4j， 赵 (一 a28])) 中 的 可 


浏 映 射 。 假 定 为 -连续 ， 则 由 命题 2.7，P,f-' 一 >Pf-!. 令 
gt)=t; ttEC-ey go] 则 8g 为 [ 一 a，aJ]J 上 的 有 界 和 连续 晴 数 . 故 贞 
弱 收 化 的 定义 知 
lim sd(P,f- 1) -= 人 ee 六 5， 
因此 ， 册 第 三 章 习 题 1.15 知 (注意 gof = f》 
im | faP, = | fa 
命题 证 毕 。 可 可 
2.9 注 设 久 为 m 维 欧 民 空 = Re", P 为 个 (R") 上 的 概率 油 
度 ， 令 
F(x) = Plys p< XR” 
称 了 为 与 概率 测度 P 相应 的 分 布 函 数 。 设 xER"， 则 易 知 下 述 两 
言 等 价 : (DF 在 x 处 连续 (2) 集合 {g， y<x} 为 户 连 续集 ， 


关上 着 了 和 sp 网 时 王后 过 站 点 有 CuPC 人 
命题 2.4(5))。 这 里 王 。 为 与 PP 相应 的 分 布 函 数 , .反之 、， 设 对 下 
的 一 其 连续 点 x。 有 F(X) 一 F(x)， 刚 出 HellyBray 定 现 知 ， 
对 R” 上 一 切 有 界 连 续 函 数 f， 有 


bsjJur far 


即 有 P,-P。 因 此 ，R" 上 分 布 函数 的 弱 收 敛 与 相应 的 概 率 测 
度 的 弱 收 敛 是 等 价 的 。 这 吉明 ， 距 离 空 间 上 的 槛 率 测度 的 弱 收 伍 
鬼 念 是 欧 氏 空间 中 分 布 函数 明 收 仁 概 念 的 自然 扒 广 。 

习题 
2.10 证 明 命题 2.7 的 好 下 推广 设 (X,0) 及 (Ys 由 为 两 站 
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CT -i 


距离 容 间 ，P,P,,P,,… 为 吸 (K) 上 的 概率 测度 ， 昌 P. 一 >FP。 
又 设 ij，ja，… 为 并 到 工 中 的 Borel 可 浏 映 射 ， 如 果 存 在 X 
中 的 Borel 可 淹 集 已 ,B11，B。，…， 使 得 下 列 条 件 被 满足 ， 

(1) PB’)=0, P,(B)=0, n=1, 2, ‘3 

(2) xs EBns XEB, olxns X00 CX )->hCX). 


WW Ph-1— >Pph-1. 
2.11 证 明 (2.1) 式 。 
2.12 设 ( 了 ，p) 为 距离 空间 ，4 为 也 的 一 子 集 ， 卫 为 儿 (X) 
上 的 一 概率 测度 ， 则 为 要 4 次 六 连续 的 > 必须 且 只 需 4 的 示 性 
雇 数 14 为 连续 函数 ， 


“In 


$3 胎 紧 (Tightness) 上 与 Prohoroy 定理 


在 本 节 中 ， 我 们 恒 假定 (X,p) 为 可 分 距离 空间 .我 们 用 多 (X) 

未 示 绍 (X) 上 概率 测度 全 体 ， 这 时 ， 我 们 可 以 在 多 (X) 上 引入 距 

离 d， 使 得 按 距 离 d 收敛 等 愉 于 上 一 节 定义 的 测度 弱 收 化 。 本 节 
的 主要 任务 在 于 给 出 (多 (了 }，。d) 中 相对 紧 集 的 一 个 刻画 .。 


3. 1 命题 在 拓 (X) 上 可 及 引入 距离 使 得 P. 一 > Pe 
d(P,, P)->0, 

证 ”由 于 (了 X，p) 是 可 分 距离 空间 ， 册 Tychonoff 招 入 定理 ， 
及 与 一 紧 踪 离 空 间 (Y，p 的 某 一 子 空间 合 脖 。 我 们 不 妨 设 卫 为 
该 子 空间 -于 是 距离 p' 限于 与 p 等 价 。 令 中 为 忆 在 (yp') 中 
欧 闭 包 ; 则 ( 社 ，p/ ) 为 紧 空 间 ， 县 为 可 分 的 。 从 而 CC 家 ) 为 可 分 
Banach 空间 ( 见 第 五 章 习 题 5.12) .这 里 C( 祥 ) 央 示 也 上 连续 函数 
全 体 ( 即 有 有 界 连 绪 函 数 全 体 ),“ 男 一 方面 ， 令 人 WV。r ( 卫 ) 表 示 了 上 按 
曝 离 of 一 致 连 续 的 有 界 函 数 全 体 ， 列 易 知 ， 为 要 了 E 人 s'(X)， 
当 且 仅 当 存在 FECC 及 )， 司 了 为 了 在 XX 上 的 限制 . 这 时 还 有 人 


» 60 = 


站 旦 了 


= 了 ， 因 此 ，%8sr(X) 与 C《 这 ) 同 构 ， 从 而 人 Woi(X) 可 委 , 令 
{fisfa，"} 为 信 。r(X) 的 可 数 筒子 集 ， 对 卫 ， QEP(X), 令 


d(P,Q)= aAl| fidp- |fia01) 


础 4 为 (XY) 上 的 距离 , 且 由 定理 2.4 知 d(P,，P)->042P, -> 
卫 。 证 毕 。 : | | 

3.2 注 若 玉 涛 -Polish 空间 ， 则 可 证 明 萝 { 和 发 ) 按 测 度 弱 
收敛 拓扑 也 是 Polish 空间 ， 由 于 下 面 不 需要 这 一 结果 ， 我 们 不 
在 这 里 给 出 它 的 证 明 。: 

设 人 为 多 (X) 的 一 子 集 ， 称 作为 租 对 紧 的 ， 如 果 八 的 闭 包 入 
为 多 (XX) 中 的 紧 集 。 下 面 我 们 将 给 出 多 (中 相对 紧 集 的 剂 黄 。 
为 此 ， 先 引进 一 个 胎 紧 的 概念 。 

3.3 定义 设 作 为 多 (X) 的 一 子 集 ， 邵 果 对 任 给 E>>0， 存 在 
入 的 一 紧 子 集 民 ， 使 得 inf {P(EK); PEN}>1-e, - 则 称 信 为 胎 
紧 的 (Tigh1)， 

3.4 定理 (ProlhoroY) 设 入 己 岂 (了 

《1)》 著 人 是 胎 紧 的 ， 则 八 在 多 (六 ) 中 是 相对 紧 的 ， 

(2》 反 之， 落 进 一 步 蕊 是 Polish 空间 ( 即 存在 一 与 等 价 
的 距离 p*， 使 (X，p’) 为 完备 的 );" 则 入 的 相对 紧 性 蕴含 八 的 胎 
恩人 

证 (1) 首 先 ， 将 天 借入 冯 一 紧 距 离 空间 (Fo: ) 中 ， 并 令 脏 为 
X 在 (Y,o) 中 的 闭 包 ( 见 命 态 3,1 的 证 明 )。 则 ( 过， “) 为 紧 空 
闻 。 现 设 人 为 胎 紧 的 ， 令 (P,) 为 人 中 的 一 序列 ， 要 证 存在 子 列 


(P wu 使 Ps 一 > 某 P。( 这 等 价 于 八 欧 相对 紧 性 ， 因 为 罗 (X) 


是 可 分 距离 空间 ,) 对 4E 灾 5( 冬 )， 令 
Gu (4) = P, CAN XK), 


则 易 知 9, 泡 ( 吓 ， 雪 (下)) 上 的 测度 (注意 级 (X) = 儿 ( 全 ))。 
设 {f, ,fs，…} 为 CC 于) 的 一 可 数 简 子 集 ,我 们 不 妨 设 f,(x) =1， 
VXxE 芋 ， 用 对 角 线 法 则 ，: 可 选取 CQ.) 的 子 烈 《Q4,), 使 得 对 每 个 


i = 1, 2, *'， 有 下 述 极 限 存 在 ( 且 有 穷 ) 
lim | fidQns = HF G3.D 


1 可 唯一 扩张 成 为 CC ) 上 的 一 正弘 性 泛 函 。 由 于 1(1) 31， 放 出 
Riesz 表现 定理 ， 存在 8E 史 (人 及) 合 对 一 切 FEC(C 瑟 ) 有 GCC 让 


= 1(f)。 于 是 由 (3.) 不 难看 出 ,， On 一 >9。 下 两 我 们 将 证 明 ， 
存在 PEP(X), 使 Pn 一 >P。 .| 
出 于 假定 八 是 胎 紧 的 ， 故 对 每 个 w= I，2，，…， 在 在 XX 的 紧 
子 集 Ka( 从 而 也 是 是 的 紧 子 集 )，、 使 得 Pn, (Kn)>1 一 ,k=1， 
2，.…， 显 然 有 Qn, (Kn) = Pn,CK。)。 于 是 有 (注意 Cn 一 0) 
QE Lin On, (Rm)>1 - 一， 提 一 1 2， 
合 爱 ， = EK, 山 QCXo)= 1, 令 


pOAY = OCAN KX,), AEB EX) 
风 PEB(X)， 且 PLXo)=1。 设 玉 为 下 中 的 闭 集 ， 则 存在 芝 中 
欧 闭 集 4， 使 F= dm 无 。 于 是 我 们 有 

P(FY = PCAN KY= PCAN Ko) 


=Q(AN XO) = Od) lim On, (A)= limPa, (ANXY 
=JimP rn, (FY, 
i 
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小 由 定理 3.4 知 ， Pu, 一 >P。 (1) 得 证 , 
(2) 不 妨 设 (,p) 本 身 是 完备 的 . 设 八 十 多 (XX) 中 的 相对 紧 
集 ,对 任 给 8>c， 因 六 是 可 分 的 ， 故 存在 可 数 多 个 直径 为 6 前 开 


球 4 ,4 ， 使 得 4 = 有 XX。 令 B= 【JA;， 则 对 任 给 e>0， 


天 号 朋 


存在 *， 使 得 inj{P(B,): PE 八 } 宇 1~ ze。 因为; 如 采 不 然 的 
活 ， 对 每 个 %， 奏 在 PE 人 人 ， 使 PCB)<1-es。 由 (Po) 的 相对 


紧 性 知 , 有 子 列 (Pr,》， 使 Pn 一 >P。 这 时 有 (注意 B。 为 开 集 ， 
B44) 
p(B, < lim Pn, Bs ?Hin Pn, (Bn,) 1l~e. 
但 BX， 和 上 式 得 POCD < 这 不 订 能 ， 中 上 六 证 ， 各 生 
e>0， 天 每 个 2 入 .。 存 在 有 限 多 个 直 短 为 上 的 开 区 di 


bd 


hs St 他 人 or 二 如 果 令 下 
ol | 


为 全 有 界 集 门 UA 的 闭 包 ， 网 下 为 紧 集 ( 因 (X,p) 是 完备 的 )， 


上 三 了 天 


且 有 inE {P(EK)s PEN>1-e. 焦 定 义 , 八 是 胎 紧 的 ， (2) 得 证 。 
习题 
3,5 设 (P,) CP(X), 者 (P， ) 为 相对 时 的， 且 只 有 只 一 多 
报 点 BRB, 虽 P, >P， 
as 1]63* 


he mT es oi i pi i hh de te ie LE my A i eh Ee 


§4 局 部 紧 Hausdorff 空 闻 上 Radon 测度 的 淡 收 营 


4.1 定义 、 设 为 一 局 部 紧 Hansdorff 空 间 ，jyp13 ， ma 
为 静 ( 瑟 ) 上 的 Radon 测度 。 如 果 对 一 切 jEC。A(X),， 有” 


Lim | fax = | fen 


则 称 (x,) 淡 收 雍 于 pi 记 为 此 —>p. (我 们 将 英文 ee ‘Cor 

vefgence? 译 为 淡 歼 敏 )。 站 

由 及 iesz 表现 定理 知 ， 淡 收 仑 的 袜 恨 是 唯一 的 。、 
#4， 2 命题 设 式 汐 一 -局 部 紧 Hausdorff 空间 ， Rls po … 汶 

这 (X) 上 的 Radon 测度 。 如 果 对 一 切 FEC。K)， 下 述 极限 在 在 


且 有 闪 ， 


lim Jo = 10) C4,1) 


， | 也 


则 在 存 轨 (O 上 唯一 的 Radon 测度 ， Ps 全 得 4 了 > 
:证 了 为 C。 (2 的 天 性 汉 本; 故 由 Riesz 浇 现 定理 ， 存 
在 唯一 的 Radon 再 ye 一 切 了 EC。 (有 ), :有 DD). 戈 


C4.1) 和 pep 证 毕 。 

4.3 引 理 设 瑟 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdcrtf 空间 ，& 
为 绍 (X) 上 一 Radon 测度 ， 则 对 全 一 紧 集 “ 三 在 一 包含 X 的 
1~ 连续 聚集， | 

证 ”由 第 五 章 习 题 1,38 知 ， 存在 一 列 里 集 (K。 )， 使 KK, 忆 


K, +19 N21， 县 区 = UE,. 于 是 存在 某 个 %， 使 KCKs . 令 p 为 

X 上 与 拓扑 祖 容 的 距离 ( 见 见 第 二 章 习题 1.40)， 出 存在 8S>b， 使 

{x Otx, Kj} K.,, 他 了 = {xs p(xs KY 则 J FF {x 
站 1684d 面 


p(xsK)=t}。 由 于 OF1N6F, = 四,1 夺 sOF1 CCK, 0<te6, 
放 存 在 某 tc 《0,6), 僻 x(9F1,》=0( 注 意 a(Ke) Eu(K,) 00), 
于 是 Fi ,为 包含 下 的 yr- 连 续 紧 集 。 证 毕 . 

| 定理 设 科 为 一 -局 部 紧 Hausdorft 空间 ， peop hs 人 
为 一 (了 上 的 Radon 测度 。 考虑 下 列 命题 

(1) pe 

《2) 对 一 切 紧 贷 玉 ， 有 也 而 pakK) SACRK)， 对 一 名 相对 紧 开 
集 忆 有 HG)<limpn(G) 


(3) 对 一 切 广 连续 相对 紧 Borei 集 B, 有 Tim p(B) = 
HCBY,. EE . 
刚 有 (1D 这 C2) 过 (3) 进一步 阁下 为 具 可 数 基 的 ， 风 上 述 三 命 
题 等 价 。 

证 (1) 二 (2)， 设 k 为 紧 集 ， 对 全 给 cx， 由 的 
正则 (性 ， 看 在 开 岂 上 二 KK， 梧 jC 之 ntK) +g。 于 是 由 第 天 章 命 
题 1.20.(2)， 存 在 EC.(Xj， 合 得 正 夭 fsIo。 因 此 我 们 有 

El EAD CHO te. 


由 于 >8 是 任意 的 ， 均 有 Tin Tim pe CR) dE). 现 设 6 为 相对 紧 


江 集 对 尾 镍 o>0, 存在 紧 桌 兵 己 G 全 KG<CEDTY 取 # 毛 
CotN)， 使 I 所 1 志 Te， 则 有 - 
limp (Olim ph) = 了 -AO 


册 于 : 守 0 是 任意 的 ， 帮 有 lim £0400), 


(2) =(3) 直 下 式 看 出 (注意 有 为 紧 集 ， B 为 相对 紧 开 人 8) 
* 165 。 


eh FE + eb Et EE 1 


,于 EE HB) Sa(B)p (B) 


lim «(B) < lim p(B, 


+ 放 = 


现在 假定 到 为 且 可 数 革 的 局 部 紧 Hausdorff 空 章 ， 汶 证 (1)，， 
(2) 及 (3) 等 价 ， 只 需 证 (8) 之 (1D。 设 (8) 成立; 令 fEC。(X)， 
出 引 理 4.3, 存在 i 连续 紧 混 忆 , 使 Cosupp(f). 令 

vaCHB)Y=g. BNC), p(B)Y= E(BN CY . 
则 对 任何 吐 连续 集 B， 易 知 BnC 为 性 连续 集 ( 广 意 8(BNC》 
=BNC\ BN CECEBNC\BNCC(OBUaCINC= (OBN CY UOC), 
从 而 由 (3) 知 . 

lim vp. Blin tt AN CO MBN CHD), 


疼 由 命 证 2.4 知 J 一 >v (注意: x 为 可 耻 亢 化 空间 因此 有 ( 注 
痊 ; supPt 有 二 CC) 
limp Ds {f}= "Don, 


出 于 EC, CX) 是 任意 的 坡 依 寂 义 有 pp 定理 证 毕 ， 
”下 一 命题 用 弱 收 敛 来 刻 三 淡 政 敛 。- 
4.5 命 苏 证 式 为 一 具 本 驳 基 的 局 部 紧 Hausdorfi 空间， 


| 形 13 Has . … 为 纪 (X) 上 的 Radon 测度 。 全 (es ?为 一 列 租 对 紧 开 


集 ， 局 避 ,+ XX. (Gi) 的 穿 在 性 见 第 五 章 习 题 138.) 住 取 思 把 
和 ee 见 第 五 全 是 1 20。 £2), Sir = fr" 


1) js 菜 ， 中 - 


(2) Yh, ys sy 基 vi， (no0), 
此 外 ， 这 时 有 v= fi, RH。 
- 1186 * 
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证 〈1) 之 (2 最 然 。 现 证 (2 全 (1)。 设 (3) 成 立 ， 令 EC。 
《和 )， 则 由 于 supp( 轧 为 肾 集 ， 故 存 在 基 os 使 supptf GR :从 
而 有 ffs, =f。 因 此 ， 下 述 极 限 存在 且 有 穷 

lim pg, (= lim grt ff = Timvg, ,nf) 
下 中 全 4 2 条，( 吕 7 淡 虹 全 于 革 Wacon 测度 4 命题 最 后 一 断 
作为 命题 4.5 的 一 个 重要 推 兴 ， 我 们 得 到 Radoa 测 度 的 集合 

关于 演 收 化 拓扑 为 相对 紧 的 准则 。 

4.6 定理 设 玉 六 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 形 
为 圾 (全 ) 上 的 一 族 Radon 漠 度 ， 则 为 要 昔 关 于 淡 玻 人 敦 扩 下 为 相对 
紧 的 ( 即 族 中 的 任 一 序列 有 淡 收 化 子 列 ), 必 须 且 只 露 对 任何 紧 集 
玉 ， 有 sup pA(K) oo, 


证 ”由 完 吾 4.4 知 ， 条 件 的 必要 性 显然 。 现 证 充分 性 。 设 对 
任何 紧 集 X， 有 sup PCE)<co。 令 (G,) 为 一 列 相 对 紧 开 集 ， 使 


OQ 不 况 ， rE CetX), 使 Teohl, 对 EM， Spf 下。 


钊 对 每 个 对 每 个 BEM A 在 紧 集 supp(fi) 的 余 亿 上 为 又 
由 于 sup pa (KY Co0s 故 出 ProhoroY 定理 {定理 3. 分 易 知 ;每 个 


六 = {V4 EE 让} 按 坟 收 全 折 扑 是 相对 紧 的 (参见 引 理 3.2)。 现 
设 (9 为 用 中 的 一 序列 ， 则 用 对 般 线 法 则 ， 可 选 (px) 的 一 子 列 
《Pr , )， 使 得 对 一 切 k= 1, 2, I 


fs “Re 一 > 某 和 je0) 


放 由 命题 4， 5 知 ， mi -了 某 风 这 考 明 对 按 淡 收 敏 折 扑 是 相对 紧 
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为 了 进一步 研究 Radon 测 麻 的 淡 收 全 我 们 需要 下 述 引 更 ， 

4.7 了 7 引 理 设 芒 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 令 - 
8 为 一 紧 代 ( 相 应 地 ， 开 和 集 )。 则 存在 紧 集 (相应 地 ， 相 对 紧 开 集 》 
Bs， 及 了 ,ECc(X)，n 守 1， 使 得 

Ts 所 1 所 Tap ,Ta( 相 应 地 ，Ia 宇 了 之 Tp, 了 a)。 


证 令 Co 为 机 对 紧 开 集 ， 使 Gu 和 《CCGo) 的 存在 性 见 第 五 

章 习 题 1.38, ) 设 B 为 紧 集 ， 则 存在 菜 zo， 使 BC Grn,。 令 Pp 为 下 
上 与 拓扑 相 容 的 距离 ， 令 : 
B*= {x p(x,B)<e} 


则 当 62>0 呈 通 小 ， 有 BCGa,。 令 Bn=B ,+t 沪 1]， 令 


fntx) = 1— 2-( px,B) 八 -三 ， 
刚 ff ECc(X)，Ia 所 f 所 Ts, Ts。 对 相对 紧 升 集 B， 类 似 可 证 


引 理 结论 。 对 一 般 开 集 3B， 可 考虑 相对 紧 开 集 G@。， 我 们 装 证 明细 
节 留 给 读者 作为 习题 。 

下 一 定 更 表明 ， 淡 收 敦 拓扑 是 可 以 距离 化 的 。 

4. 定理 设 革 为 一 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 令 
组 (全 ， 组 (有力 表 未 多 (X) 上 Radon 测度 全 体 ， 则 可 在 家 人 咀 


(X))? 上 引进 更 离 d， 使 (多 ,@) 为 可 分 完备 距离 空间 ， 且 使 ps 一 > 
Hd(ha 的 -0。 换 人 句 话 说 ， 角 按 淡 收敛 拓扑 为 Polish 空间 。 
证 设 儿 为 秆 的 可 数 基 ， 不 芒 设 名 对 有 限 并 持 闭 ， 且 铬 中 的 
元 为 相对 紧 前 ,由 引 理 4.7, 对 CEB, 存 在 gs ECc(X), 全 0<g， 
+ 1c。 由 于 名 中 元 素 基 可 数 的 ， 我 们 可 以 把 让 应 于 拷 有 CE 多 的 
序列 上 ep 排列 汶 碍 ;fF ，…， 则 Radon 测度 上 显然 由 {pC(f:)， 上 = 
1 2，…， .} 叭 一 决定 (因为 后 者 决定 了 # 在 多 二 的 信和) 


168 。 


由 定理 4.6 容易 证 明 ，pn 一 > 某 k， 当 且 仅 当 对 一 切 kz 1 
pn ( 太 ) 收 敛 于 某 实数 c1。 于 是 车 令 


如 KR) 二 2-4FT — expt— [tf — pe tf) ara ER 
k= 1 


则 4 汶 久 上 的 距离 ， 生 pn 一 > weyd(po sn)>0。 斑 外 ， 容 易 验证 
《 雪 ,d) 为 可 分 完备 距离 空间 。 证 上 毕 ， 

习题 

4.9 补足 避 理 4.7 及 定型 4.8 的 证 明 纲 节 。 

4.10 设 冯 为 一 具 可 数 基 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，j， i， 


Kz， 为 霓 (X) 上 的 Radon 测度 ， 且 和 一 ?Ap 则 对 任何 有 紧 支 
撑 的 -连续 有 界 Borel 可 测 函 数 fj， 有 po (站 一 1《 用 。( 提 示 ， 利 
用 命题 4.5 及 命题 2.8.) 

4.11 设 和 为 一 和 具 可 数 基 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，ky ki 
pz，… 为 绍 (X) 上 的 有 限 测度 (从 而 状 Rador 测度 )。 则 下 列 浙 言 
等 价 ; 


Ww 
(1) gnu 
{2) 并 一 Bg (RI HR 


(3) pe— >n, inf{ 二 mpa(K5)， 友 为 紧 集 } =0， 
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第 七 章 ”概率 论 基 础 选 讲 


由 子 本 书 不 是 一 部 概率 论 教 材 ， 我 们 不 打算 系统 介绍 概率 论 
的 内 容 。 本 剖 着 重 介绍 与 测度 论 有 关 的 一 些 重要 的 往 率 论 基础 问 
题 本 


$1 事件 和 随 宙 变量 的 独立 性 


设 ( 昌 ， 实 ， 卫 ) 为 一 慨 率 空 间 。 在 概率 论 中 ， 我 们 称 洋 中 的 
集 为 之 件 ， 名 上 的 . 严 ~… 可 测 函 数 称 为 随机 变量 。 设 3 为 一 随 机 变 


量 ， 若 基于 卫 的 积分 存在 ， 风 称 积分 4P 为 上 的 数学 期 各 


记 为 [81. 概 次 为 1 成立 章 性 质 称 为 几乎 必然 成 立 ， 简 称 为 a*:. 
上 成立 。 
事件 的 独立 性 概念 :是 概率 论 的 最 重要 的 概念 之 一 ， 
1.1 定义 设 A4，B 为 二 事件 ， 称 4 与 B 独 谤 ， 是 指 
PIANB)}= PLAYPCB). 四 
更 一 般 地 ， 设 41， 4;，…*'， 由 ,为 事 性 ， 称 CA1， ds， "» 4A,.)) 
相互 独立 ， 是 指 对 全 何 mca 及 1 有 < 有 


P(N 4 )= II Ps )。 


注意 :两 商 独 袍 不比 售 相 互 独立， 
1.2 定义 设 多 = {4ist CET} 为 一 族 事 件 .如 果 对 工 的 任何 


非 空 有 限于 集 S,， 有 P( 们 4,)= 芽 PC4,), 风 称 多 中 事件 相互 


独立 。 设 {名 ,tT} 为 一 族 事 忻 类 ， 如 果 从 每 个 事件 类 当 , 中 任 
。 170 。 


取 一 事件 41， {Al, 1 ET} 中 这 件 相 对立 ， 则 称 t 儿 :1 ST 为 
独立 (事件 ) 类 。: 
，.. 1,8 .定理 《独立 类 的 扩张 ). 设 { 久 :，# ET} 为 一 _ 独 立 这 件 
类 ， 如 果 每 个 多 ,为 zo- 类， 风 {o( 多 1),t ET) 为 独立 事件 类 。 

证 不 妨 设 吕 属 于 每 个 如;( 因 为 添加 事件 名 不 影响 独立 性 )、 
做 SS=1{13i 43 汐 卫 的 有 氢 子 集 ， 且 #2。 令 

B={ AEF P( AN Nn C1)= PA) * HT pcy)， 

. ji i=2 
VCi EE ss, 2E1SEH} 

别 易 允 盆 二 各 st， 且 多 为 人类, 故 虫 单调 美 定 理 知 多 二 5{( 窑 。)。 
这 卖 明 {c( 驳 s ,)， 多 es,，…， 多 s，} 为 独立 事件 类 。 依 此 类 推 ， 
{ols,), OE gg) “y OG sg, )) 为 独立 事件 关 。 由 于 3 为 了 
散 侍 意 非 空 者 限 子 集 ， 页 {of 和 名曲 ET 为 独立 事件 类 。 证 中 。 

1.4 定义 设 个 ,，# ET) 为 一 族 随机 变量 , 若 {o(81), t ET} 
为 独立 事件 类 ， 册 称 传 ,， ET)} 相互 独立 ， 

下 一 命题 给 出 了 随机 变量 相互 独立 性 的 判别 准则 。 

1.5 命题 设 i51t SET} 为 一 族 随机 变量 , 风 为 要 它们 相互 独 


立 ， 沙 须 是 愉 需 对 的 任 一 有 限于 集 3- {sr sn}; (02) 及 
1 区 加， 有 | 


PlSs ex, 3 bn Xn) 三 站 Plbs jx) 


证 令 名 ,= {LE 所 XJ]，xER},，+ET， 则 久 1 为 zs 类 。 于 
是 由 定理 1.3 立刻 推 得 命题 前 结 论 。” ， z 

下 一 定 还 称 为 Borel-Cantelli 引 理 ， 它 在 概率 论 中 非常 有 
1.6 定理 ” 设 {4,，n 这 1} 溪 一 列 事 件 。 
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《CD 着 官 PLD)<oo， 网 POs F000 
《人 反之 ， 若 {4,， " 写 由 为 相互 儿 立 池 则 P(A,, i.0, = 0 
攻 会 六 Pd < o0, 


全 


这 里 (4 ,i.0,) 表 东 {4,，n 宇 1} 中 有 无 穷 多 个 事件 发 牛 的 事 
件 (i.0. 是 infinitely， ofren 的 缩写 )， 贡 有 (4 i.0.) 


证 1) i 我 们 1 CA i.0, J A. 设 


日 地 下 


DD) p04,)<so， 则 


Pisi0 I SP(U 4)< DP) m0, (> 00), 
《1) 得 证 。 i 
(2) 设 (4， 4 相互 狂 立 候 定 Sc ) = = 则 对 任 
何 m 和 大 有 ( 注 意 : 1 一 x 所 e-*， 和 YY0 志 xX 志 1) : 


1- 人 "(U4))- Ca4) 


-He a (4 ))》 


开 守 
ho 于 
oo- Er 小 
neE- 
= 1l72" 


因此 ， 对 一 切 k 宇 1， 有 
0<1-P(U 4)=1~ limp( U A, ) 


<limexp{ ~ 下 0。 
. 更 全 n= 上 
从 而 有 
P(A i.0.)= 2- 人 U4 )=tiar(U 4.)=1. 


这 其 反面 证 明了 (2)， 证 毕 。 
1.7 系 (Bere1 0-1 律 ) 设 1.4,， ,> 1 为 相互 独 立 事 和 件 ， 则 


贝 访 P(A,) 之 吕 或 = 吕 而 有 了 P(A,，i.0.)=0 或 1。 
1.8 定义 ” 设 舍 ,，z33 了 为 一 列 随 机 变量 ， 仿 
B= {Yo{é,, i>n)} 


称 今 为 个 。， 1 之 1 的 尾 0- 代数 钨 中 的 元 称 为 45,，, nn 之 贡 的 毗 
事件 。 

.下 一 定理 通常 称 为 Kolmogrov O01 律 ， 

1.9 定理 独立 随机 变量 序列 的 尾 事 件 有 概率 0 或 1。 

证 设 和 +，7>1} 为 独立 同 焙 变量 序 济 ,对 人 性 何 x>1， 册 
定理 1.3 郑 ，af( 1 二 j 才 站 本 c(X "六 和 独立。 从 而 0(8;， 
1 去 j 和 办 与 乡 独 立 (多 是 尼 -代数 )， 令 of = Url<i<n), 


及 = 


则 ,sf 与 : 依 独 立 。 和 但 2 沟 类 、 故 由 定理 1.3 敌 ols) 与 全 独 
六 ,最 热力 二 ow) =o(F:，j 访 1), 放 多 与 依 独 立 。 于 是 对 性 何 
DD 忆 仿 ， 我们 有 了 PtDY = PODA 间 DY= PODY?， 有 而 PLD)=0 或 1， 
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习题 
1.10 设 (X，， ,> 1 为 独立 随机 变量 序列 ， 则 


C1) Tim X, limxX, 为 退化 随 机 变量 ( 即 几 乎 处 处 为 党 


-法 加 
《2) 为 要 PCXs->0)=1。 必须 且 只 各 对 任何 C>0,， 有 
: 之 PCIZX。 IC<ee， (提示 利用 Borel~Cantelli 引 理 )。 


1.11 设 (X， Ti 为 名 衬 随机 灾 量 序 ， 车 每 个 X, 非 
负 或 可 积 ， 则 有 
可 订 z， |= TI Brxi1. | 


- Fm1 
“提示: 从 简单 随 机 变量 过 渡 到 非 负 随 机 变量 )， 

1.12 设 (X,，# 汪 1) 为 独立 实 慎 随机 迹 量 序 列 ， (guns n>1} 
为 一 列 Borel 可 测 画 数 ， 则 (gC 到 ,)，X 主 1) 为 独立 随机 变 量 序 
列 。 | 。 
1.13 《 渊 度 的 卷 积 ) 设 Fi， "yg in 为 (R*, 绍 (R?) 上 的 测度 ， 

令 世 (xiy rn) = 立 : ,xiERr， (这 里 是 向 量 相 加 ). 则 8 汐 R 
1 R* 上 的 Borel 可 测 颇 射 。 仿 ei = (Hi1 XX Ha Ne 
见 第 三 章 习 题 1， i， 5) 称 pi -pa 为 ji "hs 的 郑 积 。 


一 


设 瑟 ,，* 大 .为 相 所 溃 立 的 实 值 隧 机 变量 , 令 了 ~ 和 xX,。 斌 


证 + CPY-1= PXI! 水 "六 卫 s1。 (2)Y 的 好 布 函 数 为 和 的 分 

布 函 数 (1 所 i 所 mn) 的 着 和 (函数 卷 积 的 定 头 见 第 四 章 可 题 3.15). 
1.14 设 节 及 为 相互 独立 可 积 随 ' 机 变量， 且 BX=0， 则 

ELIX+Y|] 之 EL|Y|].( 提 示 : |y|=1ECy+X)l<Ely+X|.》 


32 条 件数 学 期 望 与 条 件 独 站 性 
设 (8，. 和 所 ，P) 为 一 概率 室 间 ， 多 为 到 的 一 子 o 代数 。 设 台 


为 数学 期 望 存在 的 随机 变量 ， 令 = 号 .了 为 蕊 关于 卫 前 不定 积 
分 ， 即 


vA) = | xap， AEF 


则 2 为 符号 测度 ， 且 » 关于 了 绝对 连续 。 现 将 ， 及 了 部 限于 (8， 
多 ), 央 仍 有 v<P。 令 了 为 z 关 于 卫 在 C8， 多) 上 的 Radon-Ni- 
kodym 导数 ( 见 第 三 章 定理 3,11), 则 了 为 多 ~ 可 测 随机 变量 ， 且 
者 


[ ydp = | za VAEY (2.1) 


我 们 称 随机 变量 了 为 六 关于 多 的 条 件 ( 数 学 ) 期 望 。 由 第 三 章 命 
题 1.8 知 ， 在 P- 等 价 意 义 下 ， 条 忻 期 望 了 是 唯一 确定 的 ， 恒 由 
《2,21) 诀 刻画， 我 们 把 它 记 为 [LX| 浓 J]. 
若 呈 ES 红 ， 和 = Jz， 我 们 令 PLB| 久 1 = ELIs| 当 ?并 称 Pi B| 
乡 ] 为 了 关于 乡 的 氟 件 概 率 . 
2,1 定理 条 忻 期 望 有 如 下 基本 人 性质， 
(1) ELELX|%]]= REX 
(2) 若 并 为 多 -可 测 ， 则 E[X| 留 ]= 下，a. 5 ,3 
(3) 设 9={8,， 2}), 则 ECX|]=BLX], a.s.3 
(dy ELX|]1]= ELX+|] -ECLX- -|Z1,0.,s,; 
(6) Yo, 5 ,SE[X|STIE[Y|J]a,s.} 
《68) 设 cl cs 为 实数 ， 并 ,YY 了 ,c+coY 的 期 训 存 在 ， 则 
ElcrX+es YlgI= cELXI SI+ cELY|Y], A 5, 
如 果 右 边 和 式 za.s。 有 意义 ， 
A7) JECX|IZIISEC|IXI| ZI, a.s. 
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(8) 设 0<Xs ZX,a.s, 则 ELK, {SI ECXIZI,a, sy 
(9) 设 XX 及 XY 的 期 望 大 在 ， 且 YY 为 多 -可 测 ， 则 
ELXY |S1=YELX|IY], a,s; {2,2) 
(10) 《条 件 期 望 的 平滑 性 质 ) 设 多， 乡 : 为 多 的 子 o- 代 数 ， 
且 当 | 己 当 ;:， 则 
ELELX| 当 ,J]| 多 |,]= RLXIG ,1 dS . (2,3) 
证 (1) 一 (7) 容 易 由 条 件 期 望 的 定义 直接 看 出 ，。 
(8》 由 (5) 知 ，E[X, | 光 ] tt 了，a, 5s,， 了 为 一 分- 可 测 随 机 变 
量 ， 于 着 ， 对 一 切 卫 计 营 ， 


| Ydp= lim{ ELX, | 1 dP = lim | XudP 
8 TJ Ro 部 

加 
从 而 了 = ECXI 名 J， a.3.。 


(9) 不 妨 设 垃 及 了 和 缘 为 非 负 随 机 普 量 。 首 先 设 了 = Tx，AE 


| TELXI 多 ]4P- ELXI9]4P- | xdP 
= | ,aXdP = YXAP, 


故人 2.2) 上 成立 。 然 后 利用 (87 即 可 由 简单 随机 变量 过 渡 到 一 航 非 全 
随机 变量 。 
(10) 设 BE 多 |,， 则 
[BEELXIg sg ,Jdp= | BLXIZ ,IdP= | ,xaP 


故 有 (2.3) .证 毕 。 

关于 条 件 期 望 ， 我 们 也 有 相应 的 单调 收 伊 定理， Fatou 引 
理 ， 控 制 收敛 定理 ，He1lder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 ， 它 
们 的 证 明 与 第 三 章 关 于 积分 情形 的 结果 的 证 明 类 似 。 因此， 下 面 
我 们 只 投 述 结果 而 略 去 证 明 。 注意: 对 概率 空间 情形 ,a,s, 收 敏 总 
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在 下 面 几 个 定理 中 ， (1, F ,四 为 一 板 素 空间 ， gz 为 区 的 一 
子 o- 代 数 ， 
” .2.2 定理 (单调 收效 定理 ) 设 (X。) 为 随机 变量 序列 , 且 每 个 
,的 期 望 下 在 。 

《1) 设 冻 ,+ 症 ,2.5 且 吾 [全 -ce 周 瑟 蜀 期 望 存在 ,此 
ECLX, [BIELXIYI, a,.s,s 

(2) 设 X, 4 X， a,5,， 时 ETX1I 之 co， 则 革 的 期望 存在 ， 
HECX, IY ELXIY1, a,s,。 

2.3 定 更 (Fatou 下 理 ) 设 (X.) 为 随机 变量 序列 , 且 每 个 X。 
的 期 望 存在 ， 

(1) 洲 存 在 随 入 变量 世 使 BF7]J>> -co， 且 对 每 个 n>1 
有 Xs 之 Y，4.s.， 则 1imXX， 的 期 望 存在 ， 且 有 


ELlimX, Ig Ji imELX, | 办]; 


加 


《2) 著 存 在 随机 变量 了 Y， 使 EL[Z]<<co， 且 对 每 个 zs221， 有 
XK 则 limX。 的 期 望 存在 ， 且 有 有 


ELlimX.l I> TimELX.|Y], 
2.4 定 还 (控制 收效 定 理 ) 设 ,一 怀 X《 相 应 地 ， X。 思 X), 过 
存在 非 负 可 积 随机 恋 和 量 Y， 使 | 区 ,| 志 Y 了 ， FF. 则 五 可 积 ， 总 
有 limB[ 和 ,| 多 ]= ELX1 多 ]，a.s.( 相 应 地 ，ELX。| 儿 已 E[X| 


多 ])， 四 加 可 

下 一 定 再 是 控制 收 伍 定 理 的 推广 形式 。 

2.5 定理 设 X, 一 X,Y, 一 上 Y( 相 应 地 ,名 X,Y 了 ,了 YP); 
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其 中 了 及 每 个 了 , 为 非 负 可 积 随机 变量 . 如 果 对 xz 党 1 <Y。， 
s, 且 BLY, | 多] 于 ECY1 儿 (相应 地 , B[Y ,| 多 ] 巡 BIT| 乡 了 )， 
出 有 ECX, 一 X| | 多] 和 咏 0( 相 应 地 , EE |X, 一 X11 多 0), 特 别 


有 [LX 多 全 世 BLX1 多 1( 相 应 地 ，ELY, | 多 ECLX|9 
证 只 需 考 虚 ws, 收 训 清 形 ， 邻 FT,= 了 ,+Y- | 一 XX)， 


出 20， 且 和 二 全?y。 故 由 Ferox 引 理 得 
2 下 [了 | 多] 扫 1im3[CZ。| 儿 了 = 2 |g]-1imEC|X.-XI[| 光 ]， 


于 是 有 limEL | 五, 一 了 | | 次 ]= 0。 证 上 毕 ， 


2.6 定理 (He1der 不 等 式 ) 设 1<p,4 之 oo， 人 =1, 则 


EC]XY||I@IS(EIX|? GD /BLY gD). 

2.7 定理 (Minkowski 不 等 式 )。 设 yp 之 1， 风 

CELIXY|]? II /EEIX|? | I)!'/? 
+{EL|IYI? IJ) A?, 

下 面 我 们 将 条 件 期 望 的 概念 推广 到 最 一 般 博 形 . 

2.8 定义 设 (28， 多 ,PP) 为 一 概率 空间 ， 故 汶 一 随机 变量 ， 
多 为 多 的 一 子 o 代 数 。 车 ELX*| 多 ]- ELX | 1a, s, 有 定 交 (5( 即 
POECK+| I= co BLX-IY 1= cc)= 他， 则 称 铸 关于 多 的 条件 

期 第 存在 ， 并 令 { 约 定 cc - co = 10) 
ELX|Z]1= ELX+I@ 1- BLX"|Y]. 
我 们 称 ELX1 儿 J 为 关于 多 的 条 件 期 望 . 

车 多 = {g，8， 出 六 关于 多 的 条 件 期 望 存在 ， 当 且 仅 当 站 
的 期 望 存在 。 此 外 ， 和 任何 罗 可 测 的 随机 变量 瑟 半 于 多 的 条件 期 
望 存 在 ， 且 本 [天 1 鹤 ]= as,。 
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下 一 定理 蔓 出 了 娄 作 期 户 存 在 的 幅 机 变量 的 一 个 演 肛 济 画 贺 、 
2.9 定 惠 ”下 列 二 断言 等 价 ， 
《1) 五 关 于 多 的 条 件 期 望 存在 ， 
(2) 存在 乡 可 测 实 值 随机 变量 6 使 ]21 >>0 a. ss 且 EX 
的 期 望 在 在 。 
证 (1) 壤 (2)。 设 位) 成 立 ， 令 
A= [ELX+*|B)]=00], +: B=[ELX | 容 ]= ce] 
则 Pd EBD)=0。 仿 9= 了 Id4e 一 Ta 则 |n|=1， 1 为 多 -可 测 ， 且 
有 (8XD)+= 94 和 + 十 1 误区 有 
ELCHEYIT|]= TsoELX*|S]+I4BLX™ | 多 ]<eo sa s,. 


今 上 = ， 则 BE(EZ)+| 多 T<d 4a,s、， 特别 ， 


1 F(T[ 交 ] 
(EX)+<1， 于 是 5X 的 期 望 存在 。 
(2) 一 (1 出 下 一 定理 的 (1) 推 得 (X 二 -8X) ). 


下 一 定理 是 定理 2,1 的 推广 。 
2 . 10 定理 2. 8 定义 的 条 件 期 组 有 下 烈性 质 ， . 
(1) 设 及 关于 多 的 条 件 期 侣 存 在 ， 则 对 任何 多 -可 测 实 值 随 
机 变量 5, 6 关于 多 的 条 件 期 望 也 存在 ， 且 有 ， 
ELEX{@ 1= EB8[X|Y], ec。 ss .02.4) 
《2) 设 XX,， X: 闫 于 多 的 条 件 期 望 存在 ， 著 X,+X, 及 ECX 
[SI+ELX | ja. Se 有 意义 , 则 三: 十 下 关于 乡 的 条 件 期 望 存 
在 ， 且 有 | 
ELXI +X;|g]= EEX, [91+ ECX | gs (23.5) 
(3) 设 多 | 及 久 s 为 多 的 子 吃 代数 ， 且 多 1 多 鞍 开 美 
于 多 ,的 条 件 期 望 存在 , 则 和 关于 多 : 的 条 件 期 望 存在 ,ECLX| 多 :3 
关于 多 : 的 条 件 期 望 存 在 ， 且 有 : z 
ELELX|@ .|g 11=B8CX|Ig J (2.6》 
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十 (1) 我 们 有 (EX)+= EX + 了， (ED = ErK* +E 
。 于 是 有 - 、 
ECCEX)+ | j= é8*ELX? | 多 了 + 和 了 EX 区 J， (2,.7) 
BELLERXY |]=# EEXT] I TEELRX | {2.8) 
出 于 根 定 E[X+| 贸 I] 一 BLX- | 学 Ja,s, 有 意义 ， 故 易 见 
ELCEX)?+| 久 1 一 BL[(EX) | 多 Ja.s, 有 党 义 。 因此，EX 关于 光 的 
条 件 期 鹿 存 在 ， 由 (2,7) 及 52.8) 推 得 (2.4)。 
《2)》 令 A=[EB[X |]= -oh B=EE[X;: |]= ~ 0 
划 恢 假定 ， ELXL|]+ EL | 营 Ja,s, 有 意义 ， 故 在 上 4 上 4,s. 有 
FL[Xs i 久 ]<co， 在 B 上 a,s, 有 ELX,| 当 ]< 过 0%， 于 是 有 
LsELXI | YI, a.s,, TaELXI| YI, 0,s,. 
. (2.9) 
令 二 = 了 工 408 一 了 cnssy 风 | | = 1， 上 沟 多 可 测 , 记 了 = 二 (有 1 十 区 7 
我 们 有 
YioSt(Ht + HI) +E (Xi +X2), 
于 是 
~ BLY*|IgI<ECS(XI + XI) +E (Xi+XI)|Y] 
= Taua(BLXI|YI+ELR!|G)) + Ts na (ELXTIY] 
+ ELXIIS1}< 0, a.s, C2.10) 
特别 ，Y 关于 多 的 条 件 期 望 存在 。 于 是 由 (1) 知 世 ， + 时 :甘于 多 
的 条 件 期 望 存在 ， 此 外 ， 令 
‘T=Et(Rt + t+- (XT + )， 
“ Zs = (XT+AI) + ECXT TI, 
划 了 了 = 2 且 由 (2， 10) 知 ELZ， | Et 4.5.。 空 


> 。 册 2[422] =* BLIBLZ I< 奖 些 弛 的 


1 


4= 区 E- 2 多 本 
鞭 望 存在 。 旅 佬 (2.4 及 定理 2.1.16) 有 
FEIY| 多 ]= EvY 1 ] 
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dE -了 [4Z3| 多 ]) 
NE A 


= 五 [LZ1| 多 J 了 - ELZ,|Y] 

= EECLX TY 1+ ELX, 1g)) i 
出 此 再 用 《2.4) 便 得 (2,5)，。 

《3) 设 开 关于 多 :的 条 任期 望 存在 .由 定理 2.9 秃 , 存 在 学 ,一 
可 测 实 值 随 宙 变 量 上 ，|| 人 >0as,， 且 EX 的 期 望 在 在 。 由 于 EE 
为 家 =- 可 测 ， 帮 仍 直 定 理 2， ?二 XTY: 的 演 什 其 副 种 在 ，- 
县 出 (2. 4 得 ” 2 二 
E[X| 多 ， = EAEXIY: J. | 


因 E[EX| 全 ,3 的 期 总 窒 在 ， 故 由 +1) 及 上 式 知 [X19 于 9 
的 条 人 忻 期 望 存在 ， 且 有 {利用 (2.3)) i 


REEL G9 = EEX IG | 


ELEX|Z = BEX|Y1].- 


= 
二 
(2:6) 得 证 ， 证 毕 。 
下 面 讨论 一 类 浆 撞 关于 多 条 件 期 望 存在 的 随机 变量 。 
2.11 定义 设 (9， 光 ， 了 为 一 芒 宗 空 司 ; 乡 为 多 的 一 子 o- 
个 娄 。 一 随 袖 变量 成 称 为 关于 多 为 扩 可 积 ， 如 划 存 在 品 E 多 ， 
中 品 ， 使 每 个 天 再， 为 可 积 随 机 变量 。 - 
下 一 定理 给 出 了 关于 凶 为 六 -可 积 的 随机 变量 的 一 个 九天 。 
2.12 定理 设 天 为 一 限 机 计时 由 和 下 到 生生 和 全 
《1) 三 关于 家 为 o 可 积 ; ， 
《27 和 关于 多 的 条 件 期 户 存 在 ， 且 B[E|9 4 #. 有 用， i 


”工人 Tt = 


i dik eh 


《3) 存在 一 多 -可 测 实 值 随机 变 展 5， 使 E>0 a.s.， 且 使 5X 
为 可 积 随 机 变量 。 

证 (1) 地 (3), 设 六 关于 儿 次 o 可 积 , 令 人 ,E+ 
使 每 个 Io, 为 可 积 。 令 


-Ton 


5 = Ds "iT 


则 5 守 0， 为 多 -可 测 实 值 随机 变量 ， 且 XX 为 可 积 。 
《3 一 (2 显然 。 

(2) 壤 (1)。， 设 EB[ 了 | 人 多 Ja,s, 有 穷 ; 则 直子 EEX| 多]= ELX+ 
1 光 ] 一 ELX | 多]; 故 BL[L| 及 || 当 ]< 之 coa,5,。 令 8,=[LEC|X|| 光 3] 
<<nj] 则 如 ,起 ，a ,$5.， 侣 ,全 学 ， 是 XT 为 可 积 随机 灾民 ， 政 
改 关于 多 汶 o 呈 可 积 ， 证 毕 。 

下 一 征 理 给 出 了 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 的 最 一 般 形式。- 
是 助 于 上 述 关 于 条 件 期 望 的 推广 ，.. 它 的 证 虹 反 而 比 经 典 形 式 的 证 
明 人 简单 。 

2.13 定理 (Jensen 不 链 式 ) 投 p38l->R 为 一 连续 凸 画 数 , 总 
芒 一 关于 多 or 可 积 的 随机 变量 , 则 of() 关 于 多 的 条 件 期 望 存在 ， 
且 有 

pLECX|D)EELo(X) | ea. (2.1 

证 全 w 为 9 的 右 导数 ， 多 下 全 六 详 至 4 


区 《有 一 Em glx) 
了 E[ 久 | 人 银 ] 及 鲜 代替 上 式 中 的 x 及 得 
2 (BLX|Z DOX~ BLXIGD + PBLXIG YD SoCX). 
|! C2,12) 

记 上 式 虚 边 的 随机 变量 为 Y， 则 了 Y 关于 多 的 条 件 类 望 存在 ， 是 
ELY | 名] = p(tE[X] 多 站), 特别， 由 于 wl 了)- 志 了 "， 芍 EE p(X)- 
1 多 ] 志 ELY | 多 ]<se，ay 因 堵 gpl 化 ) 关 于 多 的 条 件 期 望 存 
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在 ， 且 有 2.11)。 证 替 。 
下 面 我 们 推广 有 关 条 性 叶 闻 的 单调 收 人 定理 、 Fatou 引 理 收 
控制 上 收 合 定 理 。 


2.14 定理 设 银 为 多 的 一 了 于 呈 人 代数 ，( 革 .，# 沪 1) 为 一 列 


关于 多 条 性 期 望 存在 的 随机 变 时 ， 
{1》 《单调 收获 定理 ) 设 匡 ,和 攻 ，a.s.,， 生 E[XXz [gj]<%， 


4,3,， 则 互 实 于 多 的 条 和 件 期 请 存在 (实际 有 五 [ 瑟 | 多]<oo，. 


a.8.), 且 有 ELX,| 多 ] 4 ELXIgj]a.s. 

(2) (Fatou 下 理 ) 若 存 在 随机 变量 了 ,使 EB[Y"| 多 1 之 oo， 
a,5,， 且 对 每 个 4 全 1， 有 六 ,之 了 ,4,5,; 则 lim 入 关于 多 的 条 
忻 期 望 存在 (实际 有 了 (1imXo)j 多]<co，a.s.)， 且 有 


ELlimX | J]<limELX, |G], a.s.. 


(3)》 《控制 收 敏 定理 ) 设 开 ,一 X,Y 一 了 YY (相应 地、 


Xn 多 X， 了 了。 避 Y), 其 中 每 个 了 ,为 非 负 随机 变量 ， 且 了 及 每 个 了 
关于 多 为 or- 可 积 。 如 果 对 zz 了 | Xe 所 了 x，a, s,s 且 ELYs| 久 ] 


于 号 BF 了 |G 2( 相 应 地 ，ELY;,| 多 ] 仿 ELY| 儿 ]), 则 有 BLIXs 一 XX| 
930( 祖 应 地 ,BCIX。-X119] 节 0)， Wb 


EEX| 多 了 宁 应 地 ， E[ 及 ， [| 多] 和 RE 多])。 

和 证 (1) 令吉 >0 为 一 多 -可 测 实 值 和 随机 变量， 使 痉 i 为 可 
积 ， 则 EX 的 期 望 存在 ， 旦 EXEX，&.s.， 基 由 定理 2,2 得 
BLEX, [IHEEERT|S1 .从 WH 有 ECX | ZI + ELX|S ja,s.; 
闫 为 EL[ER ,| 多]= SEL[X: | YJ], ELEX |J]=EELX|YS], 

《323) 容易 由 届 ) 推 得 ， 


* BB * 


(3) 只 需 考 赔 2z.3。 上 收 促 情形 。 仿 Zn=Pn+t 7 TX, |, 
则 Z: 守 人 0， 且 Z, 于 全 37， 故 由 (2 得 
2E[Y| GlimELZ, 9I=2E719 I~ TnELIX. ~ XI|9]. 
于 是 有 limBL|X+ -Xllg]=0. 证 毕 ， 有 : 

下 一 定理 是 Jensen 不 等 式 的 一 个 推论 。 

2.15 定理 (收敛 定 再 设 co>>y1。 车 Xv >X， 网 


EL[X, [gi EEXIg]. 

证 令 j 了 (x)= [|x| "， 则 /为 及 上 的 连续 睛 函数 。 于 是 由 
《2.11) 得 

|ECX;| $I- ELX| ZI" = 1ELX, — XIGIl" 
< 了 | 和 |" | 多 1 

在 不 等 式 两 进取 期 望 即 得 系 前 结论 ;: 

下 一 定 再 推广 了 定理 2.1 的 销 论 (3)， 

2.16 定理 设 X 为 一 随机 变量 且 数学 期 望 存在 ， 车 下 与 多 
相互 独立 ( 即 o(X) 与 多 相互 独立 ), 则 有 BLX| 多 ] = 本 XI a.s， 

证 不 妨 设 为 非 负 随 机 变量 。 设 4E 多 ,出 于 也 与 世相 
如 独立 ， 故 击 习题 1,11 知 ; 


ExaeP= EELXIPCA) = 如 [入 74]= 人 xaP 


但 吾 [ 天 ?为 多 -可 测 揭 ， 页 BL 六] = ELX|g], 3 
在 - 
2.T7 定义 : 设 (2， 交 ， P) 为 概率 空间 ， 刍 ， 多 ,及 多 :为 
.多 的 子 oo 惰 数 。 如 果 对 任意 BE 多 , 及 BoE 多 ,， 有 
PLB.NMNB,|]= 下 了 JPLB, |Y], C$, 
(2,13) 
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草 称 多 ,与 多 ， 关 于 多 条 件 独 定 

设 儿 ;: 与 多 ， 关 主 多 条 件 独 立 ， 别 对 任意 多 :一 -可 测 非 负 随机 
变量 和 及 多 -可 测 非 负 随 机 变量 瑟 ,， 有 

EL[X1X.|g]= ELX1|Z1IELX: [YJ], a.s,, 

设 卫 及 Y 为 随机 变量 ,车 ol 卫 ) 与 ol 了 ) 关 于 湖 休 性 独立 ， 
则 称 到 与 了 关于 光 条 件 独 立 。 类 似 可 定义 一 随机 变量 与 一 子 o- 
代数 关于 多 的 条 件 独立 性 。 z 

下 一 定理 给 出 了 条 件 独立 性 的 一 个 判别 准则 ，。 

2.18 定理 设 (9，. 多 ， 了 ?为 概率 空 间 ， 多 ， 多 : 及 多 :为 
实 的 子 o- 民 数 。 则 为 要 留 | 与 多 。 关于 多 条 件 独 立 ， 必 须 且 只 
需 对 任意 By,E 窜 ,有 

PLB:| 多 :V 多 ]= PITB:| 多 ]，ass， (2,14) 
《或 等 价 地 ， 对 任意 B11 E 多 1， 有 PLBi | 多 >Y 多 J= P[3 ,| 多]， 
a5, 

证 首先 (2.147 式 右边 为 多 YY 多 -可 测 且 {B: 人 了 3 和 多 1 
于 忆 久 } 为 生成 当当 的 于 类 ,由 条 人 忻 期 望 的 定义 易 知 (2,14) 等 
挤 于 

[ma PB gdP= je BEY, BIEY, 


{2,15) 
另 一 方面 ,(2.13) 等 价 于 


| P[Bnlg]PELBs1934P= | Tsang dp, BEY, 
如 £ 名 


z (2.16) 
但 对 BE B1E9 1，B;E 允 ;， 我 们 有 


[Pip gdP= {niPCBl gdP 
= [BEIs, PLBs 1 91g1dP 


。 1B5 ， 


.in hE ee i ph hi der eH tlre 


= | ,PLB 1gIPLB: 1g 1dP 


即 (2,15) 的 左边 与 (2,16) 的 左边 相等 。 因 此 定理 得 证 。 
习题 
2.19 设 是 ELI， ， 户 ;名 六 安 的 一 子 o- 人 代数， 则 
EC(E[X|S]- X)? 
= inf{E(F -XX) 1 YELI(Q, SS, P)). 
2.20 设 交 及 了 为 (8，. 多 ，P) 上 的 实 值 随机 变量 ， 多 为 久 
的 一 于 o- 代数 ，g(x, 四 为 R* 上 非 负 或 有 界 Borel 可 测 函 数 . 
车 入海 多 -可 测 的 , 则 
EfgtX, Y}|I=E(X), gs 
其 中 (x)= E[glx, 了 | 多 J 
2.21 设 基 及 了 为 (0Q， 字 ，P) 上 的 实 值 随机 变量 , gCx，g) 
为 如 上 的 非 负 或 有 界 Borel 可 测 函 数 。 令 多 : 及 多 :为 多 的 子 
o- 代 数 ， 若 下 关于 沉 1 VV 多 独立 ， 了 关于 光 1 由 多 ,可 测 ， 则 有 
ECLf(XR, YS.1= ELFCE, Y)| 多:] 
= ELfCX, 了 )| 容 1 门 家 :ev 
(提示 ， 利 用 第 二 章 定理 2.1) 


$ 8 正则 条 件 概率 与 随机 元 的 混合 条 件 分 布 


设 (28， 委 ， 厂 为 一 概率 空间 ， 多 为 .天 的 一 子 or 代 数 。 由 条 
件 期 望 指 性 质 知 :， 杂 任 概 诸 Pd 区 ) 有 如 下 性 质 ， 
PIB|SI=1, a.s.s PLA| 光 J] 0 3,» 
P| 六 4 多 ]|= SPA GI,a.s... 


这 些 性 质 与 丹 率 测度 的 性 质 很 柑 似 .不 同 之 处 在 于 出 现 了 例外 集 。 
如 果 对 每 个 4E .天 ,我 们 可 以 选取 PL4| 多 ] 的 一 个 版 本 PC 4)， 
杭 得 对 一 雪 wR，Plw，; ) 为 (QQ， 六 ) 上 的 概率 测度 ， 这 时 称 
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PKm， 册 如 和 品 ， 过 后 .多 为 王 关 于 多 的 正则 条 件 和 概率。 一般 说 
来 ， 即 殊 ( 号 ，. 多 ?为 可 务 可 滑 空 间 。 正 则 条 件 先 率 未 必 存 在 。 本 
节 将 对 可 分 可 测 空 间 情形 给 出 使 正则 条 件 概率 存在 的 一 个 充分 条 
性 (定理 3.10) 及 一 个 充 要 条 人 忻 ( 定 理 3.15)。 

下 面 我 们 再 给 出 正则 条 件 室 率 芍 明 确定 义 。 

3.1 定义 设 (8，. 多 ， DPI) 为 一 概率 空间 ， 容 为 多 的 一 子 o 
代数 ， 令 {Plw，- )，w E52} 为 {8， 多 ) 上 的 一 族 概率 测 度 。 称 
它 为 卫 关 于 ?多 的 正则 条 件 概率 ， 如 果 

(1) 4E.E，P(+，， 小 六 和 上 的 多 ~- 可 测 商 数 ， 

(2) WAE.F，P(lw， 为 PLA| 久 ] 的 一 个 版 本 , 即 VYBES 
有 | 

| p(w, A)P(dw) = PCAN BB), 
正则 条 件 概率 的 第 一 个 应 用 是 ， 条 作 期 强 算 于 成 了 其 了 开 各 


和 柔 件 概率 的 积分 ， 

8.2 定理 读 {P(@, '* )， 4 为 也 关 于 多 的 正则 条 件 要 
率 。 设 和 为 一 随机 变量 ， 其 期 望 在 在 ， 则 对 几乎 所 有 ww， 开 关于 
Pit, “ ) 的 积分 存在 ， 且 有 


EX 多 ](o)= | XC VP, dw'), a.s.0. C3,1) 


证 ”从 示 性 函数 过 滤 到 非 贫 可 测 函数 ， 证 明细 节 从 略 。 

在 上 述 定理 中 ， 如 果 男 有 一 可 测 空 间 (B, 8) 及 (2 多) 到 
《E, 帮 ) 中 的 一 可 淹 映 射 £， 则 可 在 (E， ) 上 引出 一 族 概 兴 测度 
10C6, +) w ER 

Ql(w, A)= Plw,E-1(A)) 3,2) 
这 时 ， 对 形 旭 FE 的 存在 期 望 的 随机 变 重 (其 中 上 为 ( 瑟 , 8 ) 上 的 
Borel 哥 测 函数 ) ,我 们 有 ( 见 第 三 章 习 题 1.15) 


ECB19]J(o) = 人 foo G3.3) 
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在 许多 情况 下 ， 正 则 条 件 概率 并 不 存在 ， 但 满足 (3,3) 前 概率 测 
度 族 {Q(w，，)，w ER} 春 在， 我 们 称 {Qcw， "ER 为 5 关于 
多 的 汤 合 条 件 分 布 : 

下 面 我 们 给 出 混合 条 件 分 布 的 确切 定义 。 

3.3 定义 ” 设 (R， 炙 ,了 P) 为 一 概率 空间 ， 多 为 的 一 子 o- 
代数 ， 叉 设 (BE, 衣 ) 状 一 可 测 空 间 , 8 为 C8, 多) 到 (Ey ) 中 的 可 
济 映 射 ) 称 为 在 (B， 有 8 ) 中 取 值 的 随机 元 ).。 令 {Q(lw; 。) ,0E9} 
为 (五 ， 4 ) 上 上 的 一 族 往 率 测 度 。 关于 GZ 的 混合 条 件 分 布 
如 果 ;i 
(1) YAE 8 00. ， 0) 为 多 -可 测 ; 

(2)- VAE GF , Qlw, A)N PEE- ‘C419 的 一 个 版 本 ， 即 
VBE 光 ,有 . 
we 0s PD = PUBNE 104)). 
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3. 4 注 若 (E, 6)= (8, FZ),E 为 上 的 伺 汰 歇 对 ， 其 4 三 
关于 多 的 混合 条 件 分 布 就 是 P 了 关于 多 的 正则 条件 概率 ,因此 , 关 
于 正则 条 件 概率 在 存 性 的 研究 可 以 归结 为 关于 汤 合 条 件 分 布 存在 
性 的 研究 。 ， 

为 了 研究 混合 条 性 分 布 的 存在 性 ， 我 们 先 引 入 两 个 新 帮 念 ， 

它们 分 别 是 Hausdorft 空间 中 紧 集 类 及 强 内 正则 测度 概 念 的 抽 
象 化 。 : 
3.5 定义 设 乡 为 互 上 一 集 类 。 如果 下 列 条 件 满足 


Cr EE, ">1, NAc, = 4 之 存在 菜 吉 使 目 c = 


间 称 当 为 紧 类 。 
紧 业 的 一 个 典型 例 子 是 Hausdorff 拓扑 空间 中 的 紧 集 类 ， 
3.6 定义 设 ( 互 ，G ,中 为 一 测度 空间 。 称 & 为 了 上 的 紧 测 
度 ， 如 虹 存在 紧 类 儿 之 罗 , 使 得 对 一 急 AE ;部 有 


各 全 


加 


rr 


HCAY= SupttCOs COA, CEG), 
由 第 五 章 定理 8,6 知 ( 兄 (8.3) 式 ): 设 耳 为 一 Polisth 空间 ， 
贴 坑 ( 瑟 ) 于 的 纠 一 有 限 测 度 为 紧 测 度 。 更 一 般 地 ， 我 们 和 
3.7 命题 设 区 为 一 Polish 空间 。 令 .6 表示 大 (2Z) 诗 月 限 


测度 全 体 ， 1 SD)? 中 的 集 称 为 普遍 可 测 启 。 攻 五 为 普 净 可 


测 集 ， 则 互 nG(CX) 上 的 任何 有 限 测度 为 紧 测 度 。 更 确切 地 说 ， 
令 光 (表示 含笑 瑟 的 全 体 紧 集 ， 则 对 任何 4EEN 镶 (XY， 有 
. . pA) 3 sup{p(C): Cd, CEXCE)). 

证 留 给 读者 作为 习题 。 ，、 z 

8.8 引 理 没 .wy 及 .yf1 为 瑟 上 的 两 个 代数 ， 2 @ 
为 五 上 一 紧 闫 ， 县 多 A 兮 令 为 941 上 航 一 非 甸 有 限 可 加 尖 
西数 ， 且 pn(9)<co。 者 对 一 切 4cnz 有 

RD = Suptp(C)e CC4，CE 甸 Jr ~ 

则 产 限 于 .oz 为 or 可 加 的 。 

证 由 第 一 童 定理 3. 4 向: 内 需 证 4 在 空 集 $ 处 连续 。 说 
4。 Et， 有 4 有， 对 任 给 渤 0， 依 假定 ， 存在 C 呈 4， LEY, 


使 jCAD 和 ACCn}++ E12" 。 册 于 7 站 CCC 守 [A 起 ， 放出 光 是 


紧 类 的 假定 ， 存 在 正 整数 m, 使 从 C。 = 多。 丙 有 有 C5- 上 ， 寺 


是 有 


= 4.<( 人 A 4Jn(U cc 让 CNco。 


蔡 兹 ， 对 kh， 我 们 有 


i re re hi Pe PL EEE ne 


一 


ACAD ARC4。 )< Pah, \C Ye. 


这 表明 Him <e. 但 e>0 是 任意 的 ， 政司 gw4 ?9 ， 因 


此 站 限于 . 邓 为 可 加 的 。 
下 一 定理 全 时 了 混合 条件 分 布 存 在 的 一 个 寺 常 有 用 的 充分 条 
件 ， 

3.9 定理 ， 设 (8， 红 ， 甩 为 一 村 率 空间 ，(, 终 ) 为 一 可 分 
可 测 空 间 ， 专 为 (8，. 多 ) 到 全 , ?中 的 一 可 测 映射 . 令 &= PE 1， 
若是 上 的 紧 淹 度 ， 则 对 多 的 任 一 子 cr- 代数 多 ， 存在 关于 
多 的 渴 合 条 件 分 布 ， 

证 由 第 一 章 习 题 2.13 知 ， 存在 户 上 一 代数 sf ， 其 元 个 
数 至 多 可 数 ， 恤 得 cf) = .此 让, 依 假 定 ， 存 在 三 上 的 一 紧 
类 多 斑 巡 ,使 得 对 每 个 4ES ,有 

HT = sup{n(C): CCd CE 多 }。 
因此 ， 设 = :4 47 出 对 每 个 4;， 存在 C， ‘EY, Ci 
之 4;， 悟 - : 
: CHCA) = sup nC) i=1, 2, (3.4) . 


对 每 个 4E 8 令 O(a，4) 为 E[E-1C4)|B 的 一 个 版 本 ， 则 
ntAi) = sup (C14) = sup P(E (C14)) 


.= sup|6(o， CranyapP <|:upccw， 放生 


,< [Oo, AVdP= PE AND pA. 


凡 此 有 加 _， 
sup Oto, Co Ai), ars, (3.5) 
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现 令 多 =,{Cin， 六 和 = 1 2，…}， 并 令 .2 为 由 W 玻 乡 生 筷 交 
代数 ， 则 .zs 的 元 素 个 数 仍 为 至 儿 可 数 ， 且 olf1) = 8。 令 


如 一 人 Ow E)=1; OC, A) 二 0, V4Ezl 


Qs= {6 Ov, 4UB) =Oo，d4+G(o，B)， 若 4, 8 
ECA, A4NB= 9} 


总， = {wm Wil1, sup O(o， C014) =O(%, Ai)} 


Se 98; 及 昌都 为 多 ~- 可 测 集 , 自 P(81) =P(9， ) = P(Q,) 
。 由 于 多 是 紧 类 , 故 由 引 理 3.8 知 ， 对 w E9118sn 98s 二 2,， 

Gee, *“ ) 殷 于 . 邓 为 o- 可 加 的 ， 从 而 可 以 唯一 地 扩张 契 为 8 上 的 

一 概率 测度 ， 我 们 用 QCw，…) 表 示 之 。 对 w EQ\8,， 我 们 仿 

Otw，，)=p， 则 {Qiw，。)，@ E98} 为 (E; 外) 上 的 一 族 概率 测 

度 。 下 面 证 明 它 为 8 关于 多 的 混合 条 件 分 布 。 令 
2 = {AEF: Q(t,A) 为 B- 可 测 ， 生 VBE 有 


z eco， MPa) = PBNE HD) z 


代 Qtw，4) 的 定居 ， 最 然 有 .2 己 . 池 由 和 并， 扬 见 .3 反 为 单调 类 ，- 
攻 2 = oC) = 6), 这 天明 {QCw,*),w€ 稳 为 8 美 于 多 
的 混合 条 性 分 布 ( 见 定 六 3.3), 证 毕 。 

下 一 和 定理 是 定理 3. 9 的 埋 接 推论 ( 见 注 3.4), 它 给 出 了 下 出 
条 人 忻 概 率 看 在 的 一 个 充分 条 忻 。 

3.10 定理 .: 设 (2; 到 ) 为 一 可 分 可 测 空 间 y PP 为 上 的 一 
紧 概 率 测 度 ( 见 定 义 3.6)， 则 对 光 的 任 一 对 0- 代 数 多 ， 存在 卫 关 
于 多 的 正则 条 人 媳 构 率 ,。。 .… i 
”一 可 测 空 间 (E; &) 称 为 可 离 的 ， 各 果 它 的 每 个 原子 都 是 单 点 
集 。 两 个 可 浏 空间 称 为 同 构 ， 如 果 在 两 者 之 间 存 在 一 双方 单 值 双 
方 可 测 的 注射 (这 样 的 栈 射 称 为 可 测 同 构 )。 下 一 引 理 吉明 :， 任 一 
可 分 且 可 离 的 可 湖 空 间 辣 构 于 (R， 雪 (RR)) 的 某 可 测 子 空间 。 
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3:11 直通: 设 (, 罗 ) 为 一 可 分 且 可 离 韵 可 浏 空间 ， 则 (CE， 
信 ) 辐 构 了 (有 R, 绍 (R)) 的 基 可 测 子 空间 . 更 确切 地 说 设 {4,。; 4 
六 地 为 上 生成 8 的 代数 ， 邻 


f(x) = D3 "Ta (x) 
册子 沪 (BE, 帮 ) 到 ( 任 (B), 女 ((E))) 上 的 可 测 同 构 ,这 里 , 作 (F(E) 
= 了 (8) 作 多 (8)( 见 第 一 章 习题 2.7)。 

证 最 然 1 为 (5, 帮 ) 到 (f(E)， (fCE))) 上 的 双方 音信 可 
测 映 射 。 为 证 户 ， 可 测 ， 只 需 和 证 太 !( 鹤 (EBD))) = 如 ,或 者 只 需 
证 每 个 4。 属于 六 1( 留 (J(E))) 。 令 Gu 表示 [0， 21 中 三 过 位 
羽 开 中 第 ”项 为 1 前 实数 ， 则 GE 哆 (RD)， 从 而 Gunf(E)E 
FE). 我 们 有 4， = 和 三 !G = 大 1《G。 站 失 有 ))7， 引 班 证 毕 。 

引 更 3,11 允许 我 们 给 出 如 下 定义 。 

3.12 定义 设 (BE, 8) 为 一 可 分 且 可 离 的 可 测 空 闻 ， 如 果 存 
在 下 的 一 普遍 可 测 子 集 4， 使 (EB, 8) 与 (4 ， 急 (4)) 同 构 ， 则 称 
《EBE;, 仓 ) 汶 Radoi 可 测 空 辣 . 

本 以 证 明 ， 诬 4 为 一 Polish 空间 ] 蕊 的 过 浊 可 油 了 和 ,CA, 
多 (4)) 为 Radon 可 测 空 间 ( 参 见 [13)， 

下 面 袜 定 理 是 愈 题 3.7、 定理 3.9 及 3,10 的 宜 接 推论 . 

4.13 定理 设 ( 吕 ,多 ?为 一 横 束 空间 , (五 ，E) 淘 一 及 adon 
可 测 空 间 ， 则 对 任何 取 愉 于 (E ,区 的 随机 元 及 次 的 任 一 于 om 
钱 数 第 ， 存 在 所 关于 多 的 混合 条 件 分 布 。 

3.14 定理 设 (8， 罗 ) 为 一 Radon 可 测 空 间 ， p 为 2 上 的 
一 格 率 测度 ， 刚 对 .7 的 任 一 子 "代数 多 存在 了 关于 @ 的 正 则 
条 性 概 沦 ，。* i ，.…' 

对 条 分 可 测 旦 间 情 背 ， 一 定时 一 东信 二 了 下 内 条 作家 
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3.15 定理 〈 马 志明 [4])? 设 (如 ， 多 ) 为 一 可 分 可 测 空 间 ,# 为 
《2，. 多 ) 到 (RR， 细 ( 了 R)) 的 可 测 脆 射 ， 使 得 了 在 不 同 的 原子 上 取 不 
同 的 值 ， 且 使 由 1!( 女 (fC2))) = 令 P 了 为 (8， 挛 ) 上 的 概率 测 ， 
度 ， 多 为 . 锋 的 一 于 or 找 数 ，{Gfto ，)，.wm ER} 为 半 关 于 多 洽 合 
条 人 忻 分 布 。 则 为 要 已 关于 多/ 的 正则 条 忻 概 率 存 在 ， 必 须 且 只 需 存 
在 多 -可 测 的 概率 为 1 为 集合 吕 ， 使 得 对 每 个 E28。，Q*《@ ， 
fC2Q)) =1。 这 里 Q*Cw，。，) 表 示 Qtw， "的 自 测 度 ， 

证 充分 性 让 害 带 中 洒 兴 条 件 想 满 呈 ， 小 AE.F， 令 

‘OQ* (0, FANY, w ENR, 

PIA)Y oa 
往 证 {PC(w，，}， cg 为 卫 关于 @ 的 正则 条 件 概率 . 首先 ， 对 
如 EV, -内 于 Q*Yw， 了 (8)Y =1， 放 出 第 一 章 避 是 4.9 知 ， 8* 
(oO，。) 限于 了) 人 1(R)= 管 (f(D)) 为 一 概率 测 溢 ， 从 而 
Plwm; ') 为 上 的 禾 率 测度 (由 于 依 假 证 ANB= $A) N10B) 
= 区 。 此 :外 ，. 对 任 菏 4e 芝 存在 2E 演 (BR) ， 使 FD = 
1(@)NB， 故 有 
Plw, A) =O*(w, FED = (0 FOPNB) = Go， .8), 

从 全 向 


Plms = 


因此 ，P(。，.4 为 多 -可 测 的 ， 并 且 有 

Plw, A)= Qtw, B)= PLf (BNI = PLAIG I, a.s. 
这 表明 {PC(w， 3} 为 卫 关于 多 的 正则 条 件 手 率 。 

必要 性 ， 设 存在 P 关于 多 的 正 央 条 件 仿 率 (Po， "0 ED}, 
售 

Go, 4) = p(w, f°1(A)), AEB(f0)) 

则 易 拖 {0 (wo; 。 )， 避 万 是 } 汶 了 关于 BW 的 混合 条 析 分 布 . _ 对 和 任何 
满足 6 二 1(8) 的 GE 加 (RR)， 我 们 有 了 (G)》= 人 ， 从 而 Olw, G) - 
=1。 因 此 ， 允 一 切 6EQ8，Q*Cos 9)) =1, 设 f = {41，4;， 
1 为 生成 天 的 可 数 代 数 ， 邻 


二 二 如 = 


2 PE a 1 
rT - . 


= {os Ow, 4.) = Go .43 Va 1} 
则 96 入 or- 河 测 介 且 .BC2o)y =1. -了 王 外 ， 对 @ Es Olms | *" 》 
与 Ofo， ") 限 于 sy 一 致 ， 从 而 在 上 一 致 特别 ， 对 ER ， 
有 QQ*Cws FB?)= 1， 必要 性 证 日， 
习题 | 
9.16 证 明定 理 3.2 及 命题 3.7。 


§4 Kolmogoror 相 容 性 定理 
及 Tulces 定理 的 推广 
下 面 ， 我 们 要 用 紧 类 及 紧 测 度 的 概念 证 明 Kolmogorov 相 容 
性 定理 的 推广 形式 。 为 此 先 证 明 两 个 引 理 、 

4.1 引 理 ， 设 多 为 8 上 的 紧 类 ， 则 名。 及 Fs 都 是 紧 类 ， 这 
里 多 uj 及 名 s 分 别 表示 用 腿 并 及 可 列 交 运算 封闭 ,多 记得 的 集 

类 。 四 
证 “多 4 显然 是 紧 类 。 只 需 证 Gur 是 紧 奖 。 设 D。= TUJ Cs 


<Yjy，z>>1， 使 得 对 一 功 3>1， 人 Prep, 现 证 [1 Dosg- 
令 了 表示 那些 满足 lm, SM (Vs ) 的 自然 数 序列 { 坟 1s 训 。， ie 
全 位 。 今 
jo {fms nl1} EJ :1 cv ， 

Vim n>] a 
让 于 | 由 


4 


Up Uc yO ) 


唆 晤 让 nn 耐力 二 上 ener -np 


=。 194。 


ee bn pe ity pe a a 


于 是 对 每 个 了 二 1， 了 7 了， 非 室 . 显然 有 Io rt p11. 全 正品。 


二 $8， 对 每 个 43P1 ， 任 取 7 中 一 元 素 tm4， 4 产 1}.” 由 和 对 国 


定 的 4，1 志 m0 < 了 对 一 - 切 & 成 立 ， 从 而 对 任 一 由 无 穷 儿 个 让 


然 数组 成 的 华 合 人 , 必 有 无 穷 多 个 4 属于 八 , 使 得 mt9 取 相同 值 ， 
因此 ， 由 归纳 法 可 构造 一 序列 imt，# 这 二， 使 得 它 属于 六 且 对 


一 切 p 守 1， 及 1mAp ， m*= mx “对 无 穷 多 个 4 成立 ， 这 样 一 


全 一生 在 位 人 全 m= mn 1 于 mi， 
之 1} E7, 忆 J,，， 故 由 7 的 定义 知 {fm*，4 庆 1} 7,， 于 是 人 m*， 
,De 7 Aime Cx 但 但 依 假 定 ， 名 为 紧 类 ， 


下 号 请 


故 中 1 C9 ,从 而 [站 Da.( 注 意 站 Ps> cy ) 这 


囊 明 多 ,y 为 紧 类 ， 证 毕 ， 

下 一 引 理 推广 本 引 殖 3.8。 | 

4.2 引 理 ” 设 .pf 及 fs 为 瑟 上 的 两 不 半 代 数 ， fio CG 
为 互 上 一 肾 类 , 且 色 Cs 令 为 1 上 的 一 非 肌 有 限 可 初 集 通 
数 ， 且 jC) 过 co， 基 对 一 切 A4E.wt， 有 “ 

HOA) = soptulC): CA, CEE} 

则 限于 sy 为 o~ 却 加 的 。: : | 

证 令 . 好 及 成分 别 册 of 及 2p 产生 的 代数 ， 和 = 
Ct 1 yp Sf = ys. 由 可 以 称 一 地 扩张 城 购 9 上 航 有 梁 
可 如 集 浅 数 ， 且 对 一 切 .4E:o， 有 
CA) = supfC) CEh, CEG ut}, 
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但 由 引 理 4.1 知 。 多 ur 为 坚 类 ， 放 由 引 理 3.8 知 ，& 限于 ,2 为 0~ 
可 加 的 。 特 别 ，& 限于 2 为 o~- 可 加 的 。 证 毕 . 
4.3 定理 设 了 为 一 无 穷 集 ， 多 (也 为 I 的 非 空 有 有 限 子 集 全 
体 。 度 (0， 9 i ier 为 一 族 可 浏 空间。 对 每 个 工 E 玉 ,C0 ， 设 
Pr "为 (I 9,, TI ) 上 的 一 概率 油 度 。 蝶 定 ， 《1) 每 个 
为 (8 多 上 的 紧 锯 率 测度 (27 [Pr， 了 GE ,0D)} 清 屁 各 下 
相 容 性 和 条件， 对 了 工 !CE:， 有 
Pri(4r)= Pr Arsx . go), hE [YF, 
Ne : 
z .4.1) 
则 在 (II9 ， I ) 上 在 寿 计 -+ 要素 测度 了， 使 得 对 一 切 了 


Ep,(1)， 有 
P(rx IT 9 小 = Pi(Ar), Sel. (4,2》 


iEI\T " 让 万 个 


y= TI {1141x ow tes tt eT} 


外 


则 多 为 半 代 数 ， 有 oY)- He: 令 


. iei 


n(x) a 


由 {Pr， 全 妇 。 (1)) 的 入 容 性 知 ， 如 上 定义 有 在 9 上 是 唯一 注 
定 的 ， 且 为 有 限 可 加 的 ， 并 且 有 P( 和 8,)=1。 因 此 ， 由 绰 理 


和 和 。 


4.2， 沟 证 卫 在 上 oco- 可 加 ， 只 和 需 证 大 在 一 紧 类 当 忆 名， 使 得 对 
一 切 AEY, 有 
PIA) =sapftPIC) CTCA, CEFY. C4.4) 
依 假 定 ， 对 每 个 ?EI， 存 在 量 ; 上 一 紧 类 多 ; 己 . 和 六,， 使 得 对 
一 切 A 三 六 有 五 (di ) = sup{P; (CO: CTA, CEGi}, 不 
妨 设 每 个 名: 对 可 列 交 运算 封闭, 令 


多 = U{ ex He cEY, 
划 乡 为 紧 类 ， 事实 .上 ,. 侨 A,= ns , 世 ， 2 :Ct 二 4， 


有 如 下 形式 : 机 BiXx 网 关机 目 Bi Ge， :iES, 


. 四 _。 | 
4 i -Or hi , tT + a 


ye = 册 存 在 某 :5， 使 =4 ， 由 于 B= 人 YC 


,上 时 一 号 


故 由 多 。 的 紧 性 知 ， 存在 {n: 1 - 的 有 限 子 集 7 合 CC, -= 由， 
.| :; ， ， ， i ,i wi : 
从 而 [= 罗 。 因此 乡 为 暴 类 ,更 会 铬 = 一 hh 则 等 为 归 竟 ,有 旦 

中 -了 


CY 设 47 BB x JI8， Eg 对 任 给 ob 取 C1EY，， 
C， Ai 使 得 
PA) SP; 0 { 
这 里 1T? 址 了 示 工 申 元 紊 的 丫 数 ，。 命 。 ， 
C= I cx = (ec x 2; Je 
i 


= 107 * 


-- aa 2 


出 CCAd, 且 有 A\CS U{cAi\C,) x Iie; }. 放 直 P 的 半 有 限 
. 让 ij - 


可 其 性 得 
P(A) -<P(O SE HPANC) Se. 
i 


由 于 ?六 0 是 任意 的 ， 故 有 (4.4)。 因 此 ， 了 在 9 上 是 o- 可 加 的 ， 

从 而 可 唯一 地 扩张 成 为 o(8;) = TI 天， 上 的 一 概率 测度 ， 仍 记 

”为 P。 皇 然 卫 满 足 (4.2)( 利 用 单调 类 定理 )。P 的 唯一 性 旺 然 . 定 
理 证 毕 。 

作为 该 定理 的 推论 ， 我 们 有 阁下 的 


4.4 定理 (KKolmogoroY 相 容 性 定理 )” 设 了 为 — 无 穷 集 ， 
多, (站 为 1 的 非 空 有 限 子 集 全 体 ， 撤 (B81, 1) =(R， 败 (RR))， 


i EI， 对 每 个 TE 妇 Po(T), 设 Pr 为 (R™, 罗 (RDJ(=(IIo, ,Tl 
i TT 3 


. FF，)) 上 的 一 概率 测度 。 假定 (Pr ，TE 2p。(D} 满 足 相 容 性 条 
件 ， 则 在 (TT 94， 卫 97)(=《R?， 当 (RY")) 上 存在 唯一 的 相 
率 测度 P， 使 得 对 一 切 TE 多 ,CD)， 有 (4.2) 式 。. 


在 随机 过 程 理论 中 ， 有 时 遇 到 如 下 的 概率 测度 的 扩张 问题 
设 (Q， 交 ) 为 一 可 测 空 间 ，(F 为 了 的 一 列 上 开园 子 o- 代 数 ， 


使 得 of 门 条 ,= 所 。 令 PP 为 FF， 上 的 概率 ， 信 得 Pati 限于 
,与 P, 一 致 。 是 否 存在 .多 上 的 一 概率 测度 P ， 使 得 P 眼 王 每 


个 多 ,与 了 一致。 事实 上 , ,这 一 问题 比 前 面 讨论 符 问 题 更 为 一 
般 。 请 读者 思考 一 下 ， 如 和 何 将 前 面 的 问题 归结 为 现在 的 问题 . 
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下 一 定理 推广 了 Tulcea 定理 ( 常 四 章 定 理 4. 1)， 
4.5 定理 ” 设 ( 员 ，. 多 ) 为 一 可 测 空间 ， (Cn 入 党 1 为 .多 的 


一 列 上 升 的 子 or- 代数 ， 价 得 区， )》 = 多 . 令 P, 为 多 ,上 的 


概率 测度 ， n 字 1， 假定 下 列 条 件 被 满足 ， 
(1》 对 一 切 ?六 1，Pu+ ia， = 也。 


(2) 对 一 切 # 庆 2, 存在 (28,.9F ;7 到 (0,.87,) 的 概率 核 ( 见 第 
四 章 定义 3. 1)O。(o'…), 使 得 对 一 切 B。E 红 。 有 P(B) = | D,(o ， 
BY P11tdn), 且 有 . 
GEFRn Oo COOSA LINGES C4,5) 
这 里 4s(wm) 表 示 包 会 ww 的 一 原 于 3 
(3) 设 w 人 "E89 ?区 1。 落 4， toc ， 4 oo 
二 加 
则 存在 多 上 的 唯一 概率 测度 ,使 得 P 限 于 每 个 F， 与 Pu 一 致 。 
证 令 .= UF 由 条 件 (1)， (P,, “> 可 在 Ww 上 唯一 


确定 一 可 加 集 函 湾 PP， 使 得 卫 腿 于 每 个 7， 与 也 。 _ 到 要 证 P 在 
Y 上 天 o- 本 项 的 ; 多 此 只 项 证 中 在 罕 集 狂 连 续 。 设 酝 E 双 ， 
到 多 我 们 用 反 证 法 证 明 li P(BD = 0, 假定 1im PB， } >0., 


不 妨 设 对 每 个 4 之 1 有 上 B， EF, (否则 ， 可 以 在 序列 {B。， n>1) 
中 添加 某 些 丰 忆 的， B, ， 使 新 这 列 具 有 这 一 性 质 )， 由 条 件 (2)， 
对 每 个 2 全 2 


”pep = | (C0) Pdw), 


. 


其 中 了 Dw) = Ga(o， BB, De 


gf Yo) = joso， do tt), ~ Qa, Ba); n>3 
由 于 Bs， 放 (0) 4 (6)。 册 控制 收敛 定理 ,我 们 有 
[aco) Pladw) = lim PCB,)>0, 于 是 存在 ‘1?， 使 hw 人 (1?》 
>>0。 实 际 上 ， 必 有 w ‘中 EB， 不 然 的 话 ， 则 志 (4.5) 知 

gi (8 = Q%, Bi)SVw' ys BI})=0, 


这 将 导 狐 各 (0' 1) 一 0。 
现 设 n>2, 则 


a om)= fe" (0: Ca, da) 和 
其 中 1 Cn(o)= 0s(o， Bas)》，- 
gf C0) = [Qico, do (ae, Br) sd 
于 是 gi2Co)y hao 六 县- : 


fat, dy) = hw D0. 


因此 ，GCw 和 ，[hR 守 有 1D) 守 0。 从 而 由 (4 人知 存在 w'*'; 合 
wi East 人 革 上 述 网 理 主 证 oo 蕊 在: - 

最 后 ，: 由 时 续 污 我 们 得 到 到 审 的 一 列 : 虑 省， 避 人 ， “使 
得 w'"? EB ot i Ed, Cw 中)，t 社 1。 由 于 了 ,4 ， 故 易 


1 Any se tt As (@‘*"?)。 因 此 ,由 条 件 (3) 知 人 Arlwm'") 


上。 但 显然 有 ds(ocP)CB， 杖 [Bo 由 。 这 与 假定 矛盾 。 


这 光明 ， 必 须 有 1im P(B。) = 0， 因 此 , P 在 上 -oz 上 是 or 可 加 的 ， 
从 而 卫 可 以 唯一 扩张 成 为 上 的 一 概率 测度 ， 定 理 证 毕 ， 
=- 200 * 


注 .实际 上 ， 条 件 ( 候 歼 含 条 件 (1)t 见 习 玫 4.7)， 

习题 

4.6 为 什 么 说 定理 4.5 是 Tulcea 定理 的 推广 形式 ? 

4.7 设 定理 4.5 的 条 件 (3} 成 立 , 则 对 一 切 n 关 2 及 BE.7 1， 
有 QO; (wm，B) = Tel(wm)。 进一步 由 此 证 明 条 件 (2) 蕴 会 条 性 (1)。 


$5 :随机 变量 族 的 一 致 可 积 性 


5.1 定义 、 设 (Q， 了 了，P) 为 一 概率 空间 ，, 六 为 一 族 可 积 随 
机 变量 。 称 为 一 数 曾 入 的 ， 如 果 当 C->ce 时 。 积 分 


fone ttle se 


一 致 趋 于 零 … . 
下 一 定理 纵 册 了 一 个 一 致 可 积 性 准 如 。 
6.2 定理 令 , 知 性 天 1 宙 ， 产 ,Ph 风 为 复 六 为 一 至 可 积 族 。 
必须 昌 只 需 下 列 条 作成 立 ， 
《17 a= sup{B1é|s EE NH} LE 
(2) 对 任 给 o>0， 存 在 >0， 使 得 对 任何 注 足 POD < 的 
如 EE 人 对， 有 : 
sup|, |&idPse, (‘5.1» 
证 必要 性 ， 设 交 为 一 考 可 积 族 。 天 给 证 PP， 取 友 足 驶 
天， 使 得 ， 
shin lsldP < - 3 
涩 一 -方面 ， 我 们 有 


| 1éldP<cPd) 十 | [éldp (5.2) 


[se 


在 (5.2) 中 令 4= 吕 得 到 条 体 (1) ; 令 6= 66 得 到 条 件 (2)， 


-281 = 


a i 1 Tl, i th mE i .让 


充分 性 。 设 条 性 (1) 及 (2) 成 立 ， 对 尾 给 z 小 0， 选取 50, 使 

条 件 (2) 中 请 论 成 立 。 于 是 当 C> 吕 -时 ,由 于 ， “… 
POEI>CD < Er 6, EY, 

坡 由 (5.1) 得 . z 
四 人 EldP<e 到 Eap 
这 表明 .为 一 致 可 积 族 。 证 些 ， 
”5,3 定理 设 移 是 一 致 可 积 族 ， 则 冯 在 & (9， p) 中 的 
闭 凸 包 也 是 -- 政 可 积 的 。 

证 ”由 定理 5.3 易 知 一 至 可 积 族 在 L! 中 的 闭 包 是 一 致 可 积 
的 ， 因 此 只 需 证 前 吓 包 | 是 一 致 可 积 的 。 显 然 .xp, 满 足 定理 
5.2 的 条 件 (1)。 往 证 2 1. 满足 条 件 (2). 对 给 定 e>0 ,选取 53>0， 
使 条 件 (2) 中 的 结论 对 :和 = 成立， 刚 对 任何 ”> 2 E19. Ei 5 


EE 及 满 尼 记 -1 的 于 负 守 孝 e 4 car …， wor 和 对 任何 满 


足 PC4)<8 的 AE， 有 


et pA 


这 表明 5， 满足 条 件 (2)， 故 痉 | 为 一 致 可 积 族 。 证 毕 。 

下 一 定理 给 岩 了 工 :一 收 丝 准 则 . 

5.4 定理 设 (6， ) 为 一 可 和 随机 变量 序列 ， “一 实 值 随机 
变量 。 外 于 殉 绝 作 < 价 : 


DE | : 


(27 5. 一 >&， 自 KE,) 为 一 致 可 积 ， 
2， 


Th i re bt rp eh pt Pr i i nl A 


(3) 6a— >E, HEIE,|— >E|E| oo. 
证 (1) 今 (3) 风 第 三 章 系 2,8。 下 而 证 明 (De>(2)。 
(1) 渡 (2)。 设 5 二 令 4GE8， 我 位 有 
i 《5.3) 
给 定 e>0， 选 取 一 正 整 数 太 ， 使 得 当 n> 时， 有 E51&。-&|] 
。， 再 选取 8>>0， 醚 得 对 任何 满足 PC4)<8 的 AE 洲 ， 有 
| dp< §, lgldp SE nb 2 Ne 
《5。 4) 
于 是 由 (5.3) 及 (5. 人知 ， 对 任何 满足 (4) 志 5 的 AE7， 有 
sp， 上 CPP 二 e， 


瑟 外 ， 我 们 有 sup ECL15.11<oc。 赦 由 定理 5,2 知 ，(€) 为 一 至 


可 积 族 ,最 后 ,显然 有 5 一 5。 . 


C2) 之 (1)。 设 (8) 一 致 可 积 ， 且 6, 一 9§。 册 Eatou 引 现 ， 
ELISIJ<supELlE. | + cc， 南 专 可 积 。 从 市 (8&4 一) 为 一 玛 可 


积 。 对 任 给 s 盖 0， 由 定理 5,2 知 ， 存 在 5>0， 使 得 对 任何 满足 
PC4<5 的 4 帮 
sup| :15. -EldP Se ~. 


可 入 让 分 天 使 得 当 n 宇 入 时 ， 有 PKE15，- 引 站 )<5。 于 是 
之 NN 人 持 ， 我 们 有 


ECLlé, -= 人 | tla 
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这 过 明 gs sé 定理 证 毕 . 
下 一 定理 给 出 了 一 致 可 积 性 的 又 一 谁 财 。 
5,5 定理 设 2CLi(D, 人 ，P), 则 下 列 条 件 等 价 
(1) ,是 一 致 可 焙 的 ; 


C02) 存在 Rs 上 满 是 ]im 了 


1) oo 的 韭 儿 Borel 证 数 o, 合 
得 supE[gol#|]< | : 


Eh ee 一 致 可 积 族 . 出 守 对 任何 o>0， 有 
人 和 -os*aP 生 1E1&P，。 故 存在 自然 数 mx 十 co， 使 得 
sap | (1E1 -ni)tdP<2-*， zl， 令 
于 三 JJ . 


oD = Tan), nin+ly xz:0, 1, 9, 
网 7 和 人， 学 亲王， 站 有 
im 


| ， ) = 四 3 = z 


ELyol£]]= > ,Cn- A +1]) 


= (ft {A ] 二 1) 
人 (nl8l a 


-hh le ria i Ee i rr Pt tiri 


PT 1 


= ds -ndpe, 


(1 过 (2) 得 证 ， 
(2) 全 (1)。 设 (2) 成 立 。 对 给 定 e>>0， 令 a= 二， 其中 改 


= sup ELgols!], 选取 充分 大 的 C， 使 得 当 t 守 C 时 ， 有 2 
之 a 。 则 在 [| 引 >C] 上 ， 我 们 有 村 | <-2| 引 -， 故 有 有 


1 了 
< 一 -| 一 
| we lSlaP < 1 ,0 PolslaPp a 


上 一 不 等 式 对 一 切 5E .成立 ， 因 此 .让 为 一 致 可 和 族 。 定 理 证 
毕 。 

5.6 系 设 .入 一 T( 呈 ， 交 ， 了 PP)， (81) 如 果 sup LS 
< coco， 则 .和 党 为 一 致 可 积 族 。 

证 令 gti)=t?,，i 守 0 。 由 定理 5.5 立 得 系 的 结论 。 贡 一 
直接 证 明知 下 令 a= sup E5151?]， 则 对 C>0， 有 


|}? 1 
J ,ise lslaP < C1 dP CPi EL|$|"3 


2 
OT 


故 由 定义 知 ，,. 敌 为 一 致 可 积 族 。 
5§,7 定理 设 (R， 了 ， 了 ) 为 一 概率 空间 ，# 为 一 随机 变量 ， 
(3 0) jer 为 一 族 路 的 于 oo 代数 。 令 #1 = 百合 | 多 出 (1 
所 六 为 一 至 可 积 族 。 
证 对 任何 C2>0， 我 们 有 


e F205 * 


re i 


POC.|>CDE A Eln ll<H EL i€l, 


于 是 有 (注意 [ 17i|>C]EB i) 
| 1 ldPe [i ,0 ll | 


. 4 
+ Slape -ELIEl+ | ,, IéldP. 


tlil=s 


对 给 定 8>0， 取 8>>0, 使 得 | 8ldP< 后. 划 当 C>-23- 


[二 > 


x EL181J 时 ,有 |[ | >aloildP<eyzEE 这 表明 (4:， iE 1) 
为 一 致 可 积 族 。 证 毕 。 
”正面 我 们 进一步 研究 一 臻 可 积 随机 变量 族 的 性 质 。 为 此 ， 针 
引进 弱 收 么 入 念 。 
5.8 定义 “ 设 与 上， 司 ，… 为 可 称 承 机 变量 。 如 果 对 一 切 
有 腊 随 机 变量 4?， 有 1im E[5.7] = EL， 则 称 在 工 " 中 现 收 


雍 于 6， 显然 ， 轮 收敛 极限 是 c.s ,唯一 确定 的 ， 

5.9 引 理 设 (5,) 为 (8， 多 ，P) 上 一 可 积 随机 变量 序列 , 则 
泡 要 5 在 上 ' 中 轮 收 谣 于 某 可 积 隐 机 变量 #， 必 须 且 只 需 对 每 个 
半 E 久 ，EL[ésT4j 的 极限 存在 且 有 穷 ， 

证 ”必要 性 显然 ， 现 证 充分 性 , 设 引 理 的 条 件 成 立 。 令 po 为 
£4 关于 了 的 不 吓 积 分 ， 则 由 第 六 章 定 型 1.1 知 ， Sup jn 上 = sup 


有 PC = limln(4)， 卫 有 peP。 令 和 = -4 。 则 易 见 &, 弱 收 


敛 于 5. 《 这 里 用 到 第 二 章 习题 1.14 及 sup E[15,|] 之 > 这 一 事 


实 ,) 证 毕 。 
“206。， | 
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下 一 定理 是 著名 的 Dunford-Pettis 苦 紧 性 准 划 的 一 个 部 分 
(对 概率 论坛 有 用 的 部 分 )。 

5.10 定理 ” 设 . 浆 一 02，2，P)。 出 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) ,站 为 一 致 可 积 族 ; 

(2) 对 .关中 的 任 一 序列 (5,)， 存 在 其 于 询 (&n,), 使 之 在 工 ! 
中 能 收获 。 

证 (1D) 守 (2)。 设 为 一 致 可 积 族 。 仿 (5.) 为 关中 的 一 所 
列 ， 多 =.a(E 1， 62…)， 则 乡 为 一 可 分 的 代数 ， 故 存在 一 可 数 
代数 .oz = A,， “ 使 ot)=B 出 对 前线 法 则 ， 可 选 
(8,) 的 子 列 (8n;) 使 得 对 一 切 / 产 1 ,极限 1im ELSrsT4i] 存 在 且 
有 穷 。 今 二 
=1Acy, lim ELEn,IT4] 竺 在 且 有 穷 }. 
利用 (C84,) 的 一 至 可 积 性 ( 见 定 理 5.2) 不 难看 出 5 为 一 单调 类 .由 
出 于 .op C9， 故 由 单调 类 定理 知 因 = 。 于 是 由 引 理 5.9 知 ， 
(En) 在 L(tQ， 多 ，P) 中 弱 收 伍 ， 从 而 对 一 切 有 和 界 多 -可 测 随 机 变 
熏 ?， 极 限 1im EB[én ,7] 存 在 且 有 穷 。 现 设 AE.F， 令 j=BFI4 
| 多 ]， 风 有 ELén ,14j = ELELESn Ix 多 jj= ELEn;4]， 从 而 极限 
Tim [whTI 存 在 旺 有 穷 ,再 由 引 理 5.9 知 ,(54) 在 L1(98,9 ,了 ) 


中 弱 收 侣 。(1) 之 (2) 得 证 。 

(2) 地 (1)。 我 们 用 反 证 法 。 假 定 (1) 不 成 立 ， 则 存在 疹 中 一 
序列 (8,)， 使 得 或 者 1imB[1E41]= sos 或 者 存在 某 =s>0 和 光 
中 前 一 列 集合 (4,，# 之 1)， 使 得 limP(41)=0， 县 inf， 人， 


宇 e。 出 第 六 瘟 定 型 1,1 知 ， 该 序列 不 可 能 有 忆 收 敏 子 列 。(2) 全 
» 207 。 


(得 证 . 
习题 加 
5,11 设 (2,) 为 一 至 可 积 随 机 变量 序列 ， 则 有 limE| 3- 


» SUP Ié.1 |=0. 
1 号 身 号 乔 
5,.12 设 .让 CLITOR， 了 ，P)， 尖 满足 如 下 条 件 ， 
A EF, Arq blimsup|, iEjdP=0, 
nam ECM 


则 对 尾 给 8 汪 0， 存 在 3>0， 使 得 下 列 性 质 成 立 ， 
AEF, P(A)<8>sup| Islap<e, 
上 和 


,13 设 .2 及 .和 着， 为 一 致 可 积 随机 变量 族 。 令 
WE rE EE bs EN,), 
则 ,和 为 一 致 可 积 族 。 


§6 解析 集 与 Choauet 容 度 


设 吉 ,多 ) 为 一 可 测 空 间 . 本 节 主 要 其 的 是 铅 店 者 介绍 .多 解 术 
集 的 概念 和 基本 性 质 , 并 借助 于 Choquet 容 度 证 明 . 多 ~-- 解 术 集 基 
普通 可 测 集 。 
令 4 为 呈 的 一 子 集 . 奶 果 存在 一 可 谍 请 化 紧 拓 扑 空 间 互 及 互 XE 
的 一 子 集 BE (YY(E) 人 加)c8: 使 得 4 为 B 在 FF 上 的 找 影 ， 则 称 A 
光一 解析 集 . 这 里 将 (E) 表 示 中 紧 子 集 全 体 , CB) = {KK 
xG: KEA(E), GEFY, z 

今后 我 们 用 wz( 多 ) 珍 示 . 多 ~ 解析 集 全 体 ， 由 定 交 立刻 推 知 如 
证 引 理 ， 

6.2 引 理 设 为 上 一 集 类 ， 且 四。 则 

人》 


,208 、 


(2) AE ) 坟 存在 BE o， 使 BA 2 

(3) FE (FE ) 人 三 和 多 ,} 

(4) 落 多 为 王 上 一 集 类 ， 且 多 二 多 ， 风 (多 ) 二 人 多) 

6.3 定理 设 多 为 下 上 一 集 交 ， 且 由 E 多 ， 则 YC) 对 可 
列 并 及 可 列 交 运 算 封闭 ， 

证 设 4s E57)，# 关 1 依 定 义 ， 对 每 个 4, 存在 一 可 距 
离 化 蜂 空 间 BB: 及 五。x 卫 的 一 子 集 BE (和 (的 多 )o5， 使 得 


4 为 ,在 F 上 的 投影 。 令 到 二 E 
是 可 距离 化 的 紧 窑 何 . 令 Co = EX "x BX Be x Buti 下 
面 得 记 为 [] En x )» 则 有 > | 


.向 询 和 - 加 

四 nu- {lr (c。 ,De 小 | 6. DD 
这 里 z 表 示 吾 x 户 到 上 的 投影 并 将 C5。 视 为 五 Xx 前 子玉; 庙 
B, = [Bes 其 中 Be,s ECK(B。 DF) bl. 调和 书 末 E。 


. 斑 央 用 


x Bi EHCEOFIMC, ECX(E)@9 Doi 从 而 人 CE 


(HBIOF ) og. 由 (6. 1 知 14 EF), 这 家 fC) 可 


” 剂 交 运算 封闭 。 


现 令 也 为 (前 拓扑 和 BE。 的 单 点 里 化, 则 到 人 z 


紧 空间 。 我 们 将 可 ( “nD ») XP 视 为 同一 ,并 用 洋 / 
示 瑟 x 开 到 三 上 的 投影 ， 则 有 、 
(a)- Ua C6.2) 


i th hf he ee ee tt 1 


由 于 访 But (XA(E)@F) os Bri fl Bi = 区， Vi 政 有 
> B, = > (Bs 一 ri 人 再， CE } 
起 nn | 


. 于 是 由 (6.27 知 ， 人 4 EF), 这 表明 .eg( 多 ) 对 可 列 并 运算 


圭 半 。 和 定理 证 毕 。 

6.4 引 理 谈 多 为 三 上 一 集美 ， 且 有 区 E 罗 ， 令 吾 为 一 可 距 
离 化 紧 空 间 ，。 则 对 一 切 4 EC (EF)@. 2 ), 所 到 玉 上 的 投影 为 
-光一 解析 集 。 

证 ” 依 定义 ， 存 在 一 可 距离 化 紧 空 间 G 及 ADOTHNE) 
多 )oa 的 一 元 素 41,， 使 得 4 为 Ai 在 ExF 上 的 投影 。 但 GxE 
为 可 距离 化 紧 空间 ,%(G)@ %(E)C (XE), 且 4 在 F 上 的 
投影 与 4 在 上 的 投影 一 致 ， 用 4) 为 "解析 集 (因为 人 定义 
xa(A1) 为 .将 一 解析 集 )。 证 华 。 . 

6;5 定理 设 : 史 为 站 上 一 集美 ， 且 有 和 E. 灾 。 则 

《1)》 gf (FY) = (I) 

(2) 为 要 gl 多 )Cme)， 必 须 是 只 舌 下 述 条 件 被 满足 ; 4 
EF HA EF), 

-证 《LU 设 4Eww (Cw)), . 则 存在 一 可 距离 化 紧 空 间 5 及 
一 和 E (Xf(E)@9(97)) oo, 使 得 4 为 4, 在 F 上 的 投影 .但 显然 

: HAEDAT I EAH CPDL ), 

故 由 定理 6.3 知 入 EAX (BC ), 因此 , ,由 引 理 6.4 知 4E 
CF)。(1) 得 证 。 | 

(2) 只 需 证 充分 性 。 设 记 说 条 件 成 立 ; 令 

YG = {AEMAG): A ENF), 

则 有 要 这 宣 ， 并 由 定理 6,3 知 ， 多 为 or 代数 宁 A CG CA 
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上 的 a 


《多 )， 证 毕 。 

6.6 定理 设 (8, 稀 ?为 一 -可 测 空 间 ,和 为 一 中 可 数 基 的 局 部 
紧 Hausdorif 空间 ， 则 有 

(TY BRIC EHR, WBCORY) = fH FY) 

(2) BR FE AHORIDF I NB XH) 

《3) 对 任何 4E84( 坟 (ZX) Xx )，. 在 如上 的 投影 为 多 一 解 
”证 (1) 设 KE 光 (XX), 则 太 * 为 开 集 。 令 多 为 总 的 可 数 基 ， 
则 对 每 个 xc 天 ， 存 在 开 集 其 闭 包 为 紧 集 ， 使 得 xEUCUC 

。 于 是 存在 Ve， 使 得 7 为 紧 集 ， 且 zE7cFcKe。 令 Y 


= {PE 和 ，T 为 紧 集 ， 且 VCK}， 则 为 可 数 类 , 且 r= 
FF， 放 KK5 (KYo， 从 而 KEN))。 册 于 gl)) = 
多 ( 玉 )， 攻 由 定理 6.5 知 ，%%()C 久 (XK)CA(tX)) ,上 成 而 有 
(BRN = A CH CRY)), . 

(2) BE YH (KIBF, 则 BeE (HA (XD FIs CA (HA CN) 
六)。 久 用 于 0( 弟 (加 六 )= 轨 (XK)X 名， 熙 WY( 半 的 沪 c 
(FF 定理 6.5.(2)}。 畔 此 由 定理 6.5， 
(DM, HAIBDF) = A BER) XF). 

(3》 时 于 文 是 你 斑 的 (第 五 章 习 题 1.37), 存 在 K。€ %(X)， 


nl， 使 和 = UK. 对 继 个 4， 我 们 有 ( 册 了 可 题 6;12) 


(Kn x DH HI BF) . 
=- (K, x HNCKARDFY) 

= (KN A (KI) BF)Y. 
由 于 下 , 为 可 距离 化 紧 空 间 ， 且 和 (站 =K, 丫 % (XY， 故 计生 
何 半 Ely( 弟 ( 六 的 玫 ), (KX 台 ) 们 4 在 日 上 的 投影 为 匀 汪 解析 
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和 


集 ( 引 理 6,4). 但 4= TJCLCKsx 9)04， 故 4 在 号 上 的 投影 也 


是 .# -解析 集 ， 证 毕 。 
下 面 我 们 定义 Choouet 和 容许。 | 
6.7 定义 设 炙 为 FF 上 一 和 集 类 ， 它 对 有 限 并 及 有 限 交 运 算 寺 
闭 ， 且 四 EE 严令 YLF) 表 未 了 的 所 有 子 集 金 体 ， I 为 (297) 上 
的 一 非 负 和 集 玉 数 。 称 I 为 F 上 的 一 Choquet 实 一 容 诬 ， 加 果 1 具 
有 下 测 性质; 
《1 工 单调 非 降 。， A 二 B31CA)SSI(B); 
《2 工 从 下 连续 ，4 1 A 地 I(4， ) tIC4)s 
《3 I 沿 儿 从 上 连续 ，4, EF ，A， A314, "HOD F 
的 半 集 44 称 为 I- 可 葡 的 ， 如 果 . 
(CA)= sup{lI(BY: BCA, BEF ,} (6.3) 


9 引 理 诈 1 交 FF 十 的 Choauet 一 容 度 ， 则 多 。 中 每 
个 元 到 都 是 了 可 符 的 ， 


证 设 4E 史 oo 著 1(4)=-o0; 则 (9)= -co， 区 (8.3) 
成 立 。 现 设 IC4) 沁 -如 ， 令 AhoynE; 舍得 4= 门 直 J4om 


让 于 呈 - 对 有 限 养 运算 封闭 ,， 薇 林 妨 设 对 固定 (dym2z1) 为 非 
降序 列 ， 令 44= LJ dns 4 阅 1。 为 证 (6.3)， 只 需 证 明 ， 对 任 


合 a 过 ICA})， 存 村 BE s， BOCA; 檀 天 了 ) 六 ee。 
现 设 ec<< IC4)， 由 了 工 的 从 下 连续 性 ,我们 有 
ICAY= IIAN .AL) = lim ICAN A sm’. 
故 存 在 wis 使 ICAN 41sm1)>>4。 这 时 有 ，，， 
TAN AIsrmi}= TIA A ni NN A.) = limiCAN As mi fl A4sm) >» 
| 子 是 存在 二 4 全 TAN A nt ds 要 此 类 推 ， .我 们 得 
* 全 人 


到 一 当然 数列 (ms) ;>,， 和 使 得 对 一 切 £ 关 1， 有 
ItAN A Nf dos nA. 


~ U Arm, B= 门 B, 则 8B。 EF ,B, 4¢ BE 岂 于 


I(B, > 故 由 工 沿 .多 的 从 上 连续 性 知 ， TI(B) = 1imI( Bb, yy 


由 于 3 一 4.， 故 BC 4。 引 理 证 毕 . 

下 一 定理 称 为 Chnoqguet 定理 

6.9 定理 设 沪 FF 上 的 Choquet .多 ~ 容 诬 , 则 一 切 多 一 解 
析 集 都 是 三 可 容 药 。 

证 设 4E2(z)， 则 存在 一 可 更 离 化 紧 空间 及 一 BE 
(AEIDF Yojs 全 得 册 =rgBy。 这 里 TzT 为 BXF 到 下 上 的 投 
影 。 今 . 因 = (CBE)@ 风 sl uj 天 示 用 有 限 并 运算 封 于 多 所 得 
集 类 ) ， 由 于 入 (了 B)G 对 有 限 交 封 图, 故 和 5 亦 然 ， 此 外 有 os 
EIDE ) oy 邻 

HH) = I((H)Y, HEEXEF, 
现 证 了 为 其 xX 王 上 的 Coquet 一 容 度 。 显然 /请 是 定义 6， ?中 
的 性 质 (1) 及 (2)。 剩 下 只 需 验 证 性 质 (3)， 


设 HE， HH= UC po), 其 中 CEXB), DEZ, 


贡 对 地 Er， 我 们 有 (Ex {x 由 H=CXx {x}， 其 中 Cx$, 且 .| 


c= 1 CEXE). 
tk: x* Eps 


现 设 B, ,3 了， + 。 SxEfY x(B。 六 则 对 每 个 8， 存在 Cu 一 


Bl 


ELE)， 使 得 
(EX {x B, =C, x {x}. 


“Bids 


Lp hid a A hh ri i FL ea a 


出 于 Bs} ， 故 C4 。 又 因 口 ,为 天 的 非 空 紧 子 集 : 玫 站 Csd 
于 是 类 和 叶 寺 | 


(EX {0 (NB, ) = ‘1c x fc 二 幼 ， 


即 有 YE 风门 及 ). 这 表明 [x(B,)cx ( 门 B,), 但 相反 的 包 
含 关系 恒 成 立 ， 故 有 有 四 


和 zae)= "(N35,) G0 


由 于 AD ) EY, XLBs)}， 访 由 7 消 顽 的 从 上 连续 徘 得， 
"(Nm )= (Ns. )-ANaes,) 
人 = imrx(B。 )) = 1im7( 了 3) 


这 志明 7 沿 尖 从 上 连续 ， 因 疆 7 了 为 BxXFF 上 移 Choqust. 潍 一 容 度 . 
下 面 殿 助 于 容 度 本 证 明 .4 是 I 二 可 容 的 。 由 于 BEMW3: 上 於 出 


引 理 6.8，3 为 7 一 这 雁 的 ， 但 由 (6. 4) 和 看 出 : CEH AC EY, 
于 是 有 . 


+' 


ICA) = I(xt B)) 2 7(8) = ,ap{T0) CeB, CE 
= supfICTCC) 3 CB,CEN ,ESuTD): 
.DcAd, DEF 3). 、 

但 桓 有 TsapftICD) Dc Ah, DE ,), 故 实际 城 等 号 。 

这 表明 4 是 I 可 容 的 。 定 理 证 毕 。 

作为 Choquet 定理 的 一 个 重要 应 用 ， 我 们 将 证 明 可 测 空间 

C0， 了 F) 中 一 切 - 解 析 集 都 是 兽 遍 可 测 的 : . 

全, TD 定理 证 (如 ,多 ) 为 一 可 测 空 间 ， 今 光 表示 的 普遍 

完备 化 ( 即 六 = 门 赤 ?， 其 中 多 为 (8， 多 ) 上 概率 测度 全 体 ), 则 

部 ., 
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a TE -HI 一 . 
i pT 一 ua CD ee | AH 本 和 
re 


有 (FD)C 人 cp), 
证 - 设 卫 为 (人 8, )+ 上 一 概率 测度 ， 令 
1(A) = inf {PCB), Bod, Be} Acd 8.5) 
易 证 I 是 只 上 的 Choquet . 灾 - 容 度 。 由 定理 6.9 知 , 对 一 切 4AE 
A 多 )， 有 (注意 = .天 ，) 
I(A)= sup{P(B): BCA, BE )} (6 。 6) 
出 C6。 5) 及 (6. 6) 知 AEYE, 但 概率 测度 了 是 任意 的 ， 鼓 4 EZ 


这 骨 明 sy ICF, 进一步 有 
cm )c ( 玉 )"'= 沪 


只 而 sy ( 广 ) = FF 证 毕 。 

6.11 注 设 (8， 3 条) 为 一 可 分 是 可 宛 的 可 测 空间 车 存在 4E 
(型 (RR)) 使 (8 多 ) 与 (4, 罗 (4) 同 构 ， 则 称 (多 ) 为 Souslin 
可 测 空间 ,下 定理 6:10 知 Souslia 可 测 室 间 为 Radon 可 测 空 间 ， 

可 娇 

6.12 设 入 为 F 上 一 集 类 ,日 $EF， 设 4 为 已 的 一 子 集 ， 
令 AN.F ={ANB: BEF}， 则 有 .xY(AN.9)=A4N yt. 严 ). 这 里 
40. 红 考虑 为 二 上 的 集 梁 。 - 了 

6.13 设 I 为 F 上 的 Choguet Fr_ 容 度 ， 划 了 为 F 上 的 Cho- 
auet .2 一 容 度 ， 
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